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Bir hareket bilimi olan mekanik; “Vektorel Mekanik” ve “Analitik Mekanik™ olarak iki alt
baslikta incelenmektedir. Vektorel Mekanik kuvvet, ivme, momentum vs. gibi vektorel
karakterli biiyiikliiklerle, Analitik Mekanik ise kinetik enerji, potansiyel enerji, is gibi
skaler biiyiikliikler ile ¢alismaktadir.

Bu ¢alismada, mekanik sistemlerin incelememesi amaciyla, Vektorel Mekanik ’in makine
miihendisligi lisans 6greniminde yansimasi olan “Statik™ ve “Dinamik” derslerinin 6tesine
gecilerek, lisansiistii 6grenimindeki “Analitik Mekanik”  dersi temel alinmistir.
Calismamizda mekanik sistemlerin durumu “Analitik Statik” ve “Analitik Dinamik”
bagliklar1 altindan teorik olarak incelenmis ve uygulamalar boliimiinde teorinin
uygulamaya nasil aktarildigi ortaya konmustur. Sonuclar ve Oneriler boliimiinde ise
duragan ve hareketli mekanik sistemlerin ¢Oziimlenmesinde, analitik mekanik
yontemlerinin avantajlar1 ortaya konmus ve endiistriyel uygulamalardaki {stiinliikleri

agiklanmustir.
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Mechanics that is an action science is examined under two subheadings are called
“Vectorial Mechanics” and “Analytical Mechanics”. Vectorial Mechanics is interested in
vector quantities such as force, acceleration and momentum etc. Analytical Mechanics is

interested in scalar quantities such as kinetic energy, potential energy and work etc.

In this study, on the purpose of to analyze mechanical systems, went beyond “Static” and
“Dynamics” lectures which are lectures department of mechanical engineering. To this
end, used Analytical Mechanics Lecture which is lecture on graduate study as base. In our
study, the state of mechanical systems is analyzed theoretical under two subheadings are
called “Analytical Static” and “Analytical Dynamics”. In the chapter of applications, how
the theory is transferred to practice, is introduced. In the chapter of conclusion and
recommendations, the advantages of analytical mechanics methods are introduced and are

explained in the advantages of industrial applications.
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BOLUM 1

GIRIS

Mekanik, cisimlerin ya da sistemlerin hareketini inceleyen bir bilim dalidir. Genel olarak
kendi icerisinde “Vektorel Mekanik” ve “Analitik Mekanik” olarak iki alt baslikta

incelenmektedir.

Makine Miihendisligi boliimlerinin lisans egitiminde Vektorel Mekanik, Statik ve Dinamik
olarak isimlendirilen dersler ile, Analitik Mekanik ise yiiksek lisans ve ya doktora egitimi
esnasinda Yiiksek Dinamik ya da Analitik Mekanik olarak isimlendirilen dersler ile

verilmektedir.

Vektorel Mekanik, bilim insani1 Isaac Newton (1642-1727) tarafindan ortaya konan
kanunlari ele aldig1 igin “Newton Mekanigi” olarak adlandirilmaktadir. Analitik Mekanik
ise bilim insanlart Joseph Louis Lagrange (1736-1813) ve William Rowan Hamilton
(1805-1865) tarafindan gelistirilen yontemleri ele aldigi i¢in “Lagrange Mekanigi” ve

“Hamilton Mekanigi” olarak iki alt baglikta incelenmektedir.

Bu calismada Lagrange Mekanigi ’'ni vektorel mekanik uygulamalarinda kullanarak, statik
ve dinamik sistemlerdeki islem karmasasini en aza indirmeyi ve bilinmeyen sayisi ile

denklem sayisinin ayn1 olmadig belirsizliklerin 6niinii agmay1 amaglamaktayiz.



BOLUM 2

KURAMSAL TEMELLER

2.1 Analitik Statik

Dinamigin genel teoremleri ve ondan dogan sonuglarin ¢ogu maddesel noktalar sisteminin
hareketinin arastirilmasina olanak vermektedir. Maddesel noktalar sisteminin hareketini
daha kisa bir yoldan elde etmek istedigimizde, hareketin diferansiyel denklemi

olusturulabilmektedir (Eyvazov ve Kuliyev, 2015).

Fakat dinamigin genel teoremleri belirli zorluklar igermektedir. Bu zorluklar maddesel
sistemin hareketini tam olarak karakterize etmemizi zorunlu kilmaktadir. Karakterize
edilen hareket icin hangi teoremin uygulanmasi gerektigi dogru tespit edilmelidir

(Eyvazov ve Kuliyev, 2015).

Ayrica dinamigin genel teoremlerinin yardimiyla maddesel sistemin hareketinin
diferansiyel denklemini yazdigimizda, sistemin boliimlere ayrilmasi ve bu sayede denklem
sayisinin artirilmasi gerekmektedir. Bazen denklemler i¢cinde bulunmasi gereken degerler
(6rnegin reaksiyon kuvvetleri) problemin ¢6ziimiinii zorlastirabilmektedir (Eyvazov ve

Kuliyev, 2014).

Analitik mekanigin genel yontemleri, ideal baglantilarin (iletisimlerin) reaksiyon
kuvvetlerini dahil etmeden diferansiyel denklemlerin ¢ézlimiine firsat vermektedir. Bu
nedenle analitik mekanik yontemlerinden, teorik ve pratik arastirmalarda ve miihendislik
problemlerinin ¢6ziimiinde etkili ve faydali bir bi¢imde yararlanilmaktadir (Eyvazov ve
Kuliyev, 2014).

2.1.1 Baglantilar (iletisimler)
Analitik mekanigi dogru bir sekilde anlayabilmek i¢in maddesel cisimler arasindaki

baglantilarin yani temas noktalarinin dogru anlasilmasi gerekir. Bununla ilgili olarak

asagidaki tanim verilmistir:



“Maddesel noktalar sistemine ait noktalar uzayda keyfi bir harekette bulunabiliyorsa ve
ayni noktalarin hizlar1 keyfi degerler alabiliyorsa, boyle sistemler “serbest sistem” olarak
isimlendirilir. Maddesel noktalar sisteminin hareketi ve hizi keyfiyet igermiyorsa boyle

sistemler “serbest olmayan sistem” olarak isimlendirilmektedir (Eyvazov, 2016).”

Serbest olmayan sistemler i¢in bazi sinirlamalar bulunmaktadir. Bu sinirlamalar, 6zellikle
sistemin ayr1 ayr1 noktalarinin koordinatlar1 ve hizlar ile alakalidir. Sistemin analizinde
onceden bilinmesi gereken bu siirlamalar “baglantilar (iletisimler)” olarak isimlendirilir
(Eyvazov ve Kuliyev, 2003). Sistemleri analiz ederken bu baglantilar esitlik ve esitsizlik

denklemleriyle yazilmaktadirlar.

Esitlikler (denklemler) ile ifade edilen iletisimler (baglantilar) “tutan baglantilar”,
esitsizlikle ifade edilen baglantilar ise “tutamayan baglantilar” olarak adlandirilir

(Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

Tutan baglantilarda herhangi bir noktay1 ifade eden sinirlar, o noktanin yerlestigi yiizeyleri

veya uzay yiizeylerini denklemler ile saglayabilmedir.

Baglantilar1 ifade eden esitsizlikler t zaman degiskeni igermediginde bdyle baglantilara
“stasiyoner baglant1”, t zaman degiskeni icerdiginde ise “stasiyoner olmayan baglant1” adi

verilir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

Baglantilar (iletisimler) kavramini daha iyi agiklayabilmek igin asagidaki bazi &rnekler

incelenmistir:

Ornek 1. Sekil 1°de birbiri ile sert, L uzunluklu, cekissiz ve uzamayan bir ¢ubukla

baglanan iki maddesel nokta verilmistir.



N

1 (X1,Y1, 21)

Uzamayan
Gubuk

ne (X2 y2, 72)

X
Sekil 1. Rijit bir gubukla baglanan iki maddesel nokta (Giirgoze, 2016).

Baglantilar denklemi asagidaki gibi olmaktadir:

(2 =x)? + (2 —y1)* + (2 —2)* = 17 1)
Burada X1, y1, Z1, X2, Y2, Z2 maddesel noktalarin koordinatlaridir.

Bu ornekteki baglanti tutan tiirdendir.

Ornek 2. Sekil 2°de iki maddesel noktanin mutlak, esnek ve cekisiz L uzunluklu bir iple

baglanmistir.

- N

m (Xl, Y Zl)
\

me (Xz, ¥, Zz)

Esnek Ip

X
Sekil 2. Esnek bir gubukla baglanan iki maddesel nokta (Giirgdze, 2016).

Bu durumda baglantilar denklemi asagidaki gibi olmaktadir:



(x2 — X1)2 + (v, — Y1)2 + (zp — Z1)2 < L 2)

Eger ip ¢ekilmeye calisilirsa isareti pozitif, aksi halde ise negatif olmaktadir.

Bu 6rnekteki baglant1 ise tutamayan tiirdendir.

Mutlak cisim maddesel noktalar sisteminden olustugu igin “serbest olmayan” sistemdir.
Bunu kanitlayabilmek icin mutlak cismin ayri ayri noktalar1 arasindaki mesafelerin
degismez oldugunu gosteren baglanti (iletisim) denklemlerini yazabilmemiz
gerekmektedir. Boyle olunca baglanti (iletisim) denklemlerinin sayist da artmaktadir

(Eyvazov, 2016).

En genel halde mutlak bir cismin konumunu, birbirine bagli olmayan alt1 parametreyle
belirlenebilmektedir. Bu alti parametrenin {igli cismin kutupsal koordinatlardaki
konumunu, diger {i¢ tanesi ise jiroskop hareketindeki Euler agilar1 olarak segilebilir.
Serbest olmayan mutlak bir cismin baglantilarii (iletisimlerini) g6z Oniline aldigimiz
zaman cismin sadece farkli noktalar1 arasindaki mesafeleri ortaya koymak amacimiza
uygun diismemektedir. Bu durumda yapmamiz gereken tiim cismi sinirlayan baglantilari
(iletigimleri) belirlemektir. Bunun i¢in de serbest olmayan cismin konum parametrelerini
iceren denklemler (esitlikler) ve ya esitsizlikler yazmak gerekir (Eyvazov ve Kuliyev,
2003).

Baglantilar (iletisimler), Sekil 3’te gosterildigi gibi maddesel noktalar sisteminin

hareketine engel olup olmamasina gore ikiye ayrilmaktadir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003):

1) Cift Tarafli Bag (Baglant, letisim)
2) Tek Tarafli Bag (Baglanti, iletisim)

O Cift Tarafli Bag

O Tek Tarafli Bag

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Sekil 3. Bag tiirleri (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).



Yukaridaki sekilden de anlasilacag: tizere ¢ift tarafli baglantiya sahip maddesel bir cismin
hareketi hem asagi hem de yukar1 yone dogru engellenmektedir. Fakat tek tarafli

baglantiya sahip bir cismin hareketi sadece asag1 yone dogru engellenmektedir.

Genellesmis koordinatlar arasinda n tane bag sarti varsa, bu tiir sistemlerin baglarina
“holonomdur” denir. Bu tiir sistemlere ise “holonom sistemler” adi verilmektedir. Bag
sartlariin icerisinde genellesmis koordinatlarin tiirevleri varsa integral alma islemiyle dahi
bu tlirevler yok edilemiyor ise bu tiir baglara “holonom olmayan baglar”, bu tiir sistemlere

de “holonom olmayan sistemler” adi verilmektedir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

Maddesel bir sistemin hem Kartezyen koordinatlarin yer vektorleri hem de bag sartlar
zaman parametresini agik bir sekilde icermiyor ise sistemin baglar1 zamana bagh degildir.
Bu tiir sistemlere “skleronomdur” denir. Eger Kartezyen koordinatlarin yer vektorleri ve
bag sartlari zaman parametresini agik bir sekilde iceriyor ise sistemin baglari zamana

baglidir. Bu tiir sistemlere de “skleronom olmayan (Rheonom)” denir (Eyvazov, 2016).

2.1.2 Holonom Sistemlerin Virtiiel Yer Degistirmeleri

Holonom bir cismin bulundugu konumdan ¢ok kisa bir zaman 6nce bulundugu konumdan
bagimsiz olmasma ve her an istedigi yone ilerleyebilmesine “virtiiel yer degistirme

hareketi” adi verilmektedir (Eyvazov, 2016).

Hareketi smirlandirilan maddesel bir noktanin yiizeyinin denklemi su asagidaki gibi

yazilmaktadir:

f(x,y,z,t) =0 (3)

Farz edelim ki bir t aninda bu maddesel nokta Mo (Xo, Yo, Zo) durumundadir. Bu noktanin
durum vektorii 7y vektorii ile belirlenebilir. Bilinen bir At zaman araliginda bu cisim, Mo
noktasinda itibaren hayali bir §7 yer degisimi almig olsun. Sunun unutulmamasi gerekir ki;
bu yer degisimi ne maddesel noktaya etki eden bir kuvvet etkisi ile gerceklesir ne de cisim
bu yer degisimini kendi kendine yapabilir. Bu sadece cismin, Mg konumundan At zaman

araliginda almis oldugu hayali bir yer degisimidir (Eyvazov, 2016).



Su da bir gergektir ki baglantilar1 yaralamadan istege bagli ve sonsuz kiigiik bir §7 yer

degisimini uygulamak pek de miimkiin olmamaktadir.

= N

1‘1’10(2(0, Yo, Zo)
or

FO 1(X1: YI, Zl)

F0+6F

>y

X
Sekil 4. Maddesel bir noktani virtiiel yer degistirmesi (Giirgoze, 2016).

Cismin 67 yer degistirmesi aldiginda gecerli konumu 7y 4+ 67 yer vektorii ile

belirlenecektir. Koordinatlar1 x1, Y1, Z1 olan noktanin yeni durumu asagidaki olacaktir:

X; = Xy + 0%, y1 = yo + Oy, 72, = Zy + 6z 4)

Burada 9x, 0y, 0z, 87 vektoriiniin izdlistimleridir.

Bu cismin koordinatlarini, (1) denklemini de goz oniine alarak, dx, dy, dz derecesine gore

asagidaki gibi siralanmaktadir:

f(xg + 6%,y + 8y, 2o + 6z, t) = (X, V0,20, t) + (g)o .Ox + (S—;) .0y + (g)o .0z
0
+(5) ox+(5) 8y + () o2+~ (5)
Burada f (xg, Yo, 2o, t) = 0 oldugundan,
f(xg + 8x,yo + 8y, zo + 6z,t) = (g)o .Ox + (s—;) .0y + (g)o 0z + -+ (6)
0



Maddesel bir noktanin virtiiel yer degisimi Oyle kiigiik bir 67 yer degismesidir ki, cisim

hayali bir t aninda, hayali ve sonsuz kiigiik bir yer degistirme yapabilmektedir.

(6) denkleminin sag tarafini sifira esitlersek asagidaki esitlik elde edilmektedir.

(&), -ox+ (g—;)o Sy +(5) 82=0 )

o7 virtliel yer degistirmesinin 0x, dy, 0z iz diislimlerinin birinci tiirevinin sifira esit olmasi,
baglantilar denkleminde esas kabul edilmektedir. Bu esas birinci tlirevin olmadigin

gostermektedir.
8f(x,y,2,Om, = (g)o LOX + (;—;)O.Sy + (5)0.82 =0 (8)

(1) numarali denklemin gradyent (meyil) fonksiyonu Mo durumunda bilinen t zamani i¢in

asagidaki gibi olacaktir:

(grad f), = (§)1+ (85—;).]-+ (g)ﬁ 9)

(9) denkleminin sol tarafin1 (grad f)o ve 8+ vektorlerinin skaler ¢arpimi olarak yazarsak

asagidaki denklem elde edilmektedir.
(gradf)y.6T =0 (10)

Simdi de wvirtiel 67 yer degistirme vektoriiniin geometrik anlamini agiklayalim:
Baglantilar1 denklemi (3) bilinen herhangi bir t zamaninda uzayda herhangi bir yilizeyi
aciklamaktadir. Gradyent fonksiyonu da (9) Mo noktasinda normal (n) dogrultuda yonelen
bir vektordiir. (5) denklemi de keyfi 67 yer degistirme vektoriiniin yiizeyin normaline dik
oldugunu ve bilinen bir t aninda Mo noktasindan gecen yiizeyin teget diizlemine

yerlestigini gdstermektedir.

Mo noktasinin ger¢ek d7 yer degistirmesi ise virtiiel f(x,y,z,t) =0 yer degisiminden

farklidir. dr gercek yer degistirme vektorii dt zaman araliinda Mo noktasina etkiyen



bileske kuvvetten olusmaktadir. Bu gercek yer degistirme vektdrii Mo noktasinin hareket

yorilingesinin tegeti lizerine yerlesir ve asagidaki gibi bulunmaktadir.

(11)

grad f

a) b)

Sekil 5. Maddesel noktanin bir yiizey tizerindeki hareketi (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

Maddesel bir noktanin baglanti denkleminin zamanla degismemesi durumunda bu tiir
baglantilara “stasiyoner baglant1” ad1 verilir. Stasiyoner baglant1 denklemi asagidaki gibi

olmaktadir.
f(x,y,z) =0 (12)

Burada bilinmesi gereken Mo noktasi her an hareket yoriingesinin iizerinde yer almaktadir.
Tegetsel bir yiizeyde Mo noktast ¥ hizina sahip olur ve her zaman gergek yer degistirme
vektori dr ile uyumlu bir virtiiel yer degistirme vektorii 87 bulabiliriz. Bunun neticesi

olarak asagidaki analitik denklem bulunmaktadir.

df(x,y, )y, = ((‘j—f)0 Ldx + (g—;)o Jdy + (g—f)0 dz =0 (13)

Bu tiir denklemlerde di yer degisim vektoriiniin izdiisiimleri olan dx, dy, dz, ylizeyin

denklemini saglamalidir.

Sonug olarak stasiyoner baglantilarda gergek di yer degistirme vektori ile virtiiel yer

degistirme vektorl olan 87 birbirleriyle bagdagmaktadir.



Stasiyoner olmayan baglantilarda ise yilizeyin denklemi asagidaki gibi olmaktadir
(Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

f(x,y,z,t) =0 (14)
Bu tiir baglantilarda Mo noktas1 bilinen t aninda hareket yoriingesinde tutunamamaktadir.
Yani Herhangi bir dt zaman araliginda Mo noktasinin ger¢ek yer degistirmesi yeni bir
ylizeye gececek ve denklemi asagidaki gibi olmaktadir.

f(x,y,z,t+dt) =0 (15)

Bu durumda gergek yer degistirme vektorii olan dr ile virtiiel yer degistirme vektorii olan

o7 birbiriyle bagdagsmamaktadir.

Bunu ispatlamak icin d7 yer degistirme vektoriiniin iz diistimleri olan dx, dy, dz, stasiyoner

olmayan baglantilarda asagidaki denklemi saglamalidir.

df(x,y, 2 Oy, = (g)o Jdx + (85—;)0 Jdy + (g)o dz + (g)o dt=0 (16)

(16) denkleminde (%) # 0 olacagi i¢in dx=dx, dy=dy, 6z=dz sart1 (7) denklemi ile
0

bagdagmamaktadir.
2.1.3 Virtiiel Is

Maddesel noktalar sisteminin tamami herhangi bir t aninda herhangi bir keyfi konumdadir.

Bu sistemin noktalarina (n tane noktast oldugunu farz edelim) uygulanan kuvvetleri

F,,F,, ... ,E, ‘dir. Bu sistemin noktalarma bilinen bir t zamaninda 87,673, ... , 67, Yer
degistirmeleri verilmistir. Sistemin noktalarina uygulanan F;, F,, ... ,F, kuvvetlerinin
61,013, ... ,01, yer degistirmeler boyunca degismez oldugu da goz ardi edilmemelidir.

Bu durumda bu kuvvetlerin 817, 873, ... , 61, virtliel yer degistirmelerinde yaptiklari islerin

toplami asagidaki gibi ifade edilmektedir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).
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8A = Yi—; (Fx . 81%) (17)

(17) denklemi maddesel noktalar sistemine etki eden kuvvetlerin virtiiel islerin denklemi
olarak isimlendirilmektedir. Virtiiel kelimesi Latince virtualis kelimesinden gelmekte olup

“miimkiin” anlamina gelmektedir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

2.1.4 ideal Baglantilar

Maddesel noktalar sisteminin istenilen virtiiel bir yer degistirmesinde, biitiin tepki
(reaksiyon) kuvvetlerinin yaptiklari islerin toplaminin sifir oldugu baglantilara “ideal
baglantilar” denir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

Maddesel nokta sayis1 k olan bir sisteme tatbik edilen baglantilarin tepki kuvvetlerini Ry

ile gosterelim. Bu durumda baglantilarin yapmis oldugu toplam virtiiel is asagidaki gibi

olmaktadir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

i Ry 85 = 0 (18)

Sadece bir adet baglanti denklemi olan f(x,y,z) = 0 ve sadece bir adet maddesel nokta

icin (18) denklemi asagidaki gibi basitlesebilir.

el
=4
I

(e}

(19)

Ideal bir baglantinin tepki kuvveti olan R vektorii, keyfi yer degistirme vektdrii olan §7°ye
diktir ve denklemi f(x,y,z) =0 olan yiizeyin normali yoniinde yonelmektedir. Bu
vektorel yerlesim ideal baglantilarda maddesel noktanin siirtiinmesiz yiizey iizerinde
hareket ettigini gostermektedir. Bu sonu¢ maddesel noktanin bir dogru boyunca hareketi

esnasinda da ortaya ¢ikmaktadir.

Bu aciklamalar neticesinde, uygulamada en fazla kullanilan ve problemlerde en ¢ok

karsilasilan ti¢ ideal baglantiy1 asagida aciklanmaktadir.
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2.1.4.1 Sert Degismez Sistemlerin Baglantilar:

Bu tiir baglantilar sert (rijit), sekil degistirmeyen cisimlere uygulanmaktadir. Ornegin sekil
6’da iki maddesel noktanin birbiri ile sert, agirliksiz ve uzamayan bir g¢ubuk ile

baglanmustir.

Srs

Rijit Cubuk

Sra

Sekil 6. Rijit gubukla baglanan iki maddesel noktanin virtiiel hareketi (Eyvazov ve
Kuliyev, 2003).

Maddesel noktalara etki eden tepki kuvvetleri ¢ubugun dogrultusu boyunca yonlenir ve

Ry = —R, olur. Cubugun uzamamasi sartina gore de asagidaki baglanti denklemi elde
edilmektedir.
(th — fg) = AB, AB = sabit (20)

Bu baglant1 denkleminin diger bir varyasyonu asagidaki gibi elde edilebilmektedir.

(Ta — ). (614 — 8rp) =0 (21)

Burada (7, — 75) ve (67, — 675) vektorleri birbirlerine olmaktadir.

Bu sistemdeki noktalarin yapmis olduklar: virtiiel yer degistirmelerde tepki kuvvetlerinin

yapmis olduklar islerin toplami1 agsagidaki gibi yazilabilmektedir.

R 875 + Rp. 875 = Ry. 57 — Rp. 875 = Rp. (874 — 8775) = 0 (22)
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R, vektorii (7, — 75) vektorii ile bagdasmakta fakat 67, — 875 vektorii ile birbirlerine dik
olmaktadirlar. Bu da (22) denklemindeki sonuncu c¢arpimin sifira esit oldugunu

gostermektedir.

Yukaridaki agiklamalar bize rijit bir cismin i¢ baglantilarinin ideal baglantilar oldugunu ve
virtiiel iglerin toplaminin sifira esit oldugunu gostermektedir. Tabi ki bu sonug¢ herhangi bir
problemde tepki kuvvetlerinin virtiiel islerinin sifira esit olmadigini, bagka bir degisle,
tepki kuvvetlerinin de virtiiel yer degistirmelere maruz kalabilecegini gostermektedir.

Sunu da belirtmek gerekir ki, rijit bir cismin noktalarinin virtiiel yer degistirmelerinin, bu

noktalar1 birlestiren dogrultu tizerindeki izdiisiimleri birbirine esit olmaktadir (Eyvazov ve

Kuliyev, 2003). Bu durum asagidaki denklemle gosterebilmektedir.
STalap = OT5lxp (23)

BA = 7, — 75 Ve 87, — 87y vektorlerinin ortogonalligindan faydalanarak asagidaki esitligi

de yazabilmektedir.
5% — 85l =0 (24)
2.1.4.2 Mafsall Siirtiinmesiz Baglantilar

Sekil 7°de manivela kolu hareketsiz duran mafsalli bir noktaya baglanmistir.

Sekil 7. Mafsallit manivela kolu (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

Siirtiinmenin ihmal edildigi diisiiniildiigiinde R, tepki kuvvetinin virtiiel isi asagidaki gibi

olmaktadir.
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8A =Ry .6, (25)
Dikkat edilmesi gereken onemli husus sudur: O noktasi hareketsiz oldugundan virtiiel yer
degistirme olmamaktadir ve 87, = 0 olur. Neticede virtiiel yer degistirmenin sifira esit
oldugu bir durumda virtiiel is de beklenemez ve §A = 0 olmaktadir (Eyvazov ve Kuliyev,

2003).

Yukaridaki agiklamalar bize siirtinmesiz mafsallarin ideal baglantilar oldugunu

gostermektedir.

2.1.4.3 Siirtiinmesiz Yuvarlanmada Baglantilar

Sekil 8’de rijit sert bir ylizey tizerinde rijit bir cismin kaymadan yuvarlanmaktadir.

Sekil 8. Kaymadan yuvarlanan dairesel cisme etkiyen kuvvetler (Eyvazov ve Kuliyev,
2003).

Hem yiizey hem de cisim rijit oldugundan yuvarlanma siirtiinmesi sifira esit olmaktadir. P
noktasinin piiriizlii bir yiizeyde §7p virtiiel yer degistirmesi sifira esit olmaktadir. Buradan

da asagidaki sonucu elde edilmektedir.

8A =Rp.8fp =0 (26)
2.1.5 Virtiiel Yer Degistirme Prensibi

Maddesel noktalar sisteminin denge sartlarini géz 6niinde bulundurdugumuzda, bir sisteme
bileske bir kuvvet etki ettiginde ve bu etki neticesinde sistemin duragan halinin bozulmasi

s06z konusu oluyorsa, burada sistemin dengesinden s6z edilmemektedir. Eger bir sisteme

uygulanan biitiin kuvvetlerin yaptiklar iglerin toplamui sifir oluyorsa ancak o zaman bu
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sistem dengede Kkalabilmektedir. Bu, sistemin duragan halde oldugu anlamina
gelmemektedir, aksine sistem kuvvet etkisi altinda dengede kalarak diizgiin dogrusal bir

hareket de yapabilmektedir.

Maddesel noktalar sistemi hareket halinde de denge sartlarini saglayabildigine gore bu
hareketin baglangicinda “sistemin hizinin sifira esit olmas1” da diger bir denge sart1 olarak
karsimiza ¢ikmaktadir. Tabi burada anlatilanlara ilaveten, atalet kanununu da denge sarti

olarak g6z ardi etmememiz gerekmektedir.

Yukarida bahsedilen maddesel noktalar sisteminin denge sartlari ile ilgili agiklamalar sdyle
Ozetlenebilir: “Maddesel noktalar sisteminin dengede olmasi i¢in sistemin her bir noktasina
uygulanan kuvvetlerin yaptiklar1 islerin toplaminin ve bu noktalarin baslangi¢ hizlarinin

sifira esi olmasi, gerekli ve yeterli sart olmaktadir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).”

Bir maddesel noktalar sisteminin k adet noktadan olustugunda, bu noktalara uygulanan
aktif kuvvetleri Fy, baglantilardaki tepki kuvvetlerini de Rj, ve noktalarm baslangig
hizlarin1 da vy ile gosterilmektedir. Bu durumda denge sarti matematiksel olarak ifade

edilecek olursa asagidaki denklem elde edilmektedir.

Fk+Rc=0, =0 k=123,....n (27)

(27) denkleminde yer alan baglantilarin tepki kuvvetleri cogunlukla uygulamalarda aranan

¢Ozlimiin bulunmasini zorlastirmaktadir.

Yukarida yaptigimiz denge sartlari ile ilgili ¢ikarim aslinda 1788’de Lagrange tarafindan

“virtliel yer degistirme prensibi olarak™ olarak genellestirilmistir.
Lagrange’in teoremine gore “Maddesel noktalar sisteminin ve o sisteme uygun olan ideal,
stasiyoner ve holonom baglantilarin dengede olabilmesi i¢in, sistemin keyfi virtiiel yer

degismelerinde, sisteme ait tiim aktif kuvvetlerin ve tiim maddesel noktalarin baslangi¢

hizlarmin sifira esit olmasi gerekli ve yeterli sart olmaktadir (Ginsberg, 1988).”

YR (F.8f) =0 vy =0 k=1,23,.... n (28)
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Lagrange’in teoreminden yola ¢ikarak gerekli ve yeterli sartlar1 biraz agilmasi yerinde

olacaktir.

(28) denklemiyle bir sistemin denge sartlar1 6zetlenmektedir. Demek ki bir sistem dengede
kalabilmesi i¢in bu sartlart saglamalidir. Buradaki sisteme, sistemdeki nokta sayist kadar
yani n adet virtiiel yer degistirme, 877, 673, ...,0%,, verdiginde. (28) denklemindeki
denklemlerin her birini 87, ile ¢arpip toplayacak olursak asagidaki ifadeyi elde

edilmektedir.

Yk=1(F + Ry). 8 = 0 (29)
Ve ya

Yk=1(Fie 87 + ko1 Ry 853) = 0 (30)

Baglantilarin ideal oldugunu diisiindliglimiizden baglantilardaki tepki kuvvetleri is

yapmayacaktir. Bu durumda asagidaki sonug elde edilmektedir.

Yi=1(F. 8) = 0 (31)

Buradan, Lagrange’in virtiiel yer degistirme teoreminin saglanmasi i¢in baglantilardaki
tepki kuvvetlerinin toplam virtiiel islerinin sifira esit olmasinin “gerekli sart” oldugunun

sonucu acik¢a goriilebilmektedir.

Maddesel noktalar sisteminin dengede kalmasi, sistemin duragan olarak kalmasini zorunlu
kilmiyordu. Bu baglamda kinetik enerji teoreminden yararlanilabilmektedir. Virtiiel yer
degistirme teoremine gore tiim baglantilar stasiyonerdir. Bu nedenle herhangi bir dt
zamaninda ger¢ek yer degistirmeler, virtiiel yer degistirmeler ile bagdasacaktir (Eyvazov
ve Kuliyev, 2003).

Kinetik enerjinin degismesi hakkindaki teoreme gore bu yer degistirmelerde tiim aktif ve

tepki kuvvetlerinin yaptiklart igler pozitiftir. Bu da sistem duragan halden hareketli hale
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gectiginde pozitif enerjinin arttigin1 bize gostermektedir. Neticede asagidaki esitsizlikler

elde edilmektedir.

Yoy (Fic + Ryp). 8 > 0 (31)
Ve ya
Yi=1(F- 871) + X=1(Ri- 873) > 0 (32)

Virtiiel yer degistirme teoremine gore baglantilarin ideal oldugunu ve yukaridaki
esitsizlikte ikinci toplananin sifira esit oldugu bilinmektedir. Bu durumda asagidaki

esitsizligin elde edilmesi kaginilmazdir.

Yk=1(Fy. 81 > 0 (34)

(34) esitsizliginin (27) denklemindeki sartlarla uyumsuz olmasi, virtiiel yer degistirme
teoreminin saglanmasi igin Sistemin duragan ya da hareketli olmasi, gerekli sart degil

sadece “yeterli bir sart” oldugunu gostermektedir.

Virtiiel yer degistirme prensibi bir¢ok alandaki problemlere uygulandigi igin, bu prensibin

farkli alanlara uyarlanmasuyla ilgili baz1 genel tavsiyelerde bulunmak yerinde olacaktir:

1) Eger maddesel noktalar sisteminde ideal olmayan baglantilar varsa, boyle
baglantilarin tepki kuvvetlerini aktif kuvvetler gibi degerlendirmek yerinde
olacaktir.

2) Eger maddesel noktalar sistemindeki ideal bir baglantinin tepki kuvvetini
bulunmasi gerekirse, bu baglantiyr sistemden ¢ikarildigi hayal edilir ve tepki
kuvveti de aktif bir kuvvet gibi degerlendirilip ¢6ziime ulasilabilmektedir.

3) Bazi hallerde virtiiel 873, yer degistirmesi yerine &7y ile uyumlu olan bir virtiiel
hiz ifadesi 7" kullanilmasi gerekebilir. Neticede asagidaki gibi denklem elde

edilmektedir.

17



8 = Ko. V" (35)
v [(%)0 5%y + (%)O Sy + (%)0.&1{] —0 i=12 ..h (36)

(36) denkleminde &7, vektoriiniin izdisiimleri olan &x, 6yy, 6z, ifadeleri yerine 7;*
vektoriiniin iz disim ifadeleri olan Xy, vy, vy, ifadelerini koydugumuzda asagidaki

denklem elde edilmektedir.

of; - &f; . % &f; . x
i (8), e (22) o+ (82) o] = @)

Sonugta stasiyoner baglantili bir sistemin hareketi esnasinda ortaya ¢ikan gercek vy hiz

vektorl bu sistemin 7" virtiiel hiz vektori ile bagdasacaktir.
2.1.6 Genel Koordinatlar

Maddesel noktalar sisteminin n tane maddesel noktalardan olustugu diisiiniilsiin. Oxyz
koordinat sisteminde her bir Mk noktasinin konumunun xk, Yk, Zk koordinatlariyla
belirlenecektir. Ayni sekilde tiim noktalarin konumu da 3n tane Kartezyen koordinat ile
belirlenebilmektedir (Timoshenko, 1979).

f;(X1, Y1, Z1, -, X Yo Zn, ) = 0 (i=1,2,3,...,h) (38)
Bu durumda 3n tane Xk, Yk, Zk koordinatlar1 h tane baglantilar denklemini saglarsa, bu
koordinatlara “bagli olmayan koordinatlar” adi verilmektedir. Bu baglamda maddesel
noktalar sisteminin konumu belirleyen bagli olmayan koordinatlarin sayis1 asidaki gibi
bulunabilmektedir.

s=3n—h (39)
Sistemin konumunu belirlemek i¢in bagli olmayan 3n tane Kartezyen koordinatin s

tanesini sectigimizde ve kalan koordinat sayisin1 baglantilar denklemi sayist olarak

belirledigimizde bir takim zorluklarla karsilasilmaktadir. Bu nedenle s tane sistemin
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konumunu daha belirgin bir bi¢imde belirleyebilmek i¢in g4, q,, 3, ..., g5 parametrelerinin
tercih edilmesi amaca daha uygun olmaktadir. Bu parametrelere “genel koordinatlar” adi
verilmektedir. Genel koordinatlar aslinda mekanik bir sistemin uzaydaki konumunu

belirleyen en genel parametreler toplamidir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

Aslinda genel koordinatlar problemlerde kullanilmaktadir. Ornegin matematiksel bir
sarkacin diisey konumunu belirleyen g = ¢ agis1, bir noktas: sabit mutlak bir cismin
konumu belirlemek i¢in kullanilan ve Euler agilari olarak bilinen g, = @, g, =, g3 =0
acilar1 ve yass1 hareket yapan mutlak bir cismin hareketini tayin eden q; = x., g, = V.,
q; = ¢ parametreleri gibi... Bunlar haricinde genel koordinatlara Ornek olarak bir
dogrultunun pargalarini, bir yaym uzunlugunu, genel olarak acilari, alanlari, hizlart vs.

verilebilmektedir (Timoshenko, 1979).

Maddesel noktalar sisteminin  konumu bagli olmayan q,q;,q3,...,qs Qenel
koordinatlariyla belirlenebilmektedir. Bu sistemin konumu sisteme ait her bir noktanin

konum vektorii ile asagidaki gibi ifade edilmektedir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).

ik = ik (41,92,93, s ) (k=123,..,n) (40)

(40) denkleminde maddesel noktalar sistemindeki nokta adedini belirten n tane vektor,
asagida belirtildigi sekilde 3n tane sayisal degere esdeger olmaktadir (Eyvazov ve Kuliyev,
2003).

Xk = Xk(q1,92,93, -, qs, t)
vk = ¥x(41,92,93, -.,9st)  (k=1,23,..,n) (41)
Zx = 7Zk(q1,92,93, ., s, 1)

(41) denklemindeki degerler (38) denkleminde yerine koyulursa n tane vektoriin 3n tane

sayisal degere doniistiigii goriilecektir.

Eger maddesel bir sistem holonomikse ve bu sistemin konumunu belirleyen bagli olmayan
koordinatlarin sayisi s’ye esitse, bu sistemdeki virtiiel yer degisimini belirleyen bagl
olmayan koordinatlarin varyasyon sayisi ayni olacaktir. Maddesel noktalar sisteminin

konumunu belirleyen bagli olmayan koordinatlarin varyasyon sayisina “sistemin serbestlik
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derecesi” ad1 verilmektedir (Ginberg, 1988).

Mekanik bir sistemin hareketi, genel koordinatlarin zamana bagh degisimi kullanarak

asagidaki gibi gosterilebilmektedir.

qi1 = fl(t)i q: = fZ(t)’ o {qn = fn(t) (42)

(42) denklemiyle verilen siirekli fonksiyonlar genellesmis koordinatlarla belirlenen bir

hareketin kinematik denklemleridir.

Genel koordinatlarin zamana gore birinci dereceden tiirevine de “sistemin genellesmis

hizlar1” ad1 verilir ve asagidaki gibi gosterilir (Timoshenko, 1979).

. _dq1 . _dqz . _d(ln
ql_dt'qz_dt""’qn_dt (43)

Su da bir gercektir ki; genellesmis hizin birimi genellesmis koordinatlarin birimine
baglidir. Eger g-dogrusal bir degerse, g-dogrusal hiz, g- agis1 ise §-agisal hiz, g-alan ise g-

sektorel hiz adin1 almaktadir.
2.1.7 Genellesmis Kuvvetler

E,F_Z, F_3, ,El Seklindeki kuvvetlere maruz kalan ve n adet maddesel noktadan olusan
bir mekanik sistem gz oniine alindiginda, bu sistemin s serbestlik dercesine sahip oldugu
ve sistemin konumu q4, q5, g3, ---, @, genellesmis koordinatlariyla belirlenebilmektedir. Bu
mekanik sisteme bir virtiiel yer degistirme verildiginde, g; koordinat1 §q; artirimini almig
olmakta ve diger koordinatlarda herhangi bir degisiklik meydana gelmemektedir. Bu
baglamda sistemin noktalarinin her birinin konum koordinati olan 73, vektoriinde, sonsuz
kiigik bir &7 artinmi meydana gelecektir. Burada bahsedilen virtiiel yer degistirmeler
zamanin herhangi bir aninda meydana gelmektedir. Bu nedenle (67%), ifadesini asagidaki
gibi 6zel bir diferansiyel ifadeye donistiiriilebilmektedir (Eyvazov ve Kuliyev, 2003).
oT

(8fg), = a_ql-&h (44)
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Bu mekanik sistemin virtiiel yer degistirmelerini hesaplar ve §A ile gosterecek olursak

asagidaki esitlik elde edilmektedir.
8A = Fy. (8) + F,. (813) + -+ + Fp. (81,) (45)

(44) denklemindeki diferansiyel ifade (45) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki esitlik
elde edilmektedir.

5A=F_1.(2—E.5q1)+F_2.(%.5q1)+---+F_n.(§%.5q1) (46)

(46) denkleminde &q; ifadeleri ortak paranteze alinirsa asagidaki “virtiiel is” denklemi elde
edilmektedir.

=)

— (7 F 0 L
§A, = (F1'6q1' FF it 4 Py

Tn

q

)-5(]1 = Q1.8q, (47)

o))

=3

(47) denklemi tiim sistemin noktalarinin toplami i¢in yazilacak olursa asagidaki esitlik elde

edilmektedir.
n o 0n
Q= i=1 Fl'a_;l (48)

(48) denklemindeki Q,, g, koordinatli “genellesmis kuvvettir.”

Bu sistemdeki diger genel koordinatlar i¢in de virtiiel yer degistirmeler verildiginde (47) ve
(48) denklemlerindekine benzer virtiiel isler ve genellesmis kuvvetler elde
edilebilmektedir. Ornegin g, genel koordinat icinde virtiiel is ve genellesmis kuvvet

asagidaki esitliklerdeki gibi elde edilmektedir.

8A; = Q;.8q; (49)
n © Oh
Q =S, Fgt (50)
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Yukaridaki ¢ikarimlardan su sonuca varilmaktadir: Eger mekanik bir sistemin tiim genel
koordinatlarina virtiiel yer degistirmeler verebilirsek, sisteme uygulanan kuvvetlerin bu
virtiiel yer degistirmeler neticesinde yapmis olduklar1 toplam virtiiel is asagidaki gibi genel

bir sekilde verilebilmektedir.

X 8A; =Q4.6q; +Q3.86q; + -+ Qyu.8qy (51)

2.1.8 Genellesmis Koordinatlar Sisteminin Denge Denklemleri

Virtiiel yer degistirme teoremine gore, mekanik bir sitemin dengede olabilmesi i¢in sisteme
uygulanan tiim aktif kuvvetlerin virtiiel yer degistirmelerinin toplaminin sifira esit olmasi

gerekmektedir (Hibbeler, 2001).

Y 6A =0 (52)

Genellesmis koordinatlar kullanilarak (52) denklemi asagidaki sekle dontismektedir.

Q:.69; +Q2.6q; +Q3.6q5 + -+ Qs.895 =0 (53)

(53) denklemindeki &q4,8q,,8qs, ...,8qs degerleri birbirinden bagimsiz oldugu igin

denklemin saglanmasi i¢in genel kuvvet ifadelerinin sifira esit olmas1 gerekmektedir.

Q1:01 QZZO' Q3:O'"" QSZO (54)

Buradan su anlasiliyor ki; ideal, stasiyoner, holonom ve tutan baglardan olusan mekanik
sitemlerin dengede olabilmesi i¢in, o sisteme ait genellesmis kuvvetlerinin sifira esit

olmas gerekli ve yeterli sarttir.

2.2 Analitik Dinamik

Bir oOnceki bolimde hareket etmeyen sistemlerin 6zellikle c¢oziilemeyen statik
problemlerinin nasil ¢oziimlenebilecegine agiklik getirmeye calistik. Burada da tutan, ideal
ve holonom baglantilarla sinirlanan ve n tane maddesel noktadan olusan mekanik bir

sistemin hareketi incelenecektir.
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2.2.1 Dinamigin Genel Denklemi

Serbestlestirme prensibine gore biitiin baglantilardaki kuvvetler F, ve R, ile gosterilsin. F,
ve R, ile gosterilen bu kuvvetler, bilinen bir M; noktasmin sirasiyla aktif ve reaktif
kuvvetlerini simgelemektedir. Neticede Newton’un 2. Kanununu bu M; igin asagidaki gibi
yazilmaktadir (Tarq, 1975).

m;.a, = F, + R, i=123..,n (55)
(55) denklemi asagidaki sekilde de yazilabilmektedir.

F,—my.a,+R, =0 i=123,..,n (56)
Sistemin hareket zamani bir an i¢in durduruldugunda ve siteme &7; virtiiel yer degistirmesi
verildiginde (56) denkleminin tiim terimlerini &7; vektori ile skaler olarak ¢arpilip,
sistemin tiim noktalar1 i¢in bu ¢arpimlar toplanirsa asagidaki esitlik elde edilecektir (Targ,
1975).

n(F,—m;.a).6%G+ Y, R.65=0 i=123..,n (57)

Ideal baglantilarda tepki kuvvetleri sifira esit oldugu icin (57) denklemi asagidaki sekle

doniismektedir.
nL(F,—m;.a).8F =0 i=123,..,n (58)
(58) denklemi “Dinamigin Genel Denklemi” olarak isimlendirilmektedir.

Eger bir sistemin baglantilar1 stasiyoner ise dinamigin genel denklemi, virtiiel yer

degistirme prensibini ve “D’alembert Prensibini” temsil edebilmektedir (Pala, 2007).
Dinamigin genel denklemi analitik olarak asagidaki sekilde yazilabilmektedir.

YR8+ XL, FY.8T =0 i=123,..,n (59)
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(59) denkleminde yer alan F;” ifadesi, —m;.a@, = F” olarak eylemsizlik (atalet) kuvvetini
temsil etmektedir. Ayrica (59) denklemini Kartezyen koordinat eksenlerindeki izdiistimleri

ile yazacak olursak asagidaki esitlik elde edilecektir.
L (Fi F)8x; + Yic1(Fiy. Fie;’)SYi + Y (Fi. F)8z;=0 i=123,..,n (60)
2.2.2 Lagrange’n 2. Tiir Denklemi

Serbest olmayan maddesel noktanin diferansiyel denklemi asagidaki gibi yazilabilmektedir
(Targ, 1975).

d?x of
m 53 =Fy + A5 (61)

(61) denklemine “Lagrange’n 1. Tir Denklemi” adi verilmektedir. Burada

A “Lagrange Carpanidir” ve asagidaki gibi gosterilmektedir (Pala, 2007).
A=N (62)

(62) denklemindeki N maddesel nokta sayisi, Vf (Gradf; Gradyan Fonksiyonu) ise
asagidaki gibi ifade edilmektedir.

ofr\? | [of\% | [of)\?
vi= \/ & +G) +E) (63)
Genellesmis koordinatlar1 q4, g4, g3, ..., g, Olarak belirtilen ve s serbestlik derecesine sahip

olan mekanik bir sistemi disiindiiglimiizde, bu sisteme etki eden aktif ve reaktif

kuvvetlerin yaptiklarin virtiiel islerin toplam1 agagidaki gibi olacaktir (Targ, 1975).

Y 8A; =Qq.6q; +Qz.8q; +Q3.893 + -+ Qg_1.895-1 + Qs.06qs (64)

Yukarida bahsedilen sistemde atalet(eylemsizlik) kuvvetlerinin genellesmis koordinatlara

gore yapmis olduklart virtiiel isleri asagidaki gibi gosterebiliriz.
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x SA?t = Q?t- 8q; + Q%t- 8q, + Qgt- 8qz + - + 2t—1- 8gs—1 + Q3t. 895 (65)

(65) denkleminde Q%, Q%% Q% ...,Q% genellesmis atalet kuvvetleridir ve her bir

genellesmis kuvvet asagidaki gibi gosterilmektedir (Targ, 1975).
at _ y pat 00 at _ y pat 0N at _ y gat 0
=XF @ =IO L Q= R (66)

(66) denklemindeki degerleri dinamigin genel denkleminde yerlerine yazildiginda

asagidaki sonug elde edilecektir.
Y 8A; + Y 8AT =0 (67)
(67) denklemini daha agik bir sekilde asagidaki gibi yazilmaktadir.

(Q: +Q39.8q1 + (Q2 +Q3).8q, + -+ (Qs + Q3H.8qs =0 (68)

(68) denkleminde yer alan 8qq,8q5, 693, ...,0q Kkatsayilari birbirine bagli olmamasi
nedeniyle, (68) denkleminin saglanmasi i¢in asagidaki sartin yerine getirilmesi

gerekmektedir.

Q;+Q%=0,Q,+Q3=0,..00.o.... , Qs+ Q3 =0 (69)

(65) ve (67) denklemleri sayesinde dinamik problemlerinin ¢6ziimii daha basit hale
gelebilmektedir. Dinamik problemlerinin ¢oziimiinii daha basit hale getirebilmek igin

genellesmis atalet kuvvetlerini sistemin kinetik enerjisi ile ifade edebiliriz (Targ, 1975).
Atalet kuvveti, farkl bir ifade seklinin ilavesiyle, asagidaki gibi olacaktir.

— _ av;

F'= —m,;.3, = —mi.d—‘i (70)
(66) esitligindeki genellesmis kuvvet ifadesine (70) ifadesi dahil edildiginde asagidaki

esitlik elde edilecektir.
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dv, of
" dt "aq,

Q' =3¥m (71)

@t_ genellesmis kuvvetini sistemin kinetik enerjisiyle ifade etmek i¢in (71) denkleminin

sag tarafina v, hizin1 dahil edersek asagidaki esitlik elde edilecektir.

av, on _ d (o R _ o d (o5

Ela_ql - dt (Vl. a‘h) Vl. dt (a(h) (72)
(72) esitligini kontrol etmek igin en sagdaki ifadenin diferansiyeli alinmalidir. Yani bu
ifadenin zaman gore tam diferansiyelini ve g; genellesmis koordinata gore kismi

diferansiyeli alinmalidir. Bu durumda yer degistirme kanunu g6z Oniinde

bulunduruldugunda asagidaki esitlik elde edilecektir (Pala, 2007).

o) =5 (&) = 7, 73

7; konum vektdriiniin g, genel koordinatina gore kismi tiirevi ise asagidaki gibi bulanabilir.

d(Ar, dr; _ _
55 i 25 it = i 20—y (22) 2 28 _ 2% (74)
0q, Aqq % A(dd%) Aqq dq: 94y

(74) esitliginde elde edilen sonug (72) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde
edilecektir.

dv; v d (_ oV, _ (07, d /1 ov? 1 9v?
4% 0% _ 4 (g 00) g (9n) 41 oy 1 o (75)
dt 6q1 dt 6q1 6q1 dt \2 6q1 2 6q1

Bu durumda genellesmis atalet kuvveti asagidaki gibi yazilmaktadr.
_gat = 4[ 0 (ymivi)] _ 0 (ymivi) _ d 9T\ _oT
1 7 gt 6(1'1'(2 2 )] 4q1 (Z 2 )_ dt (aq'l) 4q1 (76)

(76) denkleminde T=Z% Ifadesi i-nolu maddesel noktasinin kinetik enerjisini

gostermektedir. (76) esitliginde elde edilen sonucu, sistemin tiim noktalarinin genellesmis

kuvvetleri cinsinden yazildiginda asagidaki sonug elde edilecektir.
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I
Q
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Q
E
I
o
iy

04 09
d (6T) aT
dt \og,/ aq, ~ <%’
d /0T aT
e
dt \dqs dqs

09s-1 09s—1
d (0T oT
2(3q) 50— & 7

(77) esitligi maddesel noktalar sistemini olusturan tiim noktalarin hareketinin genellesmis
koordinatlarla ifade edilen diferansiyel denklemidir ve “Lagrange’in 2. Tiir Denklemi”

admni1 almaktadir (Tarq, 1975).

Eger sisteme etki eden kuvvetler potansiyelli kuvvetler ise bu kuvvetler asagidaki gibi

gosterilmektedir.

an .
Q = ~ g (G=123,..,s) (78)
(78) esitligine uygun olarak Lagrange’in 2. Tiir denklemi asagidaki gibi yazilmaktadir.

d (0T aT on ..
a(()_q]) = e (1=123,..,9) (79)

Lagrange  fonksiyonuna L =T-—1II  esitligi  dahil  edilecek  olursa  ve

(%T = 0 oldugu kabul edilirse asagidaki esitlik elde edilecektir (Tarq, 1975).

)

d [aL aL .

a(a—q) - 6_q] =0 (] = 1,2,3, ...,S) (80)

(80) esitligine “Lagrange’n 2. Tiir Potansiyelli Kuvvetler i¢in Denklemi” ad1 verilmektedir
(Tarq, 1975).
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2.2.3 Lagrange’m 2. Tiir Denklemini Yazmak icin Gerekli Basamaklar

Lagrange’in 2. Tir denklemlerini uygulamaya gecirebilmek igin asagidaki adimlarin

oncelikle dikkate alinmasi gerekmektedir (Tarq, 1975):

1) Serbest cisim diyagraminda tiim aktif kuvvetlerin (verilen kuvvetler, reaktif
kuvvetler, siirtinme kuvvetleri vs.) gosterilmesi gerekmektedir. Ideal
baglantilardaki tepki kuvvetlerinin gosterilmesine gerek yoktur.

2) Sistemin serbestlik derecesi, genellesmis koordinatlarla, belirlenmelidir.

3) Sistemin kinetik enerjisi, genellesmis koordinatlarla, genellesmis hizlar da
dahil edilerek belirlenmelidir.

4) Eger biitin kuvvetler potansiyelli ise sistemin potansiyel enerjisi de
belirlenmelidir.

5) Sistemin genellesmis kuvvetleri belirlenmelidir.

6) Tim bu yapilmas: gerckenler dikkate alinarak Lagrange denklemi

¢Oziilmelidir.

224 Lagrange’mm 2. Tiir Denklemlerinin Ideal Olmayan ve Tutamayan

Baglantilara Uygulanmasinin Ozellikleri

Lagrange yontemi mekanik sistemlerin ¢oziimlenmesinde ¢ok elverisli bir yontem olmast
ile birlikte baz1 onemli 6zellikler de icermektedir. Lagrange denklemleri ideal, tutan ve
holonomik sistemler i¢in elde edilmistir. Bu da su anlama gelmektedir: Lagrange
denklemleri ideal olmayan ve tutamayan sistemler i¢in kullanilamamaktadir. Lagrange
denklemleri tutan, ideal baglantili sistemleri ¢oziimlemeye yeterli olsa da, tutamayan ve
ideal olmayan baglantilar i¢in bagli olmayan genellesmis koordinatlar i¢in yazilan
denklemler yeterli olmamaktadir. Bu baglamda Lagrange denklemlerinin uygulanabildigi

baglanti tiirleri asagidaki sekilde lige ayrilmaktadir (Targ, 1975).

1) ideal ve tutan baglantilar: Ornegin sekil 9°da goriilen sistemdeki cubugun uglarinda
stirtinmesiz hareket eden pistonlar baglanmistir. Bu pistonlar ¢ubugun uglarini x ve y
eksenleri dogrultusunda tutarlar. Bu tiir baglantilar idealdir ve tepki kuvvetleri ihmal

edilirler. Bu nedenle sekil iizerinde tepki kuvvetleri gosterilmemistir.

28



y/
m

——
O///////. IE. E

Sekil 9. Ideal ve tutan baglantilara 6rnek bir mekanizma (Tarq, 1975).

2) ideal ve tutamayan baglantilar: Sekil 10°daki cubugun uglar1 ise eksenler boyunca
stirtinmesiz kaymaktadir. Dolayisiyla cubuk eksenlere bir kuvvet uygulayacak ve

neticede tepki kuvvetleri ortaya ¢ikacaktir (Tarq, 1975).

D‘b—‘<

A <

O\\ NN

Sekil 10. Ideal ve tutamayan baglantilara 6rnek bir mekanizma (Tarq, 1975).

3) Ideal olmayan ve tutan baglantilar: Sekil 11°deki sistem ideal olmayan baglant: icerdigi
icin A pistonunda siirtinme bulunmaktadir ve siirtiinme kuvveti Fa ile gosterilmistir.
Sistemin sadeligi adina B pistonundaki siirtiinme ihmal edilebilir. Sistem tutan baglanti
icermesi ¢ubugun uclarinin, goriindiigii gibi, pistonlarla eksenlere baglanmasini ifade

etmektedir (Targ, 1975).

Sekil 11. ideal olmayan tutan baglantilara 6rnek bir mekanizma (Targ, 1975).
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BOLUM 3

MATERYAL VE YONTEM

3.1 Materyal

Bu ¢alismada, Mekanik bilimine ait bir alt baslik olan Analitik Mekanik kapsamindaki
Lagrange Mekanigi yontemlerinin Vektorel Mekanik ile ¢oziilebilen ya da ¢oziilemeyen

sistemlere uygulanabilecegi, farkli maddesel sistemler iizerinde gosterilmistir.

Bu baglamda Analitik Mekanik ile ilgili yazilmis farkli kitaplardan maddesel sistemler

secilmis ve o secilen sistemler lizerinden tezin amaci uygulamaya koyulmustur.

3.2 Yontem

Bu calismanin amaci dogrultusunda Analitik Mekanik ile ilgili kitaplardan secilen
maddesel sistemlerin bilinmeyenleri hem Vektorel Mekanik yontemleriyle hem de
Lagrange Mekanigi yontemleriyle, herhangi bir bilgisayar programi kullanilmadan,

belirlenmistir.
Vektorel Mekanik ve Lagrange Mekanigi yontemleri ile elde edilen ¢6ziimler

karsilastirilmis ve c¢oziimler arasindaki benzerlikler ortaya konarak calismanin amacina

ulasildig1 gosterilmistir.
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BOLUM 4

BULGULAR

4.1 Analitik Statik Tle lgili Uygulamalar

Bu boéliimde ‘“Analitik Statik” boliimiinde agiklanan teorinin, problemler {iizerinde

uygulamaya nasil gegirildigine aciklik getirilecektir.

4.4.1 Uygulama 1

Bir ucu mafsalla A pistonuna bagli olan ve uzunlugu 2¢ olan homojen AB ¢ubugu yatay
pozisyonda hareket etmektedir. Cubugun B ucu ise dikey yonlendirici kizak iizerinde
yukar1t asagi hareket etmektedir. Sekil 12’deki c¢ubugun, hareketini smirlandiran
baglantilart (iletisimleri) denklemi asagidaki gibi olacaktir (Butenin vd., 1985).

D 111/ e

Yo

X g A
Sekil 12. Bir ucu pistonlu rijit gubuk (Butenin vd., 1985).

77777 X

Yatay konumda bulunan A cisminin hareketi {i¢ parametre ile ifade edilmektedir. Bunlar:
X¢, Yg, @ dir. Yonlendiriciler bu hareketi sinirlandirmaktadir. Cubugun herhangi bir
durumu i¢in asagidaki esitlik ve esitsizlik saglanmalidir.

yg = £.sin@ (81)

xg2 + yg2 > 2 (82)
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Cubuk B yonlendiricisinde bulundugunda ise asagidaki esitlik saglanmalidir.

Xg% +yg? = £? (83)
Eger cubugun B ucu yonlendiriciden harekete gecerse asagidaki esitsizlik gegerli olacaktir.
Xg2 +yg? > 2 (84)
Bu problemdeki baglardan biri tutan digeri ise tutamayan tiirdendir.

4.4.2 Uygulama 2

Buz tizerinde kayan birinin temsili Sekil 13 ile gosterilmistir.

<

]

I
X
Xc

Sekil 13. Buz iizerinde kayan bir adamin temsili (Butenin vd., 1985).

Buz iizerinde kayan birinin pateni ile buz arasinda bir temas noktas1 bulunmaktadir. Bu
temas noktas1 Sekil 10°da C noktas: ile gosterilmektedir. C noktasinin hizi tanjant iizere
yonelmekte ve patenin konumu x., y. ve ¢ degiskenleri ile ifade edilmektedir. Bu patenin

kaymama sart1 agagidaki gibi gosterilmektedir (Butenin vd., 1985).

Ve ya
Xc.Sin@ — y..cosp =0 (86)
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(86) denklemini daha agik bir bi¢imde asagidaki gibi olacaktir.

dxc . dyc _
¢ -Sing ——=.cosg = 0 (87)

(87) denkleminin tiim terimlerini dt ile garpacak olursak asagidaki esitlik elde edilecektir.
dx.sing — dy.cos¢@ = 0 (88)
(88) denkleminin integrali alinamamaktadir. Burada denklem koordinat ve onlarin
tirevlerinden olustugundan bunlar integrali alinamayan diferansiyellerdir ve matematiksel
olarak sadece yukaridaki denklemlerle ifade edilebilmektedir.

4.4.3 Uygulama 3

Sekil 14’deki kiire x1-y1 diizlemiyle P noktasinda temas halinde iken kaymadan
yuvarlanmaktadir. Kiirenin hareketiyle ilgili tiim sartlar1 asagidaki gibi olacaktir (Butenin
vd., 1985).

Oncelikle kiirenin O merkezi asagidaki sart1 saglamasi gerekmektedir.

z1 2R (89)

Y1

Z
X1
Sekil 14. Kaymadan yuvarlanan kiire (Butenin vd., 1985).
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Burada R kiirenin yarigapi, z1 ise hareketsiz Oxi1yi1z: koordinat sistemine gore “applikat
ekseni” olarak isimlendirilmektedir ve kiirenin baglantisi tutamayan stasiyoner baglantilara

Ornektir.

Kiirenin Sekil 14’teki gibi kaymadan yuvarlandig diistiniildiigiinde kiirenin herhangi bir

noktasinin hiz1 asagidaki gibi olacaktir.
V=V, +® XD (90)

(90) denkleminde, 7, kiirenin O merkezinin hizi, @ kiire {izerindeki herhangi bir noktanin

acisal hiz, p ise kiire iizerindeki herhangi bir noktanin géreceli konum vektoriidiir.

Kiirenin x1-y1 diizlemiyle temasta oldugu P noktasinin hiz1 ise sifir olmaktadir.(vp = 0) Bu

durumda (90) denklemi P noktasi i¢in asagidaki gibi olmaktadir.
Vo +®Xpp=0 (91)

(91) denkleminin her iki tarafini, Oteleme hareketi yapan X,y,z koordinat eksenleri

tizerindeki izdiistimlerine gore diizenlenirse agsagidaki denklem sistemi elde edilmektedir.

Vox T WyZp — w,yp = 0
Voy + W Xp — wyzZp = 0 (92)
Voz T Wyyp — WyXp = 0

P noktasi esas alindiginda Sekil 11°e gore vy = X4, Voy = ¥1, Vo = 0,yp = 0, xp = 0,

zp = —R olmaktadir.

Euler’in kinematik denklemlerinden faydalanarak agisal hizin izdiisiimleri asagidaki gibi

olacaktir.

wy = . sinb.sing + 6. cos
wy = . sind. cosg — 6. sing (93)
w, = Jicosd + ¢
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(93) denkleminde, ¥ spin (donme) agis1, ¢ presesyon agisi ve 8 ise niitasyon agisidir. (93)
denklemindeki acisal hizin izdiistimlerini (92) denkleminde yerlerine yazacak olursak

asagidaki esitlikleri elde ederiz.

%; — R({. sin®. cos¢ — 8.sing) = 0
1 — R({. sin@.sing + 6. cose) = 0 (94)
0=0

(94) denklem sistemindeki esitlikleri dt ile ¢carpacak olursak asagidaki denklem sistemini

elde ederiz.

dx, — R(dy. sinb. cosgp — db.sing) = 0
dy, — R(dy. sin®. sing + d6. cos@) = 0

(95)
(95) denklem sistemindeki esitliklerin integrali alinamamaktadir. Kiirede kayma olmadig
icin de kiirenin ylizey ile baglantis1 (95) denklem sistemindeki iki esitlik ile ifade
edilmektedir. Bu tiir baglara daha 6nce de belirtildigi gibi “holonom olmayan baglantilar”

denir.
4.4.4 Uygulama 4

Bu uygulamada Sekil 15.a’daki Oxy diizlemine yerlestirilen matematiksel sarkacin

hareketi incelenmistir (Ercan, 2014).

a) Y -\

Y
X

Sekil 15. Matematiksel sarkag (2) ve virtiiel yer degisimi (b) (Butenin vd., 1985).
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Sekil 15.a’da goriilen matematiksel sarka¢ ¢ uzunlugunda bir ip ve Mo maddesel

noktasindan olugsmaktadir. Burada baglantilar denklemi asagidaki gibi olmaktadir.

x? +y? = ¢£%, £ = Sabit (96)

(96) Denklemiyle ile verilen baglant1 basit, stasiyoner ve holonomik bir baglant1 tiiriine

Ornektir.

Diizlemsel hareket meydana geldigi i¢in ylizeyin denklemi, baglantilar denklemi ile ifade
edilebilir. Bu denklem sayesinde sarkacin ucundaki maddesel noktanin yoriinge denklemi

elde edilmektedir.

Sekil 15.b’de goruldiigii Mo noktast saat yoniiniin tersi yoniinde ¢ yarigapl bir ¢ember
tizerinde ve ¢emberin tegeti boyunca 67 virtiiel yer degistirmesine maruz kalmaktadir.
Gergekte ise sarkag ipinin d¥ kadar uzadig diistintildiiglinde gergek yer degistirme de dr
olacaktir. Bu gergek, Sekil 15.b’deki yer degisim vektori, virtiiel yer degisim vektorlerinin

biriyle, yani ya saat yoniindeki ya da tersi yondeki vektorle, bagdasacaktir.

Sekil 15°teki matematiksel sarka¢ ipinin  uzunlugunun zamanla degistigini

diistindiigiiniizde ise baglantilar denklemi asagidaki gibi olmaktadir.

x2 +y? = £2(t) (97)

(97) ile gosterilen baglanti, stasiyoner olmayan holonom baglantidir. Sekil 15.b’de
gosterilen Mo noktasinin yoriingesini gosteren kesikli ¢izgi t zamani ile belirlenmistir. §7
virtliel yer degistirmesi de kesikli ¢izgiyle gdsterilen dairesel yoriingeye tegettir. Sarkacin
gercek yer degistirmesinde ipin uzunlugu da degisecegi igin Mo noktasinin yoriingesi, dr

vektoriiniin teget oldugu tam ¢izgidir.

4.4.5 Uygulama 5

Sekil 16°da goriilen iki dairesel ylizeyin kesisme noktasinda bir M noktasi bulunmaktadir.

Burada M noktasi iki baglant1 denklemiyle ifade edilmektedir.
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fi(x,y,2) =0

f,(x,y,2) =0 (98)

Sekil 16. Dairesel yiizeylerin kesisme noktasindaki virtiiel yer degistirme (Butenin vd.,
1985).

M noktasinin 67 virtiiel yer degistirmesini belirleyecek olursak, 8+ vektori asagidaki iki

kosulu saglamas1 gerekmektedir.

grad f;.6r =10
gradf,.6r =0

(99)
(99) numara ile gosterilen esitliklere gore, 8 vektori iki dairesel yiizeyin kesigimindeki
iki tegetsel ¢izgide yer alacaktir. Birbiriyle ¢akisan tegetsel cizgideki vektorler de biriyle

cakisacak, f1 =0 ve f, =0 sart1 saglanacak ve 67 yer degistirmeleri birbirini yok edecektir.
4.4.6 Uygulama 6

Sekil 17°de O noktasinda mafsalla baglanmis bir manivela goriilmektedir. Bu manivelaya

verilen virtiiel bir yer degistirme hareketi asagidaki gibi incelenecektir (Butenin vd., 1985).

Manivelaya O merkezli olmak iizere ve saat yoniinde bir virtliel doniis hareketi yaptirilsin.
Bu durumda keyfi olarak segilen M noktast OM yarigapli bir ¢cember {izerinde hareket
edecektir. M noktasinin 87y, virtiiel yer degistirme vektorii OM yaricapli dairesel
yoriingenin tegeti dogrultusunda yonelecektir. M noktasinin O noktasina goére yerini tayin
eden konum vektdrii 7, = OM ise &7y vektdriine diktir.(7y, L 67y) Bu durum bize
manivelanin tiim noktalarinin virtiiel yer degistirmelerinin manivelaya dik oldugunu ve bu

yer degistirme vektdrlerinin modiillerinin keyfi se¢ilemeyecegini gostermektedir.
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Sekil 17. Mafsalli manivelanin virtiiel yer degisimi (Butenin vd., 1985).

Bagli olmayan virtiiel yer degistirmeyi 67, olarak kabul edilirse, Sekil 17°deki N
noktasinin virtiiel yer degistirmesini 67yolarak gosterilebilir. Bu durumda N noktasi i¢in

asagidaki esitlik yazilacaktir.

'y = — w .I';m (100)

Virtiiel yer degistirmeleri goz Oniine alindiginda (100) denklemi asagidaki sekli

almaktadir.
= ON _
SrN = — w . SFM (101)

Sekil 17°deki manivelanin tiim maddesel noktalar1 diisiiniildiigiinde sisteme h tane
stasiyoner olmayan holonomik tutan baglanti uygulanmaktadir ve baglantilar denklemi

asagidaki olmaktadir.

fi(X1, V1, Z1) o » X Yy Zn) = 0 i=123..,h (102)

Bu sistemin tiim maddesel noktalarina bilinen bir t aninda virtiiel yer degistirmeler

verildiginde, bu yer degistirmeler 673,875, ..., 01yile gosterilmektedir. Bu virtiiel yer

degistirmeler ile asagidaki esitlik saglanmalidir.
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Z[(2L) ot (&) ovt (2L) om =0 1=123,.h (103)

(103) esitliginde &xy, 8y, 6z vektorleri, 87, vektorinin iz distimleridir. (103)
denklemine goére M noktasinin 3 boyutlu uzaydaki konumunun tayini, izdiistiimleri
X1,V1,Z1, «» X0 Yoo Zn  Olan 7 konum vektorii ile belirlenebilir. Buru durumda (103)

denkleminin sol tarafi agagidaki skaler ¢arpim seklinde de yazilmaktadir.
(grad f),.6r =0 i=123..,h (104)

(104) denklemindeki (grad f;), , bilinen bir t zamaninda Mo noktasindan gegen yiizeyin

normali {izere yonelmis vektordiir.
4.4.7 Uygulama 7

Sekil 18°deki cark kolu siirgii kolu mekanizmasinda pistona P kuvveti etki etmektedir.
Mekanizmanin AO kolu krank milini temsil etmekte ve £ uzunlugu ile gosterilirken, AB
kolu ise biyel kolunu temsil etmekte ve £ uzunlugu ile gosterilmektedir. AO kolu ile yatay
diizlem arasindaki ag1 « ile gosterilirken, AB kolu ile yatay diizlem arasindaki aci1 ise £ ile
gosterilmistir. Sirtlinmenin ve piston, krank ve biyelin agirliklarimin ihmal edildigi bu

mekanizmada M ile gosterilen moment asagidaki gibi tespit edilmistir (Butenin vd., 1985).

[T
o
o

Sekil 18. Krank-biyel-piston mekanizmasinin temsili (Butenin vd., 1985).

Sekil 18’e gore OB uzunlugu asagidaki esitlikle ifade edilecektir.

|OB| = #.cosa + L. cosf (105)

Vektorel Mekanik’te kullanilan siniis teoremine gore asagidaki gibi bir esitlik yazilacaktir.
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sinf __ Siﬂ . _ f .
— =5 © sinf = ~-sina (106)

Ayrica OB uzunlugu da asagidaki gibi tekrar yazilabilmektedir.
|OB| =r = f.cosa + £L.V1 — a?%.sina a="%/L (107)

(107) denkleminin virtiiel yer degistirmeye gore varyasyonunu yazacak olursan asagidaki

esitlik elde edilecektir.

. cosa
or = — (f sina + L. m) .0a (108)

(108) denkleminde eksi isareti, « agisinin artarken r uzunlugunun azaldiginm

gostermektedir.
Virtiiel yer degistirme prensibine gore asagidaki esitlik yazilmistir.
8Ap, +6Ay =0 (109)

(109) esitligindeki 54, ve 54, ifadeleri P kuvvetinin virtiiel yer degistirmesinde yapmus

olduklar islerdir ve asagidaki denklemlerle gosterilmektedirler.

§Ay = —M. Sa (110)
8Ap = P.|5F| = P.£.sina (1 +a—).8a (111)

(110) ve (111) esitliklerini (109) denkleminde yerlerine yazilirsa asagidaki denklem elde
edilmektedir.

cosa

[P £.sina. (1 + a.m

)—M].Sa:O (112)

da # 0 oldugu i¢in (112) esitliginin saglanabilmesi i¢in esitligin diger carpanini sifira

esitlememiz gerekmektedir. Bu durumda asagidaki denklemlerle M elde edilmektedir.
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. a.cosa _
P.#.sina. (1 + m) -M=0 (113)

M = P.¢.sina. (1 + =) (114)

4.4.8 Uygulama 8

Sekil 19°da ABCD noktalarindan baglanmig dort baglantili bir mekanizma goriilmektedir.
Mekanizmanimn B ve C mafsallarma P ve Q kuvvetleri etki etmekte olup bu kuvvetler AB
ve CD kollarina diktirler. P kuvvetinin biliniyor oldugu ve gubuk agirliklarinin da ihmal
edildiginde, bu sistemin dengede olabilmesi igin, Q kuvveti asagidaki gibi belirlenmistir

(Bakioglu ve Kadiroglu, 1999).

A
Sekil 19. Dort baglantili mekanizma (Butenin vd., 1985).

Q kuvvetini belirleyebilmek igin virtiiel isler prensibinden yararlanilabilir. Bunun igin
sisteme virtiiel bir yer degistirme verildigi diisiiniiliirse, AB kolu A noktasi etrafinda, CD
kolu ise D noktas1 etrafinda doniis yapacaktir. B ve C noktalarinin virtiiel yer
degistirmeleri sekil 19°da drp ve 81 ile gosterilmistir. Virtliel yer degistirme vektorleri
olan 8 ve 8r¢ sirastyla AB ve CD kollarma diktirler. Netice olarak P ve Q kuvvetlerinin

virtiiel isler denklemi asagidaki gibi yazilabilmektedir.

8Ap + 8Aq = P.|875| — Q.|87¢| = 0 (115)
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Sekil 19°daki mekanizmaya dikkat edildiginde, (115) denkleminin, BC kolunun iki ug
noktasi i¢in yazilmis oldugu goriilebilir. Virtiiel isler teoremine gore mutlak bir cismin iki
noktasiin virtiiel yer degistirmelerinin o cisim lizerindeki iz diistimlerinin birbirine esit
oldugu bilinmektedir (Bakioglu, 2006). Buna gore BC kolunun B ve C noktalarinda virtiiel
yer degistirmeler i¢in asagidaki esitlik yazilmaktadir.

O0rg = Orc.cos 30° (116)
Bu durumda (115) denklemi asagidaki hali almaktadir.

P.8rc.cos 30°—Q.8rc =0 (117)

(117) denklemi &1 parantezine alinarak diizenlenecek olursa asagidaki denklem elde

edilmektedir.

6rc.(P.cos30°—Q) =0 (118)

Virtiiel yer degistirme, 87¢, sifir olamayacag i¢in (117) esitliginin sol tarafindaki diger

carpan sifira esitlenerek asagidaki denklem elde edilmektedir.

P.cos30°—Q =0 (118)

(118) esitligi diizenlenecek olursa Q kuvveti P Kkuvveti cinsinden asagidaki gibi

belirlenmistir.

Q=P.0,866 (119)
4.4.9 Uygulama 9

Sekil 20.a’da AE konsol kirisine ait bir yiikleme durumu verilmistir. Bu kirise dikey

dogrultuda 16kN’luk bir P kuvveti, 4kN/m’lik bir q yay1l1 yiikii ve 6kN.m’lik bir M kuvvet

cifti etkimektedir. Etkiyen kuvvetler ve mesnetler arasindaki mesafeler sekil 20.a’da
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belirtildigine gore, bu konsol kirisi destekleyen mesnetlerdeki tepki kuvvetleri asagidaki

gibi tespit edilmistir (Butenin vd., 1985).

P q
Fibgulli
A o
D | B O s [
“im T m T m YT im YT Im T
P Q- Qs
M l
A
) I B B

Sekil 20. Konsol bir kirise ait yilkleme durumu (a) ve dis kuvvetler (b) (Butenin vd., 1985).

Sekil 20.a’da goriilen q yayil yiikii, sekil 20.b’de goriildigii tizere Q1 ve Q2 kuvvetlerine

dontistiiriilmiis ve bu Q1 ve Q2 kuvvetleri asagidaki esitlikler ile belirlenmistir.

Q, =2.q=24=8kN (120)

Q,=1.q=2.4=4kN (121)

AE konsol kirisinde Sekil 20°de goriildiigli tizere A, B ve C olmak {lizere li¢ adet mesnet

bulunmaktadir. Sekil 21.e’de goriildiigii tizere bu i mesnedin R4, Rp ve R, olmak {izere

tic adet tepki kuvveti bulunmaktadir.

R kuvvetini belirleyebilmek icin AE konsolunun DE kismina, D noktasi etrafinda bir
virtiiel 6teleme hareketi verilmistir (Sekil 21.c). Bu durumda C mafsalinda da bir 6teleme
meydana gelecek ve bu virtiiel 6teleme &7 ile gosterilecektir. Virtiiel yer degistirme

prensibine gore Sekil 21.c durumu igin virtiiel is denklemi agagidaki gibi olacaktir.

Q,.8fc — R¢. 8¢ = 0 (122)
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P Q2 Qs

Rc
Q1

P Q1

Ora 1 |U ra

Re Rc

Sekil 21. AE konsol kirisine ait birinci virtiiel hareket (¢), ikinci virtiiel hareket (d) ve
tigtincii virtiiel hareket (e)

(122) denklemini iz diisimle ifade edildiginde asagidaki hali alacaktir.

Ql' SFC — Rc. SFC =0 (123)
(123) denklemi &7, parantezine alinip diizenlenecek olursa asagidaki hali alacaktir.

Src. (Q1 - Rc) =0 (124)
Or¢ # 0 oldugu i¢in Q; = R = 8kN olacaktir.

Rp tepki kuvvetini belirleyebilmek i¢cin AE konsolunu B mesnedinden kurtarilmasi
gerekmektedir. Bunun i¢in de B mesnedi virtiiel bir hareket yapacaktir. Sekil 21.d’de
gortldiigli gibi AE konsolunun DE kismi C mesnedi etrafinda doniis yapmakta ve AE

konsolunun AC kismi ise A mesnedi etrafinda doniis hareketi yapmaktadir. Bu durumda

virtiiel is denklemi asagidaki gibi olmaktadir.
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P.6; — Rp. 8 + Q5.8 + M.8¢@ = 0 (125)

Ve ya

P.6r; — Rg.0rg + Q,.86r, + M.8p =0 (126)

Burada 6¢ AD kirisinin A ekseni etrafinda donme agisidir. (126) denklemindeki virtiiel
yer degistirmeler d¢ virtiiel agis1 ile asagidaki gibi ifade edilmektedir.

or; = 1.6
8rg = 2.8¢ (127)
51"2 = 2,5-6([)

(126) denkleminde virtiiel yer degistirmeleri d¢ cinsinden degerleri ile yazacak ve daha

sonra denklemi §¢ parantezine alacak okursak asagidaki esitlik elde edilmektedir.

(P—2.Rg+25.Q, + M).8¢p = 0 (128)

(128) denkleminde 8¢ # 0 olacag i¢in parantez i¢indeki carpani diizenleyip Rp’yi yalniz
birakilirsa asagidaki esitlik elde edilmektedir.

R, = P+2,5.Q,+M (129)

2

(129) esitliginden Rg = 16kN bulunmaktadir.

Sekil 21.e’deki R4 tepki kuvvetini bulabilmek i¢cin AE konsol kirisine dikey dogrultuda
yukar1 yonde bir virtiiel hareket verilmistir.

Biitiin kuvvetlerin etki noktalarindaki virtiiel hareket esit ve ayn1 yonlii olmak {izere 67,
olmaktadir. Bu durumda biitiin mesnetler serbest kalmakta ve asagidaki gibi bir virtiiel is

denklemi elde edilmektedir.

(RA + RB + RC - Ql - Q2 - P) 8rA =0 (130)

45



orp # 0 ve R, haricindeki tiim kuvvetlerin degerleri bilindigi icin R, = 4kN

bulunmaktadir.

4.4.10 Uygulama 10

Sekil 22’da farkli yiiklere maruz birakilmis ve bir ucu ankastre mesnet, bir ucu ise
hareketli mesnetle baglanmis olan bir ¢erceve goriilmektedir. Bu ¢er¢evenin
mesnetlerindeki reaksiyon kuvvetleri virtiiel yer degistirme prensibi yardimiyla asagidaki
gibi belirlenmistir (P1=10kN, gq=5kN/m, P>=80kN, M=200kN.m) (Eyvazov ve Musayev,
2009).

Q
| PE__ P2”
YYYYTY Y Y Y l:o;J
= Py Y !
e 4m 4m
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N ™
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Sekil 22. Farkl1 yiiklemelere sahip mesnetlenmis ¢ergeve (Eyvazov ve Musayev, 2009).

A mesnedi ankastre mesnet oldugu i¢in bu mesnette M, ile gosterilen reaktif momenti ve
Ryx Ve Ry, ile gosterilen yatay ve dikey tepki kuvvetleri olusmaktadir. B mesnedi ise
hareketli mesnet oldugu i¢in sadece dikey dogrultuda Rp tepki kuvveti olugsmaktadir.
Gorildigi gibi bulunmasi gereken dort adet bilinmeyen vardir. Bunun i¢in ¢ergeveye dort

adet virtiiel hareket verilmesi gerekmektedir.

Oncelikle M, - reaktif momentini bulabilmek icin ¢erceveyi, doniis hareketini engelleyen

ankastre baglantidan kurtarilmasi ve onun Yyerine sabit mesnet yerlestirilmesi
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gerekmektedir. Ardindan ger¢eve AC ve CB olarak iki ayr1 parga gibi diisiiniilmesi ve AC
parcasina A mafsali etrafinda doniis hareketi yapabilecek sekilde bir virtiiel hareket
verilmesi gerekmektedir. AC parcasi saat yoniiniin tersi yonde §¢ acis1 kadar bir virtiiel

doniis yapacaktir. Bu durumda ¢ergevenin CB pargasi ise yassi hareket yapacaktir.

Sekil 23. M, - Reaktif momentini igin virtiiel hareket.

Sekil 23°te 0, ile gosterilen nokta ani donme merkezidir. Bu virtiiel harekette iic adet
virtiiel yer degistirme s6z konusudur, bunlar: 6¢, ¢, ve d§s’dir. §¢,; ve &s yer
degistirmelerini 6¢ cinsinden ifade edilmesi ¢oziimii kolaylagtiracaktir. Sekil 19’daki

olgtilere gore §¢, Ve ds, d¢ cinsinden asagidaki gibi elde edilecektir.

8s = |AC|.8¢ = 4v2.8¢ (131)
_ lac] _ 2 _
0@, = m.&p = 0,5.6¢ (132)

M, - reaktif momentini i¢in verilen virtiiel harekette cerceveye etki eden kuvvetlerin

yaptiklari is i¢in asagidaki denklem yazilacaktir.
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Mu.8¢@ —3.P. 8¢ — 6.Q.8¢p;, — 8.P,.c0s60°. 8¢, — 2.P,.c0s30°.6¢, + M.8¢p, =0 (133)
(133) denkleminde 8¢ agisi yerine, (132) esitliginde bulunan deger yazildiginda (133)
denklemini bir bilinmeyenli denklem haline gelecektir. Ardindan denklem ¢ parantezine
almip diger carpan sifira esitlendiginde M, - reaktif momentini asagidaki gibi
bulunmaktadir.

My =3.P, +3.Q + 2.P, + 0,866.P, — 0,5.M = 219,28 kN.m (134)

R, tepki kuvvetinin bulunabilmesi i¢in A mesnedi yatay dogrultuda calisan bir piston gibi

kabul edilecek ve tiim sisteme &s 6teleme hareketi verilecektir (Sekil 24).

¢, I =lqo

— Y

Pl : _:

A T l

Rax A 0s MATIN
- A _| _.._d:_
TR Iés

Sekil 24. Ry, — tepki kuvveti i¢in virtiiel hareket.

Bu durumda gerceveye etki eden kuvvetlerin yaptiklar virtiiel islerin denklemi asagidaki

gibi olmaktadir.

O0Ag = 0 = Rpy.0s + P;.8s + P,.c0s60°.6s = 0 (135)

(135) denklemini &s parantezine alip diger ¢arpan sifira esitlendiginde R,, asagidaki elde
edilmektedir.

8s.(Rax.+P, +P,.05) =0 — Rpy=—-P,—P,.05 - Ru, = —50kN (136)
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Ry, tepki kuvvetinin bulunabilmesi igin A mesnedi diisey dogrultuda ¢alisan bir piston gibi
kabul edilecektir. Cergevenin AC pargast yukart yonde &s Otelemesini yaparken,
cergevenin CB parcast O, ile gosterilen ani donme merkezi etrafinda ¢ donme agisini

olusturacaktir (Sekil 25).

P,"
sty TV ~—f£-_1 40
i SO\_P ]
]
A%#" )
681 II
]
/
~ 4B

:
Ly

Sekil 25. R4y, — tepki kuvveti igin virtiiel hareket.

Bu durumda ¢erceveye etki eden kuvvetlerin yaptiklar virtiiel islerin denklemi, tiim virtiiel

hareketler §¢ ile ifade edilerek, asagidaki gibi olmaktadir.
8Ax =0 - 8.Rpy. 69 — 6.Q.6¢ — 2.P,.c0s30°. 8¢ + M.6¢p =0 (137)

(137) denklemi 8¢ parantezine almip diizenlenecek olursa Ry, asagidaki gibi elde

edilmektedir.
5¢.(8.Ray —6.Q —1,732.P, + M) =0 (138)
Rpy = 22212228 o Ry, =7,32kN (139)

Ry tepki kuvvetini bulabilmek i¢in ¢ergevenin CB pargast C noktasi etrafinda d¢ kadar

doniis yapacak ve B noktas1 ds kadar otelenecektir.
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Sekil 26. Ry — tepki kuvveti i¢in virtiiel hareket.

Bu durumda gergeveye etki eden kuvvetlerin yaptiklari virtiiel islerin denklemi, tiim virtiiel

hareketler §¢ ile ifade edilerek, asagidaki gibi olmaktadir.

0Ar =0 - 8.Rg.6¢p —2.Q.6¢ — 6.P,.c0s30°.86¢p —M.8¢p =0 (140)

(140) denklemi §¢ parantezine alinip diizenlenirse Ry asagidaki gibi elde edilmektedir.

5¢.(8.Rg —2.Q —5,196.P, — M) = 0 (141)

_ 2.Q+5,196.P,+M

Rp .

Rp = 81,96 kN (142)

4.4.11 Uygulama 11

Sekil 27°de matematiksel bir sarka¢ goriilmektedir. Bu sarkacin serbestlik derecesi birdir,
yani s=1’dir. Sarkacin durumu bir tane g-genellesmis koordinatla belirlenebilir. Burada
Genellesmis koordinatlar ¢, s ve A’dir. ¢ sarka¢ kolunun x ekseniyle yaptigi aci, s
sarkacin u¢ noktasi olan M ile N noktasi arasindaki yayin uzunlugu, A ise sekil 27’de taral
olarak gosterilen sektdrel alandir. Goriildigi gibi M noktasinin konumu x apsisi ile

belirlenmesi asagidaki gibi gosterilmistir (Butenin vd., 1985).
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Sekil 27. Bir serbestlik dereceli matematiksel sarka¢ (Butenin vd., 1985).

Genellesmis koordinat olarak sadece ¢ agis1 kabul edilir ve matematiksel sarkaca §¢ kadar
acisal virtliel bir yer degistirme verilirse, M noktasinin konumu, kartezyen koordinatlarla

ve vektorel formda asagidaki gibi ifade edilmektedir.

x = {.cos@, y = £.sin@ (143)
F = () (144)
4.4.12 Uygulama 12

Sekil 28 ‘te goriilen matematiksel sarkacin ise iki serbestlik derecesi vardir, yani s=2’dir.
Genellesmis koordinat olarak qi ve gz kabul edilmelidir. Ciinkii sarkacin A noktasina kadar
olan bolimiiniin konumu ¢ agis1 ile sarkacin AB pargasinin konumu ise ¥ agisi ile

degismektedir. Bu durumda q, = ¢, q, = ¥ yazilmalidir (Butenin vd., 1985).

L -y
O

Sekil 28. iki serbestlik dereceli matematiksel sarkag (Butenin vd., 1985).
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@ ve P acilar1 birbirine bagl degildir. Ornegin 1 acis1 sabit olsa da ¢ acis1 degisken
olabilir. Bu sisteme 8¢ ve 6y kadar agisal virtiiel yer degistirmeler verildiginde A ve B
noktalarinin konumunu, kartezyen koordinatlara gore ve vektorel olarak genellesmis

koordinatlar kullanilarak asagidaki gibi olmaktadir.

Xp = £1.€C08Q4, Xg = £1.€c08@Q + £5.cos(@ + V) (145)
Ta =Ta(@), 1B =rg(0 V) (146)
4.4.13 Uygulama 13

Sekil 29’da goriilen mekanizmada OC c¢ark kolu, R yarigaplt 1 disli carkinin agirlik
merkezinden gegen eksen etrafinda donmekte ve c¢ark kolunun C ucuna tam agirlik

merkezinden mesnetlenmis olan II giines disli ¢arkini (planet disli) I disli ¢arki etrafinda

dondiirmektedir (Butenin vd., 1985).

Sekil 29. Yatay diizlemde bir ¢ark kolu disli mekanizmasi (Butenin vd., 1985).

Bu mekanizmada OC ¢ark kolunun O ucuna M, momenti etki etmekte ve C ucuna ise
stirtinme kuvvetleri tarafindan M; momenti etki ettirilmektedir. Sistem yatay diizlemde

caligmaktadir yani disli ¢arklarin agirlik kuvvetleri sayfa diizlemine dik dogrultudadir.
Bu mekanizmanin hareketi cark koluna bagli oldugu i¢in mekanizma bir serbestlik

derecesine sahiptir. Cark kolunun konumunun degisimi de ¢ agisina bagl oldugu igin

genellesmis koordinat olarak ¢ acis1 kabul edilmektedir.
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Bu mekanizmaya d¢ virtiiel yer degisimi verilerek, sisteme etkiyen kuvvetlerin yaptiklari

isler asagidaki virtiiel is denklemiyle hesaplanmaktadir.

2 6A = 8A, + 8Ay, + 8Ay, (147)
(147) denklemindeki 64, disli carklarin agirliklarmin yaptig virtiiel istir ve sifira esittir.
Ciinkii mekanizma yatay diizlemde hareket etmektedir ve disli carklarin agirlik

kuvvetlerinin uygulandigi noktalar ile yer degisimler birbirlerine diktir. (147) denkleminde

8 Ay, cark kolunun O ucuna uygulanan momentin yaptig1 virtiiel ise ve § A4y, ise siirtiinme
kuvvetlerinden dogan momentin yapmis oldugu virtiiel ise karsihk gelmektedir. §4,, ve

8 Ay, asagidaki esitliklerle ifade edilmektedir.

8Am, = Mp.8¢ 8¢ — cark kolunu agisal virtiiel yer degisimi (148)
8Am, = —M. 8¢, 8¢, — glines dislisinin nisbi agisal virtiiel yer degisimi (149)
& ve ¢, arasinda bir bagint1 kurulacak olursa asagidaki esitlik elde edilmektedir.

8¢y ==.8¢ (150)

(148), (149) ve (150) esitliklerini (147) denkleminde yerlerine yazip diizenleme yapilacak
olursa asagidaki esitlik elde edilmektedir.

Y 8A = (Mb - MS.%) .8 (151)

(151) esitligi ¢ark kolu disli mekanizmasinin toplam virtiiel is denklemidir. Bu esitligin sag
tarafindaki parantezin bize sistemin ¢ genellesmis koordinatina gére genellesmis kuvvetini

vermektedir ve asagidaki gibi gosterilmektedir.

R
Qp = Mp — M.~ (152)

53



4.4.14 Uygulama 14

Sekil 30°da Iki serbestlik dereceli bir matematiksel sarka¢ goriilmektedir. Bu sarkag,
uzunluklar1 ¢, ve £, olan ve sirasiyla |OM,| ve |[M;M,| olarak adlandirilan iki adet koldan
olugsmaktadir. |OM; | kolunun kiitlesi m;, |M; M, | kolunun kiitlesi ise m, ile verilmektedir.
|OM;| kolu O noktasi etrafinda donebildigi ve konumu ¢, a¢isinin degisimine bagh
oldugu i¢in, |[M;M,| kolu ise M1 noktasi etrafinda donebildigi ve konumu ¢, agisinin
degisimine bagli oldugu i¢in sekil 30°deki matematiksel sarkag iki serbestlik derecesine
sahiptir. Genelles koordinat olarak q; = ¢, ve q, = ¢, kabul edilmektedir. Bu sistemin
genellesmis kuvvetini iki farkli yontemle asagidaki gibi belirlenmektedir. (Butenin vd.,
1985).

Sekil 30. Yiiklemeli matematiksel sarka¢ (Butenin vd., 1985).

1. Yontem: Sekil 30°da goriildiigii gibi matematiksel sarkag M1 noktasinda P;, Mo
noktasinda P, kuvvetleriyle yiiklenmistir. Oncelikle P; ve P, kuvvetlerinin koordinat

eksenleri lizerine gelen izdiisiimlerini asagidaki gibi belirlenmektedir.

Plx =1m;.§, PZX =m;.g (153)
PlZ = O, PZZ =0 (155)
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Goriildiigii gibi sadece x-koordinatinin iz diisiimleri bulunmaktadir. M1 ve M2 noktalarinin

konum koordinatlari ise asagidaki esitliklerle gore belirlenebilmektedir.

X1 = £1.€08Q4, X, = £1.c0s@ + £,.Cc05¢, (156)
y1 = £1.sin@q, y, = #4.sin@, + ;. sing, (157)
Zl = 0, ZZ = 0 (158)

Genellesmis kuvvetleri belirleyebilmek igin sisteme bir virtiiel hareket verilmesi
gerekmektedir. Sekil 31°de gortildiigii gibi matematiksel sarkag i¢in 6ncelikle, |OM, | kolu
dp,, |[M{M,| kolu &¢, acgisal hareket yapacak sekilde, bir virtiiel yer degistirme

verilecektir.

Sekil 31. Yiiklemeli matematiksel sarkag i¢in birinci virtiiel hareket.

Sekil 31°deki virtiiel hareket neticesinde sistemin genellesmis kuvvetleri, P1 ve P>

kuvvetlerinin iz disiimleriyle asagidaki gibi belirlenmektedir.
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Q2 = P gt + Py 32+ Py 228 4 Py 22 4 By 92 4 Py 02 (160)

(159) ve (160) esitlikleri diizenlenecek olursa, Q; ve Q, genellesmis kuvvetleri daha sade

bir bicimde asagidaki gibi elde edilebilir.
Q; = —(my; + m,).g.¢;.sing, (161)
Q, = —m,.g.¥,.sing, (162)

2. Yontem: Sekil 32°da goriildiigii gibi matematiksel sarkag i¢in, |OM; | kolu sabit tutulup,
|M; M, | kolu 8¢, agisal hareket yapacak sekilde, bir virtiiel yer degistirme verilecektir.

Sekil 32. Yiiklemeli matematiksel sarkag i¢in ikinci virtiiel hareket.

Ikinci virtiiel harekette ¢, acis1 degismedigi ve sadece ¢, acis1 degistigi icin 8¢, = 0 iken
8¢, # 0 olacaktir. Bu durumda P; kuvveti is yapmayacak sadece P, kuvveti is yapacaktir.
P, kuvvetinin yaptigi 84, isini hesaplayabilmek icin sisteme etki eden kuvvetlerin M

noktasi etrafindaki momentlerini iceren asagidaki esitlik yazilmaktadir.

0A, = —m,.g.£,.sin@,. 8@, (163)
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(163) esitligine gore Q, genellesmis kuvveti asagidaki gibi olmaktadir.

Q, = —my,.g.¢,.sing, (164)

Q; genellesmis kuvvetini hesaplayabilmek i¢in sisteme {iglincli bir virtiiel hareket
verildiginde |OM, | kolu 8¢, virtiiel hareketini yaparken , |M;M,| kolu sabit kalacaktir.
Yani bu tigiincii durumda §¢; # 0 iken §¢, = 0 olacaktir.

X
Sekil 33. Yiiklemeli matematiksel sarkag i¢in {i¢iincii virtiiel hareket.

Sisteme etkiyen kuvvetlerin O noktas1 etrafinda yaptiklart momentleri igeren virtiiel is

denklemi asagidaki gibi olur ve neticede Q, genellesmis kuvveti de belirlenmis olmaktadir.
0A; = —m;.g.¢;.sin@;. 8@, — m,.g. ¢;.sin@;. 8@, (165)
Q; = —(my; + m;) .g.¢;.sinp, (166)
4.4.15 Uygulama 15

Sekil 34’te goriilen piiriizsiiz egik diizlemde P; ve P, yiikleri tatbik edilmis A ve B
cisimleri, ayn1 eksenli yerlestirilmis olan P yiikii tatbik edilmis C bloku, sabit I, II makarasi

ve serbest III makarasiyla uzamayan kablolar araciligiyla dengede tutulmaktadir. Egik

diizel agilar1 olan @ ve B’nin belli oldugu diisiiniildiigiinde, siirtiinmenin, blok, makara ve
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kablo agirliklarinin ihmal edilmesi durumunda P; ve P, yiikleri asagidaki gibi
belirlenmektedir (Butenin vd., 1985).

LIl
/]
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Sekil 34. Piiriizsiiz egik diizlem makara blok diizenegi (Butenin vd., 1985).

Uzamayan kablo Holonom stasiyoner bir baglanti olusturdugundan denklemi asagidaki

gibi yazilmaktadir.

X +X,+2.X3=a (167)
Piiriizsiiz egik diizlemdeki A ve B bloklarinin konumu x; ve x, uzunluklarinin degisimine
bagl oldugu igin sistemin iki serbestlik derecesi vardir. Genellesmis koordinatlar olarak da
X1 Ve x, uzunluklar1 kabul edilebilir. Bu nedenle (167) esitliginin varyasyonu ve
diizenlenmis hali asagidaki iki esitlikle verilmistir.

0x; + 6X, + 2.6x3 =0 (168)
Ox3 = —1/2.(8x, + 6%5) (169)
A, B ve C bloklarma dry, 6rg ve Orc virtliel yer degistirmeleri verildiginde sistem

iizerindeki P, P, ve P, yiiklerinin yapmis olduklar1 isler asagidaki iki farkli esitlikle

belirlenmektedir.
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P,.8rp +P,.8rg + P.8rc = 0 (170)
P,.|8ra|.sina + P, . |8rp|. sin — P.|8rc| = 0 (171)
(171) esitligindeki bazi ifadeler agagidaki gibi doniisiime ugramaktadir.

|8ra| = 8x;, |Org| = 8x,, |Orc| = 8x3 = —1/2. (8% + 8xy) (172)
(171) esitligi (172) esitligindeki doniisiimler sayesinde asagidaki gibi diizenlenmektedir.
(Pl. sina — g) .0xq + (P2 .sinf3 — g) 0%, =0 (173)

ox; #0 ve 6x, #0 oldugu igin (173) esitliginde parantez igindeki ifadeler bize

genellesmis kuvvetleri vermektedir.
Q; =Pp.sina— =0 (174)
Q; =P, .sinp—-=0 (175)

(174) ve (175) esitliklerinden P; ve P, kuvvetleri asagidaki gibi bulanabilir.

P1 = 2.sina (176)
P
Pz - 2.sinf (177)

4.4.16 Uygulama 16

Sekil 35’de uzamayan esnek iple K makarasina bagli my ve m; kiitleli, M1 ve M2 bloklar1
baglanmistir. Bloklarin, makaranin ve ipin kiitlelerinin ve sistemdeki siirtiinmenin ihmal
edildigi diistiniildiigiinde, bloklarin hareket denklemini ve iplerde meydana gelen ¢ekme
kuvvetleri asagidaki gibi tespit edilmektedir (Butenin vd., 1985).
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= OX2 X T
—m1 a —m1 a T2
Mz ]
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Sekil 35. Makara blok diizenegi (Butenin vd., 1985).

Sekil 35’te goriildiigii lizere sistem iki kisma ayrilmis ve iplerde meydana gelen tepki
kuvvetleri T; ve T, olarak, ayrica bloklarin agirlik kuvvetleri bloklar iizerinde
gosterilmistir. Bu yeni durumda sistem Oteleme hareketi yapan iki ayr1 noktadan
olusmaktadir. M1 ve M bloklarina 6x; ve &x, olarak virtiiel hareket verilerek iki

diferansiyel denklem yazilarak istenilenler bulunmaktadir.

Oncelikle ikiye ayrilan sistemin iki ayr1 noktasi igin iki ayr1 hareket denklemi asagidaki

gibi yazilmaktadir.
d2
1- a2 = mlg - Tl (178)
d2
m,. T);Z = ng - TZ (179)

M1 ve M2 bloklarinin hareket yonleri birbirinin tersi oldugu i¢in ivmeleri de ters isaretli

olmaktadir ve asagidaki esitlik olugsmaktadir.

d?x, _ d?x,

dez ~ de2

(180)

M1 ve Mz bloklar1 ayni ip lizerinde yer aldiklar1 i¢in bloklar: tutan iplerdeki tepki kuvvetleri
icin agagidaki esitlik olusmaktadir.
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(180) ve (181) esitliklerine gore hareket denklemleri asagidaki hali almaktadir.

dZ X1

my.— = m;g — T (182)
d2
—mz.?);l =myg—T (183)

(182) ve (183) denklemlerinde iki bilinmeyen oldugu i¢in ¢oziilebilir durumdadirlar.
Uygun matematiksel denklem ¢6zme yontemi kullanildiginda hareket denklemi ve ipteki

tepki kuvveti i¢in asagidaki sonuglara ulagilmaktadir.

d2X1 _ mq—m;

dt2 ~ m;+m, -8 (184)
_ mq.myp

T= irms 8 (185)

4.4.17 Uygulama 17

Sekil 36’de goriildiigii tizere, uglarinda A ve B pistonlar1 bulunan, ¢ uzunluklu, ince,
homojen bir ¢ubuk, agirlik kuvvetinin etkisinde OD ve OE eksenleri boyunca kaymaktadir.
Pistonlarin kiitleleri ve sistemdeki siirtiinmenin ihmal edildigi diisiiniilerek, ¢ubugun
hareketinin diferansiyel denklemi ve agisal hiz1 asagida gibi belirlenmektedir (Butenin vd.,
1985).

Sekil 36. Piston ¢ubuk diizenegi (Butenin vd., 1985).
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Sekil 36 incelendiginde ¢ubugun hareketi sadece ¢ agisina baglidir. Bu nedenle sistemin

serbestlik derecesi birdir.( n=1) Dolayisiyla genellesmis koordinat da ¢ olacaktir. (g = ¢)

Cubugun kinetik enerjisi ise asagidaki esitlikle belirlenmektedir.

2 i 2
T = m.vg + lg.w (186)
2 2

(186) esitligindeki ifadeler asagidaki gibi agiklanabilir:

1) T- Cubugun kinetik enerjisi
2) m- Cubugun kiitlesi
3) v;- Cubugun kiitle merkezinin hizi

4) ;- Cubugun hareket yiizeyine dik olan ve G agirlik merkezinden gegen eksene

m.£2
12

gore atalet momenti. I =

5) w- Cubugun agisal hizi. w = ¢

Cubugun kiitle merkezinin hizinin hesaplanabilmesi i¢in G noktasinin koordinatlar

asagidaki esitliklerle belirlenmektedir.

Xg = 1; £.sing (187)
Vo = 1;.{’. CoSQ (188)

(187) ve (188) esitliklerinin zamana gore tirevi alindiginda asagidaki esitlikler elde

edilmektedir.
Xg = % L. Q. cos@ (189)
Yo = =.£.¢.sing (190)
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X; Ve Yy, cubugun kiitle merkezinin hizinin iz diistimlerini gostermektedir. v;- Cubugun
kiitle merkezinin hizinin izdiistimleri de tespit edildigine gore (189) ve (190) esitliklerini
de kullanarak v, asagidaki esitlikle elde edilmektedir.

(Ve)? = (xe)? + (¥g)? = =& (191)

4
Bulunan ifadeler (186) esitligindeki kinetik enerji denkleminde yerlerine yazilirsa

asagidaki esitlik elde edilmektedir.

2,2 2.2
T = 2t +m.£’ K =m.1,” W (192)

8 24 6

Sekil 36’daki sistemin genellesmis kuvvetinin hesaplanabilmesi i¢in sistemin potansiyel

enerjisi agagida gibi olacaktir.

m.g.£.cos¢
2

M= (193)

Cubuk tamamen yatay pozisyonda oldugu anda ise potansiyel enerji asagida gibi sifira esit

olacaktir.
Sistemin genellesmis koordinatina uygun olarak genellesmis kuvvet ise asagidaki gibidir.

oI m.g.£.sing

Q=-5,="72 (195)

Lagrange denkleminin en genel hali de asagidaki gibidir.

daT _ oT _

%50 99 Q (196)

Kinetik enerji ifadesinin agisal hiza gore kismi tiirevi ve bunun zamana gore tiirevi ise

asagida gibi olmaktadir.
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T _ mt2.¢

ap 3 (197)
i) a5 =g (158

Kinetik enerji ¢ agisina bagli olmadig i¢in, bu durumda asagidaki esitlik gegerli olacaktir.

oT
e=0 (199)

(199) esitligine gore (198) esitligi asagida gibi diizenlenebilmektedir.

m+2.¢ _ mgesing (200)

3 2

Cubuga ait acisal ivme ise agsagida gibi bulunmaktadir.
p=¢e= 3—g.sincp (201)

Genellesmis agisal hizin bulunabilmesi igin (201) esitliginin her iki tarafi d¢ ile garpilirsa

asagidaki esitlik elde edilmektedir.

$.de = z—j.sincp. de (202)

(202) esitligi diizenlenecek olursa asagidaki esitlik elde edilmektedir.

.. dg .o p? 3
(p.dcpzd—(f.dcpch.dcpzd(%)=—2—§.dcoscp (203)

(203) esitliginde koyu renkle gosterilen kismin her iki tarafinin integrali alindiginda
asagidaki esitlikler elde edilmektedir.

fa(£) = J -2 deose (204)
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¢* = —3.%. cos@ + C (205)

Integral sabiti C, cubugun hareketinin baslangi¢ sartlarindan bulabilmektedir. Cubuk
harekete duragan halden basladigi icin ¢ = ¢, ve ¢ =0 olur. Bu durumda C sabiti
asagidaki gibi elde edilmektedir.

38 (206)

- £.cos@g

Bulunan C sabiti (205) esitliginde yerine yazilirsa agisal hiz asagidaki esitlikle

bulunmaktadir.
¢* = %. (cos@y — cosg) (207)

4.4.18 Uygulama 18

Sekil 37°de II numaral disk seklindeki cisim bir gezegeni temsil etmekte ve kiitlesi m2’dir.
II numarali gezegen OC ¢ark kolu ile I numarali cisme baghdir. II numarali gezegen hem
kendi merkezi (C noktasi) etrafinda donebilmekte hem de OC ¢ark kolu araciligiyla O
merkezi etrafinda donebilmektedir. OC gark kolunun kiitlesi ise m1’dir. My ile gosterilen
moment “burucu momenttir” ve asagidaki formiil ile ifade edilmektedir (Butenin vd.,

1985).
My, = My —k.w (208)
(208) formiiliindeki M, ve k pozitif sabitlerdir, w ise ¢ark kolunun agisal hizidir. Sekil

37’deki Ms siirtiinme momentidir ve sabit kabul edilecektir. Bu sistemde OC ¢ark kolunun

acisal hizinin, w, degisim kanunu asagidaki gibi belirlenmektedir (Butenin vd., 1985).
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Sekil 37. Gezegen cark kolu mekanizmasi (Butenin vd., 1985).

Sekil 37°de de goriildiigii iizere sistemin hareketi ¢ark kolunun hareketine baghdir. Cark
kolunun hareketi de ¢ agisinin degisimine bagli oldugu igin sistemin bir serbestlik derecesi
vardir ve genellesmis koordinat olarak ¢ agis1 kabul edilebilir. Bu sistemin kinetik enerjisi

asagidaki esitliklerle belirlenmektedir.

T=T,+T, (209)
T, = B (210)
I, = 2.my. (r + R)? (211)
w = i—‘f =@ (212)

(211) ve (212) esitliklerine gore T; asagidaki gibi diizenlenmektedir.

T, = =. (% m,. (r + R)? (213)

6

II numarali disk seklindeki gezegen yassi1 hareket yaptigindan kinetik enerjisi asagidaki

gibi olmaktadir.

1 1
T2 =E.m2.V(2: +EIC(DIZI (214)
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(214) esitliginde v, gezegenin kiitle merkezinin hizi, I gezegenin agirlik merkezinden
gecen eksene gore atalet momenti, w,; ise gezegenin agisal hizidir. (214) esitligi, esitlikteki

ifadeler asagidaki gibi agilimlariyla verilerek tekrar diizenlenmistir.

Ve = (r + R).(DH = (I‘ + R)(.p (215)
1 2
I =5.my.r (216)
o = = (217)
1 . 1 R+1)? |
T, =E.m2.(r+R)2.cp2+Z.m2.r2.%.(p2 (218)
T, = 2.m,. (r + R)2 ¢? (219)
Bu durumda (209) esitligi tekrar yazilacak olursa asagidaki hali almaktadir.
1 .
T = Tl + TZ = E Igetir- (pz (220)

Iy

gibidir.

etir 156 (214) ve (219) esitliklerinden gelen terimlerin bir kisaltmasidir ve asagidaki

3
lgetir = (3.m1 +2.m,). (r + R)? (221)

Uygulama 13’te yer alan (152) esitligine gore sistemin genellesmis kuvveti mevcut

¢Oziime uyarlanmasi asagidaki gibidir.
R R R .
Qq,sz—Ms.;:(MO—K.oo)— Ms.— =My —Ms.— -k ¢ (222)

Lagrange’in 2. tiir denklemi mevut uygulamaya uyarlanirsa asagidaki esitlikler

yazilmaktadir.
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d oT aT

a-£—£=Q¢> (223)
7 = loetir- & (224)
R (225)
j—; =0 (226)

(223)-(226) aras1 esitlikleri kullanarak (222) esitligi tekrar diizenlenecek olursa asagidaki
esitlik elde edilmektedir.

. R .
Igetir- @ = Mg — MS.; — K (227)

(227) esitligi bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemin ¢6ziimii My sabit degerine gore

coziimlendiginde acgisal hiz degeri asagidaki gibi olmaktadir.

L
¢=w= i (Mo - Msé )(1 — egetir > (228)

t-zaman ifadesi sonsuza yaklastiginda asagidaki esitlik elde edilmektedir.

<1 _ e) —1-0=1 (229)

1 R
Wgetir = <. (Mo — Mg~ ) (230)
4.4.19 Uygulama 19

Sekil 38’de goriilen egik diizleme iki kasnak monte edilmistir. Kasnaklara iki yiik ve bir
adet sildir baglanarak sistem dengeye getirilmeye c¢alisilmigtir. Bu sistemde 1 numaralari

yiikiin kiitlesi m;’dir. 2 numarali kasnagin yarigcaplar1 r, ve R,, atalet yarigap1 p,, kiitlesi
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m, dir ve bu kasnaga etki eden M, momenti bulunmaktadir. 3 numaral yiikiin kiitlesi ms,
yiikkle yiizey arasindaki siirtiinme katsayist f ile ifade edilmektedir. 4 kasnaginin
yaricaplar1 r, ve R,, atalet yarigap1 p,ve bu kasnaga etki eden M, momenti bulunmaktadir.
5 numarali silindirin kiitlesi ms ve yuvarlanma siirtiinme katsayisi § ile ifade edilmektedir.
Egik diizlem igin verilen a ve [ agilart bulunmaktadir. Bu verilenlere gére 1 numarali

yiikiin ivmesi asagidaki gibi tespit edilmektedir (Butenin vd., 1985).
Sistemin hareketi 1 numarali yiikiin hareketine baghdir. 1 numarali yiikte S; yer
degistirmesi meydana geldiginde sistem hareket edecek ve tiim mekanizma harekete

gececektir. Bu nedenle sistem bir serbestlik derecesine sahiptir ve q; = S; olacaktir.

Bu sistem i¢in Lagrange’in 2. tiir denklemi asagidaki gibi olacaktir.

d 0T oT
was, s~ O (@)
R
ls o
‘RO{\'
——
Ns S /// 0 \
N3 < 4 - 5
- ; R(Hx /
Ro:,—| V- F3
3 S |
LV / /
Wa4 i Ma Cs
_ 3 .
R%‘ Q2 — Ns pANs ™~
K ‘ h
/ L T
W2 d
ﬁ I o
P
R. | ° 2
1
P1
Vi

Sekil 38. Egik diizlem kasnak diizenegi (Butenin vd., 1985).
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Sistemin duragan halden harekete basladigi distiniildiigiinde toplam Kinetik enerji ise

asagidaki gibi ifade edilmektedir.

T=T0+T1+T2+T3+T4+T5, T0=O (232)

Bu mekanizmada 1 numarali ylik 6teleme, 2 numarali kasnak dénme, 3 numaral yiik

Oteleme, 4 numarali kasnak donme ve 5 numarali silindi yuvarlanarak o6teleme (yassi

hareket) yapmaktadir. Buna gore her bir cismin kinetik enerjisi asagidaki esitliklerle

bulunmaktadir.
_1 2 _P1 o
T1 —E.ml.vl —E.Vl (233)
1 m,.p5 Vi P, p5 5
T, ==, wi=—"221=2 2y 234
2 2 2 2 2 R% 2g R% 1 ( )
Ty =2tmavi=F D2 235
3 =3-M3.VE = ge. vy (235)
_1 2 _myp; r5 vi P, 15 pi
T4_E'I4'w4_T'F'_Z_Z_'F'_Z'Vl (236)
2 Ty g hy Iy
2
1 2 2 _Ps o 11 Ps 5o Vg
Te ==.m=.V Jeo.w = -.-.—=.Rt.—= 237
5 5:VCs T35 lcg- 05 2 Cst353 g N5 g (237)
_3Ps o, _3P5 r3 R 238
T5—4—.VC5—4—.F.—2.V1 ( )
g g 2 Iy

Yukaridaki esitliklerle belirlenen sistemdeki cisimlerin kinetik enerjileri (232) esitliginde

yerlerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilmektedir.

2 2 2 2 2 p2

_ 2 (P11, Py p3  P3g 13 Py 13 pg 3Ps r;3 R}

T=v (ot et et Rt o (239)
g g k3 g k3 g Ry Iy g 2 Iy

Yer degistirmenin zamana gore tiirevi hiz1 verdigi i¢in asagidaki esitlik yazilmaktadir.
asl = aVl (240)
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Bu durumda (231) esitligi ile ilgili asagidaki gibi diizenlemeler yapilabilmektedir.

aT aT P P, p3 , P3 13 P, 13 pZ  3Ps r3 R%
—.=—=2v1.(—1+—2."—§+—3.—22+—4.—22."’—;‘+—5.—22.—;) (241)
0S1 dvq 2g  2g R;  2g R 2g R; rj 4g R5 1%

d aT P P, p3 , P3 13 P, 13 pZ  3Ps r3 R%
—.—.=z.al.(—1+—2.p—§+—3.—22+—4.—22."—;‘+—5.—22.—;) (242)
dt 0S5, 2g 28 R3 2g R3 2g R3 ri 4g R5 1%

aT .

— =0, S; = sabit (243)
4,

Sistemdeki kuvvetler icin virtiiel isler prensibi denklemi yazilacak olursa asagidaki

esitlikler karsimiza ¢ikacaktir.

Qs,. 85, = 8A (244)

8A = 8A. (P,) + 8A. (P,) + 8A. (Ro,, ) + 6A. (ﬁozy) + 8A. (M,) + 8A. (P,) + 8A. (N3) +
8A. (F3,) + 8A. (P,) + 8A. (R, ) + 8A. (ﬁ%) + 8A. (M,) + 8A. (P,) + 8A. (Ng) +

S8A. (Ms) + 8A. (Fs,) (245)

(245) esitligindeki terimleri §5; ifadesini igerecek sekilde diizenlenecek olursa asagidaki
esitlikler elde edilmektedir.

851
8A. (P) = Py.8S5.sinB = Py. 2. sinp. 85, (248)
2
8A.(F3,) = —f.P3.cosp.8S; = —f. P3.;—2.COSB. 8S, (249)
2
ry 851
6A. (M4) == _M4.8(p4 - _M4.R_2.: (250)
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8A. (Ps) = —P;.8Ss.sina = —PS.%.;—Z.SSPsina (251)
4 2

S8A. (Mg) = —M..8@s = —6.Ns. 8¢ps = —8. Ps. cosa. §¢s = —8.P5.cosa.% (252)
5

R4_ I'Z 851

8A. (M) = —6.Ps. cosa.— R R

(253)

8A.(Fs,) =0 (254)

Fss degerinin sifir olmasinin sebebi, bu kuvvetin ani hizlar merkezine dogru yonelmis

olmasindan kaynaklanmaktadir.

Sistemdeki kuvvetlerin yaptiklari igler §S; cinsinden yazilmasinin ardindan (245) esitligi

asagidaki hali alacaktir.

0A = 65, (P1+P3 smB+——fP3 cosB M4 R %—PS.% R— sina —
4 4 2
R4 rz 1
S. Ps. cosa.— RS Rs) (255)

S, yer degistirmesi cinsinden genellesmis kuvvet yazacak olursak asagidaki esitlik gecerli

olacaktir.
=2 Mz _ mL_p Rl g
Qs, = 55, (P1 + P3 smB + f. P3 cosB M4 - P;. R sina
R4_ ry 1
0. Ps. cosa. ™ R_z'R_s) (256)

(242), (243) ve (256) esitliklerini Lagrange’in 2. tiir denklemi olarak yazilan (231)

esitliginde yerlerine yazildiginda ivmenin degisimini veren esitlik asagidaki gibi elde

edilmektedir.
. M :
a; = (P1+P3.r—2.51n[3+—2—f.P3.r—2 cosp — M4 — ——P5 r—z.sma -
R R R Iy Rz
Rere 1) (hy Bkttt b g o1, 30 1 )
6. Ps. cosa. - 2. 2g+2g'R§+2g R§+2g RZ ri+ pralr R (257)
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4.4.20 Uygulama 20

Sekil 39’daki diizenek AC ¢ubugu ve CE parcasindan olusmakta ve iki eleman C
mesnediyle birlestirilmektedir. Diizenek, sekil 39°da goriildiigii iizere, P;, P, yiiklerine, q
yayili ylikiine ve M momentine maruz kalmistir. C mesnedi haricinde A, B ve E mesnetleri
ile desteklenen diizenekte, mesnetlerdeki tepki Kkuvvetleri, Oncelikle statik denge
denklemleriyle ¢oziliip, virtliel isler prensibiyle de ¢oziilebilecegi kanitlanmaya
calisilacaktir. (P1 = 4k.N, P2 = 6kN, M = 4kN.m, g=2kN/m, Q=2.4=8kN) (Butenin vd.,
1985).

q
M 1
A 3D B yyYvYyvyvyvvyvy \
/457 C ]
/7';77 - /7'377 2 s
P B, S
-y /
E
7 3
2m 2m 1m dm

Sekil 39. Farkl1 yiiklemeli mesnet-¢ubuk-parca diizenegi (Butenin vd., 1985).

Bu diizenege ait serbest cisim diyagrami Sekil 40°ta verilmistir.

Ay By

oy P
Al ~ D B Cl G F_
* -C Cx 21_

X

1 s 52 H
~ff—
E

Rx

Ry

Sekil 40. Sekil 39’daki diizenegin serbest cisim diyagrama.
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Sekil 40°ta gorildiigii iizere, A,B ve E mesnetlerindeki tepki kuvvetlerinin tespit edilmesi

gerekmektedir. Toplamda belirlenmesi gereken dort adet tepki kuvveti bulunmaktadir. C

noktas1 diigiim noktasi oldugu i¢in AC ¢ubugu ve CE parcalarindan kaynaklanan tepki

kuvvetleri birbirini dengelemektedir ve neticede C noktasindaki tepki kuvveti sifirdir.

Statik Denge Denklemlileriyle Coziim: Statik denge denklemleriyle mesnetlerdeki tepki

kuvvetlerini belirleyebilmek i¢in C noktasi diigiim noktas1 gibi kabul edilip sistem sekil

41°de goriildiigii gibi ikiye ayrilacak ve iki ayri sekil icin statik denge denklemleri

asagidaki gibi olacaktir.

2-

2m

2m

Ry

Tm

Sekil 41. Sekil 39°daki diizenegin ikiye ayrilmis halinin serbest cisim diyagrami.

Sekil 41.1 i¢in Statik Denge Denklemleri:

Y F,=P.cos45°—C, =0

C, = 2,83 kN

X Fy,=A; + By, —C;, —P..sin45° = 0

Ay +B, — C, = 2,83
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Y M =—M —A,.5 + P,.5in45°.3 — B,.1 = 0 (262)

5.A, + B, = 4,49 (263)

Sekil 41.2 i¢in Statik Denge Denklemleri:

YF,=C—P,+R,=0 (264)
Ry = 3,17 kN (265)
YF,=C,—Q+Ry=0 (266)
C,+R, =8 (267)
YMc=-Q2-P.2+R.3+R;.4=0 (268)
Ry = 4,62 kN (269)

(269) esitligindeki deger (267) esitliginde yerine yazildiginda asagidaki deger elde

edilmistir.

Cy = 3,38 kN (270)

(270) esitligindeki deger (261) esitliginde yerine yazildiginda asagidaki esitlik elde
edilmistir.
A

+B, = 621 (271)

y y

(263) ve (271) esitlikleri kullanilarak Ay ve B, asagidaki gibi elde edilmektedir.

Ay = —0,43kN, B, = 6,64 kN (272)
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Statik denge denklemleriyle yapilan ¢oziim neticesinde bulunmasi gereken dort tepki

kuvvetinin sonuglar1 agagidaki gibi olmaktadir.

1) A, = —0,43kN

2) B, = 6,64 kN
3) Ry = 3,17 kN
4) R, = 4,62 kN

Statik denge denklemleriyle elde sonuglarin virtiiel isler prensibiyle de elde edilebilir
olmas1 gerekmektedir. C noktas1 diigiim noktasi oldugu i¢in AC ¢ubugu ve CE
pargalarindan kaynaklanan tepki kuvvetleri birbirini dengelemektedir ve neticede C
noktasindaki tepki kuvveti sifirdir. Bu nedenle virtiiel isler prensibiyle ¢6ziim yapilirken C
noktasindaki yiikler dikkate alinmayacaktir. Neticede dort adet tepki kuvveti bulunmasi
gerektiginden sisteme dort adet virtiiel hareket verilip, dort adet denklem elde edilecek ve

denklemler ¢oziiliip sonuca gidilecektir.

1 Numarali Virtiiel Hareket: Bu ilk virtiiel harekette A-C ¢ubugu B mesnedi etrafinda
donmektedir. Bu nedenle B noktasindaki By kuvveti is yapmamaktadir. Sekil 42’de
asagiya dogru kayan C noktast C-E elemanini Ani donme merkezi (F noktasi) etrafinda

dondirmektedir.

Sekil 42. Sekil 39°daki diizenegin 1 numarali virtiiel hareketi
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1 numarali virtiiel harekete gore sistem iizerindeki yiiklerin yapmis olduklari isler agagida

maddeler halinde agiklanmistir:

1) E mesnedi +x yoniinde 6telenir. (R, kuvveti ile ayn1 yonli, pozitif ig)

2) P, kuvvetinin etki noktasi olan H noktasi +x yoniinde 6telenir. (P, Kuvveti ile
zit yonlii, negatif is)

3) Q kuvvetinin etki noktast olan G noktas1 —y yoniinde 6telenir. (Q kuvveti ile
ayni yonld, pozitif is)

4) C noktasit —y yoniinde &telenir. (Bu nokta diigiim noktasi oldugu igin, ig
kuvvetlerin virtiiel is prensibine gore is yapmadigini unutulmamalidir.)

5) P; kuvvetinin etkidigi D noktas1 +y yoniinde &telenir. (P; kuvvetinin diisey
bileseni ile zit yonlii, negatif is)

6) M momentinin etkidigi AC ¢ubugu saat yoniinde doniis yapar. (M momenti ile
zit yonli, pozitif is.)

7) A mesnedi de +y yoniinde &telenir. (A,, Kuvveti ile ayn1 yonli, pozitif is)

Yukarida yazilan yedi maddeye gore 1 numaralar: virtiiel hareket i¢in toplam virtiiel is

denklemi agagidaki gibi elde edilmektedir.
Y. 8Ax = A,.0ys + M. 6@ — P;.sin45°.8yp; + Q.8yq — P,.06xpy + Ry. 8xpx = 0 (273)
Virtiiel hareketler x ve y ekseni dogrultusunda meydana gelmektedir. Virtiiel isler

prensibini uygulayabilmek i¢in (272) denklemindeki kuvvetlere ait Otelemelerin J¢

cinsinden yazilmasi gerekmektedir. Bu durum i¢in asagidaki esitlikler yazilmaktadir.

Oy = 0.4 (274)
8ypy = 8¢.2 (275)
8yq = 8¢1.2 (276)
8Xpy = 812 (277)
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Oxpx = 6;.3 (278)

Simdi §¢, doniisiiniin 8¢ cinsinden ifade edilmesi gerekmektedir. Bunun i¢in BCC’ ile
FCC’ tliggenlerinden yararlanilmistir. Bu iki liggende bulunan CC’ kenar1 §¢ ve ¢,
cinsinden yazilip birbirine esitlendiginizde S¢, agis1 8¢ cinsinden asagidaki gibi ifade

edilmektedir.

0@ = 6.4 (279)

(274)-(279) aras1 esitlikler kullanilarak (273) esitligi diizenlenecek olursa asagidaki esitlik

elde edilmektedir.

Y 8Ak = Ay.8¢.4 + M.8¢p — P;.sin45°.8¢.2 + Q.8¢. 0,5 — P,.8¢. 0,5 + Ry. 8¢. 0,75 = 0 (280)

(280) esitligi 6¢ parantezine alinir ve kuvvetlerin sayisal degerleri yerlerine yazilirsa

asagidaki esitlik elde edilmektedir.

8. (Ay.4 + Ry.0,75 — 0,68) = 0 (281)

(281) esitliginde 8¢ # 0 oldugu igin esitligin parantez i¢indeki kismi sifira esitlenir ve

asagidaki iki bilinmeyenli denklem elde edilmektedir.

Ay.4 +R,.0,75 = 0,68 (282)

2 Numaral1 Virtiiel Hareket: Bu 2 numarali virtiiel harekette, sistemin tamami, herhangi bir
doniis olmadan +x yoOniinde oOtelenmektedir. Burada is yapan kuvvetler sadece P;
kuvvetinin yatay bileseni, P, kuvveti ve R, tepki kuvvetidir. Bu kuvvetlerin yaptiklar

isleri asagida maddeler halinde agiklanmaistir:
1) E mesnedi +x yoniinde 6telenir. (R, ile ayn1 yonlii, pozitif is)

2) H noktas1 +x yoOniinde otelenir. (P, ile zit yonlii, negatif is)

3) D noktas1 +x yoniinde 6telenir. (P; ‘in yatay bileseni ile ayn1 yonlii, pozitif is)
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Sekil 43. Sekil 39°daki diizenegin 2 numarali virtiiel hareketi.

Yukarida yazilan iic maddeye gore 2 numaralar1 virtiiel hareket icin toplam virtiiel is

denklemi asagidaki gibi elde edilmektedir.

Y 8Ax = P;.cos45°.86x — P,.6x + R:.6x =0 (283)

(283) denklemi &x parantezine alinip tekrar diizenlenirse asagidaki denklem elde

edilmektedir.

0x. (P;.cos45° =P, + Ry) =0 (284)

6x # 0 olduguna goére (284) denkleminin sol tarafindaki parantez sifira esitlenip

diizenlendiginde asagidaki esitlik elde edilmektedir.

Ry = P, — P;.cos45° (285)

P, ve P; kuvvetlerinin sayisal degerleri (285) esitliginde yerlerine yazildiginda asagidaki

sonug elde edilmektedir.

R, = 3,17 kN (286)
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3 Numarali Virtiiel Hareket: Bu 3 numaralar1 virtiiel 6teleme hareketinde C-E parcasi
herhangi bir doniis hareketi olmadan +y yoniinde yukar1 dogru 6telenmektedir. C noktasi
da aym1 miktarda oOtelenirken, A-C c¢ubugu B noktasi etrafinda saat yoniiniin tersi

istikametinde bir doniis yapmaktadir. Burada is yapan kuvvetler R,, @, P; ‘in diisey

bileseni ve A, ’dir. A-C ¢ubugu doniis yaptig1 icin M momenti de is yapmaktadir.

Sekil 44. Sekil 39°daki diizenegin 3 numarali virtiiel hareketi.

Bu virtiiel harekette yapilan isler ayrintili olarak asagida maddeler halinde belirtilmistir.

1) E noktas: +y yoniinde 6telenir. (R,, ile ayn1 yonlii, pozitif is)

2) G noktas1 +y yoniinde otelenir. (Q ile zit yonlii, negatif is)

3) D noktas1 —y yoniinde dtelenir. (P;’in diisey bileseni ile ayn1 yonli, pozitif ig)
4) A noktasi —y yoniinde 6telenir. (4, ile zit yonlii, negatif is)

5) A-C c¢ubugu saat yoniiniin tersi istikamette doniis yapar. (M momenti ile zit

yonlii, negatif is)

Yukarida yazilan bes maddeye gore 3 numaralan virtiiel hareket icin toplam virtiiel is

denklemi asagidaki gibi elde edilmektedir.

2 6Ax = —Ay.8y, — M. 8¢ + P;.sin45° 8yp; + Q.8y + R,. 8y = 0 (287)
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Tiim y dogrultusundaki 6telemeler, asagidaki gibi §¢ cinsinden ifade edilmektedir.

O0ya = 4.6 (288)
Oyp1 = 2.8¢ (289)
oy = 1.6¢ (290)

Bu durumda (287) esitligi asagidaki gibi tekrar diizenlenebilmektedir.

Y 8Ax =—A;.4.6¢ —M.6¢ + P;.sin45°.2.8¢ + Q.6¢ + R.6¢p = 0 (291)

(291) denklemi §¢ parantezine alinip tekrar diizenlenecek olursa asagidaki denklem elde

edilmektedir.

8¢. (—Ay.4.—M.+P,.5in45°.2 + Q + R,) = 0 (292)

6¢p # 0 olduguna gore (292) denkleminin sol tarafindaki parantez sifira esitlenip

diizenlendiginde asagidaki gibi bir esitlik elde edilmektedir.

—A,.4.—M.+P,.5in45°.2+ Q+R, = 0 (293)

(293) denklemi, bilinen kuvvetler ve moment degerleri yerlerine yazilip diizenlendiginde

ise asagidaki esitlik elde edilmektedir.
Ry —Ay.4 =634 (294)
Neticede ii¢ adet virtiiel hareket i¢in asagidaki gibi li¢ adet esitlik elde edilmistir.

1) Ay.4+R4.0,75 = 0,68

2) R, = 3,17 kN
3) Ry —Ay.4 = 6,34
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Bulunan R, degeri 1 numarali esitlikte yerine yazildiginda asagidaki sonug elde

edilmektedir.

A, = —0,42kN (295)
Bulunan bu A, degeri 3 numarali denklemde yerine yazilarak asagidaki sonug elde

edilmektedir.
R, = 4,66 kN (296)

4 Numaral Virtiiel Hareket: Bu 4 numarali virtiiel harekette, sistemin tamami, herhangi bir
doniis olmadan +y yoniinde Otelenmektedir. Burada is yapan kuvvetler sadece P;
kuvvetinin diisey bileseni A, B, ve R,, tepki kuvvetleridir. Bu kuvvetlerin yaptiklari isler

asagida maddeler halinde agiklanmistir:

1) A mesnedi +y yoniinde &telenir. (4, ile ayn1 yonli, pozitif is)
2) D noktas1 +y yoniinde 6telenir. (Py,, ile zit yonlii, negatif is)
3) B noktasi +y ydniinde dtelenir. (B, ile ayn1 yonlii, pozitif is)
4) G noktas1 +y ydniinde 6telenir. (Q ile zit yonlii, negatif is)

5) E noktasi +y yoniinde dtelenir. (R,, ile ayn1 yonlii, pozitif is)

Ay |3Ay

M 1 O ) |
AL NDY /BOC % F

-/ -ﬁ,r G o5 ]

P P, P H

oy

Ry

Sekil 45. Sekil 39°daki diizenegin 4 numarali virtiiel hareketi.
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Yukarida yazilan bes maddeye gore 4 numaralar virtiiel hareket icin toplam virtiiel is

denklemi asagidaki gibi elde edilmektedir.
Y. 6Ax = Ay. 8y — P;.sin45°. 8y + By. 8y — Q. 8y + R;.8y = 0 (297)

(297) denklemi 8y parantezine alinip tekrar diizenlenecek olursa asagidaki denklem elde

edilmektedir.
8y (Ay — P;.sin45°+ B, —Q+R,) =0 (298)

8y # 0 Olduguna gore (298) denkleminin sol tarafindaki parantez sifira esitlenip B,

asagidaki gibi bulunmaktadir.
By = 6,59 kN (299)

Statik denge denklemleri ve virtiiel isler prensibi ile elde edilen sonuglar asagidaki tabloda

karsilastirilmistir.
Teoki Kuvveti Virtiiel Isler Prensibine | Statik Denge Denklemlerine
P Gore Sonug (kN) Gore Sonug (kN)
A,y -0,42 -0,43
B, 6,59 6,64
R, 3,17 3,17
R, 4,66 4,62

Tablo 1. Uygulama 20’deki sonuglarin karsilastirilmasi.

4.4.21 Uygulama 21

Sekil 46 ‘da ideal ve saklayan iletisimlere (baglantilara) sahip diizlemsel bir mekanizma P,
Q kuvvetleri ve M momenti ile denge durumundadir. P ve Q kuvvetlerinin ve OA cark
kolunun bilinen degerleri neticesinde M momentinin degeri asagidaki gibi belirlenmistir

(P=Q=2 kN, OA=a=1 m) (Butenin vd., 1985).
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Sekil 46. Ideal ve saklayan baglantilara sahip mekanizma (Butenin vd., 1985).

M momentinin degerinin belirlenebilmesi i¢in diizenege bir virtiiel hareket verilecektir. Bu
harekette OA kolu, ¢ark kolu gibi davranacak ve saat yoniiniin aksine bir doniis hareketi
yapip &8¢ doniisinii gerceklestirecektir. A,B ve D noktalar1 1 numarali ani dénme
merkezine dik dogrultuda bir virtiiel hareket, C noktasit ise 2 numarali ani donme

merkezine gore dik dogrultuda bir virtiiel hareket gerceklestirecektir (Sekil 48).

Sekil 46°daki virtiiel hareketlerden yola c¢ikarak diizenegin virtiiel isler denklemini
asagidaki gibi yazilmaktadir.

Y. 8Ax = —M. 8@ — P.cos60°. 8rp + Q.sin60°.6rc = 0 (300)

Sekil 47°deki virtiiel harekete gore (300) denklemindeki tiim virtiiel yer degistirmeleri 5¢

cinsinden yazabilmek i¢in asagidaki doniistimleri kullanilabilmektedir.

Orp = a. 0@ (301)

Orp. cos60° = 8rp. cos60° (302)
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/&—/Ani Durumlar Merkezi-1

///
/

/

(a.d.m)

Sekil 47. Sekil 46°daki diizenege ait virtiiel hareket.

a.6¢p = orp (303)
Or¢.sin30° = &rp. sin60° (304)
Orc = a.6¢.1,732 (305)

Yukaridaki doniisiimlere gore (300) denklemi asagidaki gibi yeniden yazilabilmektedir.

—M. 8¢ — P.cos60°.a.8¢ + Q.sin60°.a.8¢.1,732 =0 (306)

(306) denklemi 6¢ parantezine alindiginda asagidaki esitlik elde edilmektedir.

8¢.(—M — P.cos60°. a.+Q.sin60°a.1,732) = 0 (307)

8¢ # 0 olduguna gore parantez i¢indeki ifadeler sifira esitlenip diizenlenirse M momenti

asagidaki elde edilmektedir.
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—P.cos60° a. +Q.sin60°.a.1,732 = M (308)

(308) denkleminde, verilen sayisal degerler yerlerine yazildiginda M momenti asagidaki

gibi bulunmaktadir.

M = 2kN.m (309)
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu calismada mekanik sistemler statik ve dinamik olarak incelenmistir. Bir baska deyisle,
mekanik sistemlerin duragan ve hareketli durumlar1 g6z Oniinde bulundurularak
incelenmistir. Statik sistemlerin incelenmesinde, sistemin maruz kaldig1r kuvvet sayisinca
yazilan denklemler ile degil de virtiiel isler prensibiyle sonuca ulasilmistir. Dinamik
sistemlerin incelenmesinde ise Kkinetik ve kinematik denklemleri yerine Lagrange

denklemleri ile sonuca ulasilmstir.

Statik sistemlerde virtiiel isler prensibini tercih ederek, sistemin ¢dziimlenmesinde kuvvet
sayist kadar denklemin yazilamadigi durumlarda, bilinmeyen kuvvetler belirlenmistir. Bu
da cok yiiklemeli statik sistemlerin ¢oziimlenmesinde, uzun ve zaman alic1 denklemlerle

kaybedilen zamani en aza indirmistir.

Dinamik sistemlerde Lagrange denklemlerini tercih ederek, kuvvetler etkisinde kalarak
hareket eden sistemlerin ¢6ziimlenmesinde kinetik ve kinematik formiillerine basvurmadan
sistemin hizi, ivmesi ve bu harekete sebep olan kuvvetler belirlenmistir. Lagrange
Denklemleri ile dinamik sistemlerin hareketi statik bir sistem gibi ele alinmis, bir bagka
deyisle hareket halindeki sistemler dinamik denge durumundaymis gibi incelenmistir. Bu
sayede hareket halindeki sistemlerin hiz ve ivmesini ve bu hiz ve ivmeye neden olan
kuvvetlerin belirlenmesinde denklem kargasasi ortadan kaldirilmis ve dogrudan ¢6ziim

elde edilmistir.

Bu calismada elde edilen sonuglara gore, farkli kuvvet tiplerine maruz kalan statik
sistemlerde Vektorel Mekanik yontemleri yerine Lagrange Mekanigi kapsamindaki virtiiel
isler prensibinin uygulanmasi 6nerilmektedir. Ayn1 sekilde farkli kuvvetler etkisinde kalan
hareket halindeki sistemleri c¢oziimlerken kinetik ve kinematik denklemleri yerine
Lagrange Denklemlerinin kullanilmasi Onerilmektedir. Bu sayede bilinmeyen sayisinin
artmasiyla yazilan denklemler neticesinde ortaya c¢ikan kargasa en aza indirilmis olacak,

daha saglikli ve net sonuclar elde edilecek ve kaybedilen zaman ortadan kaldirilacaktir.
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