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- Metrik Dagylar —

44. T3nim ¢

X#@ oir kume, IR, reel sayilar Limesin{ g8ster sin.
d i XXX IR

foﬂlbs(yanu verilsin. Her X,9,2 € X lgin
()(/y) ——)d(?(f!j"
d fanksyand a;@idaki kopullar S%Ja\sm.

1- d(xy)=20
27 CJ(X;U):O <= X=\l’
3- 9 (Xy) =d(y,x)

4= d(’(; 2) Sd(l’;a)'hj (.'J/Z)

i Bu tattirde < fonksiyowna X klmes’ Uzerinde bir metrit,
K (x/9)t metrit vaay denir.

L)

ot

d(x,y) , X nortasinin Yy noktasine oles u.z.a'ahj‘mf verir.
1.0rnek , X,y €IR olmsk {2ere

- d(X9) = Ix=y} bisiminde tarmlersa mutlat deger Jonksiyonu
R Uzerinde  bir metriktir.

Y Xy,2 fini igin 4
(- d(ny) >0
d(x,y)=x-y|>0

2- d(xy)s0 X =y

) Tlx=y) =0 => X<y
’*"-‘dlfx;y) =Xyl S0 = Xry:0.TH X Ty las)
=1 xoyzo = dly)To ?

X%y = X=y =0 = |¥y|=0 =3 d{xy) =0

S~ a(Xry) = d (y,X)

Cdxg)= X<yl = lg-x| = (ysX)
4= d(Xg) € dl0y) td(y) :

d(X,2) = |x-2l =];<-\5'r\9—-.z’ 4 ]X~3I+U-2L

i

d(¥,2) X A(X@) * d(y.rlz)

(lgid) metr il Uu?a‘;echr, |




i-.'l-'(')rmh” Bog OIM@af\ Z kimesi Jzerinde bt .o fonksiyend

?. ..i‘

Ay X EY—ise
d(Xd) ’EO ,  Xey lse

(E,d) bir metrik Uza\'yd;r._
¥ Xyz€E igin
1- Jd(x9) ;0 Taumdaa delay) 3&;&@4:’!‘.
2- d(xy) =0 < X=y
=idny)=0 olsun. umden XTY dir
<t X7y olsun. TeAMmdan d(x,&) =0 olur,
3= <liy) ;d(yfx) .
X7y + dlng)=1-d(g0
X=y , dlxy)=0=d(y,x)

4~ d(x2)L dxiy) * (y,2) ' | RIS N
Xey=z => dlxy) =0 , d(ys2)=0 , d(xyz) =0
X¥y?z dxz) € dxy)+d(y2)
X=y#z ' o & 0 '+ 1B

X‘{yﬁz => el(‘)f;‘j)” y ;:(,,a)m, d(x,2) = 1
d(x,2) < JXy)+al(ym)
I T B 6N
E,d) bir metrik wzgydir.
1.1. Metrik Uzadlai'ln Garpimi ®

{.1.Teorem * . (X1, 1) ,(Xascd2), w.(Xi@;)-.-‘,,é\'n;y)Me-trik wzylarin bir aile 5i

n - ' -.
o in— Xi de 'bu lkumelernn. Jik  gorpim olsvn. 8ir

Y

o=

d: X’XX —3 IR fonks:yonu X= (X!;Xz,x\-}, -.....)(4) \92043\71J "';—’C’M) 4
olvat -Lzere , ' '

| |
dXy)= max ?di(xi,gi)j biglminde teamlaasm. L tattirdd
11y

(x,d) bir metcit w2ayehr.
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!'spat',y ¥ Xy 2 € X iin

X< (X1,Xe--- %)
Y= (Y11926~-294)
2% £24,29 5 0720) pagll fintafli3A L5
- d(x:y)?—?ro | - Y 4 sunT, .
VAL i€ n olmel J2ere di(%iyyl) 30
Vi isin .se?j!mdg:ndaa al(Xy) 20 dir. .
2- el(y) =0 <=2 X=y
=53 d(xy)-:o oléun. ol (X)y) =f£§<ﬁ fdi(}f{,&{)f ' 28030
d{Xiyt)=0 difx)p) =0 = Xy=y
dilXiyi) =0 & Xi=yl
#(XU)"O‘ S X=y
% A(Xu):'-d(wif)
cl(X;\y)i?f(xnfdi(x;,gi)z
dy (Xiq{) = d;! (ql_/{r)

VI<isn jgin des
c;ln(-Xm‘j-n):dn (;n,Xn) dx,y) =dyx) olur.
4— dix2)< d(wy) *d (ys2)
d(xy)= !??;ég&idi (Xf;gi)f = dj (X,95)

d(ys2) 51\2'2?: Edi (31;21')3" dilgeszu)

Ji(Xt,2i) & di(Xiyi) tdi(yis2i)
< i (xj,95) H e (ye ,2e)
=dny) + d(y2) S aEn

nex Tt 20 ] = dlye) Saliydtaguia) |
(x,d) bir metril v2aydhir-




o Lasnd

LLSoms X =R olsih.

-

‘3("’3):4‘2”&";2‘ ’(i-ydl? , (R d) bir metefle veaydir

1.2. Alt Metrie Uzay
1.2.Taaim : (X,d) bir metcl vaay, AC X olsun, -}
Her X,y €A igin dalxiy)= dlxy) bisiminde tarmlards forles{yon A
Uzerinde bir wetrietic. Dolapsyla (A,04)  bir medeit vzaydr.Bu metrie
V2848 (X.d). nin bir o ;smctrl& 023y) denir.

ame.k,/ IR, g (Xy, X2, - T_.,)‘!/u) 1 YD1y 2) - yp) OImak Lzere

d(X;&) . J(Xl-gl)”()(z SRy, 3009 (Xn~wn)?

’J £ (%-9i)°

Cobol edelin ki A CRY olsun, ¥ X 9EA isin daloy) = dlxy) ise
(Adn) bir metrik v2ay olur. A
1.3. lzometriler *
(xd) ve (x,d") bir vetrit vzsy , _
f =(X,d) no & AV b ‘olsvn(ve. by fonks{jm‘ 1:1 ve 6'(#& oIsun.) |
Hee Xy € X ivia |
d(xy)= &' (fX), £(4))- séflenyersa ' § forksiyonuna bir lomatri, by

metrile v28ylaza da 1200 trik UQ@Iar'c\.em“r‘. .

~ | )
B’Q’ J (U ) ( fiizometri: , )
| N (X:d),(x’,d") izometrik v2ay

(x,d) (x"d?)

1.4. Al ve Kspali Yuverler ve lc.dreJer :
.4 Torum * (X,d) bir metrit uze& AEX OlsuA,T20 olmse Uzere .
8(s,r) =g XIxeX d@X<r] ,B(ar) ye & merteeli

F yariseph aql ywar denir,




8[ar] =tx|xex dlax)sr], Sl ye tapsh yover derir
s=(ar) =xlxex dfa,x)=r] Lire delr,

S ek, 1R dlxy)® IX-y)
B(ar) = LxER] IX-al<e J= (5-r, 24¢)

|X-a]<r € —r< x-a<lr

a-r Kx< a+r TARAEN N Ty S8

8] —fxem} Ix-—a].{rj— [a-r,a-rr:{ Q%IM%;%

S(ar) = {xer| Ix-s|=c3=fa-r,

atl j RSP e sy NS
a=-r a 2+

15. Gaplar , 1k Alt Kime Arasindati Vzalklik.

1.5.0. Tonim: (xd) , AcCx

z
_J(ﬂ) =sopd(Xsy) A @

XEA YWENA | (X,d)

§A) <= ise H"Ja sinrhdirt  deair.

Srh iki eumerin birlesini yine simrhdir

15.2.Team : (x,d) , ACX ve BEX , X, Al ve Y de 87yi

taramak Saere d(Xy) na megdans

Setirdigi Limeain -en biylik alt sarna

A'nin §ge oler wzstligl desir. Ve by

d(A) ile gdsterilir.
d(AR) = Inf d(x.y) XEA,YER
Ofnek, R*, X,9€IR2 X= (X 2%2) Y= (9iy2)
d(Xy) = {(-y)tr (Xa=ya)?
A(10) noktasmi 8= { (xy) ekt x"w‘*(iz

c (-1, 0) Noktasm él:jorum.f)qgm epitsizhgini saflemacigng géstemel

ishy oruM
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d(Ac) 9o qop , d(AL) =2
d(A)8) =0  (Anoktasiyle ,Lirerin isindeli e yaktn nokta.
& , Lirenin icidic.  a(8,¢) =0
A(AC) & a(Aj6) + 4 (61
Sorular 7 o
s.4- dipix R*-——R
(ig) —> d(xy)
= (xy ) 3‘*‘-()(2;52)
S((ay)s (Xasga)) = X=Xz )+ | yi-yal
(R%d ) métrik\. 6Iup_—-.mﬁd@nl Gﬁ&lbgr;niz-.';, '

=<

1= d(xy) 20
ti- d(xy) = dlyx) (simetri d2.)
= d(xy)=0 & x=y
V- dlyg) < d(n9)*+d(yz)
1= d((xg)s (Xarga)) 20 2
Xi=xal +ly1 921 20
2~ d ((Kigids (xarg2)) = IXi-Xa)+lyi=yz| |
i o=y _l(—')(xa-xdff(-lJ(eiz-w)l
==Xl t | gz-uil
3 da’fusz)/('\’lfsl))
K d((qu)/-{Xu:f}z))_‘o = (Xg1) = (X2 s92)
| X =X2] +}gs—y2] =0
X =X21 20 ve lyi=yzl=0
(=) X1=X2=0 ve Yi=4a =@
C“‘-) N1=X2 ve Y=Yz
S (Xygt) = (% 192)




20%-
4-— CJ(X;Z) £ d(x:d)i-d(g,a)

X=(sgt)  Y=(Xav2) z=(x1,93)
[X1-Xa) +|yp=ysl é“Xt "Xz]‘rfgr-yzl)"'(b(z ~Xa| +ly2=yal)
=3 +lyi-ys) = [Xi-Xg + X2 ~Xz | * |y 93 tY2-yal
= 1 X —Xe tXe=x3| + l91-92 +yz-ya |
a W a 5
latb] < lal+lo] gibi dbslnirset ,
S x=xo 1+ I =xal + [y -yal + |y2-ysl
= X=Xz |+ lyi=ye] +1 X2 = X3 | +)y2 -yl
=d(xyy) +d(y2)
Yuveriy q;zl&/ " (E:J?n);:e.)rm :’eq.igi'ob )
6((0,0),!) =) (0,0) meskezl/ = Jarigaph  gembersdir.
8(ur)= Lol dg)<rt
6 ({o,o),i) f(x;g)l d(x;g)ﬂ(o,o)<l]’ Z(x,:g)] lx-0\+13-*ol < 13
= {0yl kel <t § -
IXb+lgl <1 )X [+ly) =1

LT X>0,4>0, Xty =l  y= 1-% Y=O,J'=iz
3=0/ X=|

i{ = X>0, y<o .

v _ X=0, y=-1 3

X-y=l =2y=x-1 . y=0,x%l
lit - X<o0, y>0 B((0,0),1)
X :0/ .3'-'-{ Z =
;' —Xtyzl DYkt . weo, Ke-i > X
= X<0,y<0
X"'O/&-‘:-’

TAYEL DYEEXL L g0, X
8/s.2 — IRxR?
! X= (X1 ) ER?

et it dlxsy) = Ixil+)xz )+ lyeltlye]
J = K29

fonksiyonu metrik  midlic 2



- dlg) 30
ti- dx)9) =0 = X=y
Xx=y =(=1,2)
d(x1y)=0 ? d(w) d(( 12), (- bz))
w = [tl+1-0) +]a] Hal = 1+z+2+2 6+#o0

0 halde, metrik ozaJham: ss.lf)amacl igindan, me,{:rlk dg:ld:r den.:r.

‘9/ S-3=- c([o,l],R) ile [ol] lapal aralamda '&an_mh reel dgerh ve

surekl fonhsn\gonlarm kumamm Yosterelim.
8ir d fonksiyonu, -f,SGC([o,IJ,l&) el uwe,
d(£19) —nggﬂ\ﬂx)—g(x)l seklinde Ehaaleasia o fonksjyonuwn
c (Co,/011R)  meteik midic?
_ r>0 réER ve {OEC(EO,IJ,IR) oiméb. v2ere
&(fo,r), BLfo,r], S(fo;r) Limelerin é:’zfﬁa’z (c: sireli )
(Rr-klk s nokta d”’ne Fonkalyonlarla ulem U&P@omz)
i- Vfge C(Co,o,lﬁ), d(fg) 20 ?
Sop, ) -900) 30 (MUtlak a@e.-m Sioll dem)

0{’
artie Lar Sayl oldv.

i - c‘(ﬂ&) = d(9,f) P T
S 1£00-gLl = sv.o |(-0o-f)) | = xelon] = d(gf)

Wi- d(fg)zo =f=g ?
tersine, f=g = d(fg)=0
dff3) =0 = svp | fed=g()|=0
=) [l —9(0)] < svplfm-9(x] =0
Not, Herhangi bir A kimesinin  sup’ L a ise .,
(sup A=a = her zamam)
=> VXEA iqin XS a dir. veya XS supR dir




]l 2lfe0-gt0l =0 = f(0-glx)=0

E

—

= £(0=9(x) ¥x& [o)]
= £=9 = fx)=9(0)=0 = |fx)-9kx)|=
Her X igin dogru  Oldvgundsr sup igin de dojru olur.
- Suplf=gx)] =0
iv- Vv f,g,hec (Co1l,R)
d(fi9) < d (f/n) -f'd(hzj) ?
SUP I~ 3(X)| S sur’lf(x)- h(x)’ +duplh(x) 3()()} ?

& O"

£ =900 = | £6) =3(x) +h(x) =h (x) |
= [f(x)=h(+ hix) =9 (0| < £)=h )]+ hix) =900
b

|

1) =-90) | € 1£6)=h 60| +Ineo)-g(0) |

=> suplfm=o0)| € svp | Fi)=h o)) +Supltn)-g00|
l=> sup|f‘(x)~—3(x)] x?EP lf1x) - h(x)’*GUP-_J "3(-\()1

= d (f9) £ dffn)+dfh9)
Not,  £(x) $9(x) = sup f(x) < svp 9(x) f *'
olur.
‘ Sup (ferg(0) S sup £(x) +sup g(x)

¢ >0, foec(00Rr)
G(fo,r)., 6Lfor] s S(fo,r) buslm v gizelim .
B (fo,r) = { £] d(ffo)<r } _
={f) e [fo0-fot)l < 3

soplfe-fo(] <r
. 110 - fol)| € svp| £ix)- fo(le <
0 H(X)-fo(x)l {r = -r L f(x-folx)<r

= fo(x)-r <F(x)<fo(x)+,r'.' | "0 1

209




| 209
! D)ex)-9(x)| =0 = fx)-g(x)=0 (6 o3z

= £(x)=9(x) vXx& [o)]
= £=9 = f)=9(x)=0 = |fHx)-9(x)|=
Her X igin dogru OIdujundaa Sup Igin de dogru oIJur-.
- swp|f=gx)] =0
tv- ¥ f,9,hec (Lo, IR)
d(fig) < dffim)+d(hig) 7
sup I£060- 3(’4)‘ < 5U|°lﬂx) h{x)] +duplh{)<)-3(x)‘ ?

E O/l

1600 -900| = | £x) =a(x) +hi(x) =h (x) |
= [f(x)=h(O)F hix) =g ()| < 1f(x)=h)] + [ hix) =900
b

P

[0 -390) | § [£6)=h 0] ¥ hx)- 900 |
=>  suplf0)-ox)| € sur»Ifrx)-h(x)l+~3uplh(>r)-gfx)l :
I=> sUP|F(X)-3(x)l xi” 100 ~h) | féUPJh(X )=

2 d (f9) € dffm)+dlhg)
Not,  £(x) S9(x) = sup f(x) < svp 9(x) f :
olur.
' Sup (f00t9(0) € Swp flx) +sup g(x)

* >0, fo€ c([o,o,jg)
8(fo.r) , 8Lfoir s S(fo,r) busim ve gizelim .
B (for) = { £ dlffo)<r _
={f | See. [00-fol0)I < T

swplfto-fo(0] <r

1£1%) = folx)] € svp|fk)- fo(le {r

= [f() - fo)| <r = -r < flx-folx)<r
= fox)-r <fl)<Folx)tr 0 Bn e . i




447&4— a) Bir X kimesi ve caun Uzerinde bir d bsasit metrg; -ver:'lgor.
Eger PEX ve ARCX ise a(PA) ve d(AR) 31' bulunpa. -
b) IR Szesinde d’ mutlak defer metrigini loyalm.
A=Lox) E>=E1;Q.J_ oldugua gére d'(A)8) yi bulunwz.
Eger d, IR Uzesinde basit metrikse J(RG) Yi bulunuz .
Gébmdd (Pn) = Inf dex) (5.5 ve Team 1.5.2 dea dolayr)

Not, d basit metrie ise ,

-~

d( )zo,xm A
X19)=
11x*‘3

(- pen  ii- pPgn -

t) Eger P noktasi A iqinde‘yse',.P ile A noktsler gselisacagindan
d(PJA)= M‘f d(PjX) e )
i) < d(BAXInfd(rx)=1 |
b) d(Ak)= Infd(xy) no-- Oﬂ]

XEA 36&

{.durum , ANB=@ olacagindaa , A ve § nin Noktalsr higbic 2aman
C;atmm%ac%'mdaa Vil - i i)
ras d(a,8)= Infd(xg) = 1
{i.durum,, ANB #@ => d(A)=Infduy)=0  Xea y&a

Pl d(ag) = Infdlug)=1 < ANG=¢
s 1 2 : gz{

d(A8) = Inf d(Xy) =£§Ix-g) =0

. Yed
1.6, Metrik Dz2aya Topelgjisi

1.6.1.Toaun > (avk ve Kapah kimeler)

' (-X,d)«bir metrik vzay ve ACX Olsun-
Ejer A=¢ ise ve&;aw;eﬂ isin B(a,r)CA olacak sekilde bir

8(air)_ [r#0) Bu A Limesine X'in bir aqik alt kimesi denir,
qujoqy;daréa




211
- Rl R liaok ]
g@ (X,d)

¢

Ornely R, cllxg)= IX-yl  (01) sk aralft Sik timedie. 7

) Bar) ={xex|db<r] ()
bk, = {xex |jaxi <r §

O -~

=) a-r {x<atr

Pz Mfﬁ(“l'ﬂ/}!l) ik W -

e T,
Xl 4=x]

0 halde (0/1) sGik sralgi bi- ok Limedir,

Teorem {.6.1. (X,d) bir Me'tmb. uzad ve ro0 olsun v 2anan her‘ AEX
iGin  &(ar) agik \3uvard bir aq:t kimedir.

lspat,/ NEND Exé)(] d (a,x) <r3

;,-"' L r-.\\ RS Ywe G(a,r) alalim .
i W,h/f =) d(w,2)X T = r=-d(a,w)

B (w,a) B(air) olurmy balkalipa .
q=r-d(s,w)

9 = - d{aw)
B/(uJ,ﬂ

Vze%(w,‘i) OLSUO.
z€ Bfar) oldt@mu \9osterecg§:2
cd(a2) € dlaw) +d(w,z) - bW merkeall agik ywarin
< dlaw) + 9 G iSApL §cue,
€ dlapd) + r=d(am) = d(s) <r = zes(ar)
i => 8(w,9) € 8(ar) dir.
Ugsri g O halde her agik Yuvar bir ssik kime olur,

* Teorem16.2. (x,d) bir metrik vzay olsun. Bu taktirce a.s%?»'d&ka

ozellikler vardir.

&)l X, ¢ agiktir lar.



\L
R

b) Sonlu sayicle gilk kimelerin acakesiti  yine aqitir.
<) Herhangi sayida aqik bomelerin biclesimi. yine: aqiktir,
ispat a,,,_ﬁ-,x agiktir 2. b it ..,_,
¥ aEX her r20 lsiA
Blar)cx Her x€X ver20 reel sayst dgin G (Xir) CXx oldigundan
X aqiletics P ise labulimiaden dolayl bir agile kumedir.
by ARz, - .. ,An ﬁ‘tane gk kume olsun.
A=ANAN-__NAn = f\ Ai
VzeA alalm. zeAy, zeA,,--.,ze-ﬂn ,
2€A) old@mda« dyle bir Aq>0 sagls Vasdie ki, &(z,r) S AL

2€ Ay oldyiundan qyle bit J2D sqps vardir ki, B(z,r;)C.Ag o
' ‘

I I
2€ Ap old@undan a‘yle bir 3520 \Sa\\_.jl&l vardir ki, ﬁs{z:rn)c:ﬁm wieq A
(G(z,m) meskea) z,ganqapc 0 ola\ burdwar An in e,lemamd:r)
= mmgf't,r;,... /f'ﬁ} oisun |
Elde ediler  bu yuvarlarn e kdqujﬁnﬁ bulmslynz.l
8(2/r) €6 (=) S Al i
E;(z,r) Cﬁ(é;rz)ﬁlﬂa = B(z)r) € Iﬁlmé;n_..nm =A

'. : ]| .0 halde by amle.si-l;(ﬂj QAglltir,
8(2,r) < B (z)rn)<Aa e

<y (At){el— X’ deli agiklarim bir allesi olsva.
=Y Al Ads asikbir L

=> FioeT vardie ki, X€Ai,
Al, aqik oldUJundaa 3r>0 =: R(X,r)< Ai,<A  obr.
0. halde FI Iwmesl aqﬂz-ttr '
Teorem L6.3. (Xd) bir metrik uaa3 ve Acx olsun. A’nm aqt(-.

olmas) igin 3ere.b.h w Ueterln kogul , X’ Je'u bazl 64* Juvaf‘léf"ﬁ

bidlesini olarak yazilabilmesidir.
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Ispats=A’nin bir talim: agik- yuvsrlarin birlesimi . olasie. . yazilabil=

al@'i'nf kabul edelim. Her agile yuvar a4l ve A herhang.' Saylda
aqiklarin birlepimi clacazindss 1.6 ve 1-6.2. teoremlerinden. -
dolayt A ldmesi de.aq:k olur.
=72 A agieolsun Y XEAR Igin Iy 30 , B(X,rx)CA:;
xgn Blxin) A |- 8 )

ng B(x,rx)2A_-___ (2)

-

(1) ve (2) den dolayl , A =xg/4 B(X,i"x) olur.

Tonm 1.6.2. ¢ (X,d) bir meteik U2ay ve i F& X. olsun.

Eger F Lumesinin X ’deli tlmleyeni Fsilesa - F lye! kspahdir denir,
Ornek ; R=[a/0] = (-==s8) U (b, t==)
= [ain) iy
Bu nederte [/b] kapal) aralg) kspal bir kmedir:
Teorem 1.6.4. (X,d) bir metrilk vzay Olsun. By talktirde
3) Xve @ lapaldir
b) Sonls sayida kapah kumelerin  bicles(mi leapalidir, 4
<) Herhangi sayida kapal kimelerin arakesiti Yine ké’f—"é“dtf‘;
ispat, a~ @ sqk => X—=@ =x kspahdir,
Teorem  1.6.2 den dél&dl ) X agik => X=x=d¢ kapali dire
b= B P, -2 Pn

FeRURU... UF,

n tare Lapsh: kime oOlsuva.
N

U Fi de kspalidir. 7

i=4 i

[X—Fij (De Mo gen FOrMUIl  tullavarst )
=> X—F agiktir = F kapalidir,

0 0
X = p U= )
t=1 =1

G (Fi)iaa ] Xin herhagi bic seyide kapalilsr ailesi olsun.
F=iQIFi nin kapah oldyguy géstermeljyiz.
=X £ N . 1
X-F N Fi=Y(x-Fi) sqk ise
timleyeni olr F kimesi kapalidir.




