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3.10.96 [Fersombe
Olgllebilir Fonksiyonlar

{.TANIM *

Bir X kimesi verilsin. Alt kimelecinlin allesiide: & 1.}

olsun. Ve Bv S ailesi a,s%%dak: kogsullari Saglesing
i< X,pES. Feadal
(- €3ec, AES ise LxAE€s .
PV q_'jer,(Arz)nem S de bir kimeler dizisi f.seng AnE S.

Bu S ailesine bir J-cebirl (sbma -cebirl) denir. (ue\-ja d-halr

Lasi da denir.) (x,8) ikilisine de , Slgilebilir yze y oleair.

T — T

S bir &-cebiri, (x;s)bic Olgulebilir v2gy ise ; S ’‘ain herbir

elemanma olgulebghr kume cenir.

[(&)An)-“Q[An E(QAn)=lﬁJ[An

8ir X kbmesi wa alt Limelerinin allesi S verilsin. Madnew , S 'de
bir kiymeler dizisi ©lsun. 004 AnES mdir 7 Rakahm .

YAne S => EAnes va€ N isin.

saU(L’An) [( n An) => [(E(n Ag)) => n An S iRt
1.5melr_// X bir kume , 8-—Ex,¢3 ise S bir S-cebiri
i= X, €S aqlktir.

O

.

.....

midic 7

-

(i- [x@fes , [f=XES .

tde A

{if- XU@p =XeES,

O halde % bir S-cebiri, (x,5) de slsilebilir &a\jd!r. /
.2.5rnel¢.// X bir klime , P(X) kuvvet khmesi , S=P(X) e S bir

S-cebirl olr mo ?

;éés , XES agittir.
e

'~ YAesS 3abklnm.

-« by
T MUMAT. S
ARl grai A » g

=> ACX =>[,A< X *>E AePx)=8
{d= Anpew = S VANES = Ans X = U An CX

=> U An &'P(K) =8



By nedenle  P(X) =S bic Ssebirt il S) Blgblebilic eaydir.
{.Teorem ! S| ve S, bir _X 'hfi‘me.s:‘nin ;Hf kdmelerinin b;‘re:r:-:-.;,’,;'.‘..':
S-cebirl odsvalar. Bu'zémah S=S|NSy de bic S-cebiridic.
l’sf'a't// i- S, bir S-wbiri => .XGE\S, y ¢&‘S:;' 3
S bir S-cebiri => X€S,, d€S, - 3
=> ¢e SN Sz =8 ve XE SN Sq L%
i‘i = ;{AG\S?s;hsg alahh. =3 Aé S; Ive. AES;_.'
Boibir e bl S3HL, A,
| }=>[Aes,ns,_=s.
S, bir S-abiri => [LAES, &
i?'l"‘" YA new < S ve.rﬂsfn- => Bn)iem @Sy e (An)newc Sy
| &bl Ereabins = n'qA,\es, | lod
S, bir S-c2biel =} :g‘AnES,_ ‘??)"("J‘ RO
Bdev * X bir Lkime (S¢)iez , ij'.éjerlndeha' &-cebirlerinin bir
aikesi olswn., S=EQI SL,‘ ise 335{211'!\1'1 ki, bir &=-cebirid'r.
Q.Teorem.‘t F.X alfl_kb'melerfnfn bir Qilesi Olsvn. By tolktirde ,
¥e m¥ odacak setilde bir en kgt M¥, 3-cebiri varditn 0.}
i.spat// o] ile.%‘\gi Llépsa&an ’.x ‘dely +Um S-cebirlerinin alle —
sim elalim. '
| Fo P = Pl)E N => nﬂb

0

ME= 0 M (ceuden dolayt) MX bir B-cebicidin
ne

YMELR igin FeM din => Fe A M =M* dir. (M¥ en gk blar.)

¥yl kapsaysn M’ Jerin  Qrakesitleci en kugiik M* %y weric

2.TANIN ® 2. Tearemdeln M*, S-cebirine, wffndég__p!up_tur ulan

S-cebiri denir.

3.TANIM X bir 4opolojll vzay olsun. 2. Teoremden dolayr , X ‘dek;

im agik kimelerl L'apsadad bir 8 en lwgbk TF-cobir) vardr.
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Buna Borel cebiri (8-cebiri) denir. Yine bir Sorel <cebirindeld
her elemana bic Borel kimesi Jenie.
Al ve -I;i}mle\gem' olan lkepal komeler , Bore) llUmesidic.
Orneky IR Dzerindeli (a,6) ailesini ve bunlar tarsfinde)
olusturvlan 5 -cebitini go28niine alirsek , bv bic Korel cabi -
ridic. Tim agil aralilelar bic ;Eorel bdmesi Ve +im kaf@fflgr- da
Yine bic Borel kimesidie. Yor) agk kimeler de birer &orel
einesidic. Qoakil; yon asiller, bir 2¢ile bir de kapali kimenin
Lesigimi oleralk \H&zlfabih'r. 5:*/!53:'»1 J 1M,3)ale,6] =12,3)! .
R=IROT-=2,+=] qgenlpletilmis ree) sayller kmesinl . .-
&Jahm.ESe; IR, hefhayi bir Rocel kgmesi olmak Jzere
Eiz EV§=o] , BaziEUIrent, ool l) ) es tond
E’ler IR Dzesindeles B Borel ceblrin faonsl Uzere ,
E,E1,€2,E1 tipindeki kumelerin hepsinin  ailesini I e

363‘té&l’eﬂm. B de, R Uzerinde bir S-cebiridir. (bdev) \ h¢;

Buna genyletilmis Eorel cebirl denil.

4. TANIM :(X,9)bir Olgulebilir v28y ,(YT) bir topolojik vzay ve
£ x —-—-aY -olsun. €§er Y '’deti her V aqik Lmesi igin
£lv) , X ’de élsllebilic bir kime ise f fonksiyonuna &lei-

I ——r—

lebilic fontsiyen  denir:
;F
(X,8) =4 V)
£ 8lgllebilic fonksjyon <=> YVET igin f-I(v)ES . 910.96
G&janba

S.TANIM : (x,s) bir &lgulebilir v2ay, f:X-——IR olsus.
Ejer ¥YXEIR fgn 2 JIxEX|fO)ZXTE S olu&or\sa, f‘ae
S-slgtlebilir ( dlg blebilir) fonkskjon  denir

f(x)& (ﬂ,*m-o) c\f‘all:v;l(\cl& olwmali dir. ,[;-{(bz,fw) L=



S runti

x5y  Hey ?ff H) = $x€ X |f(x)&€H } '
£-1 (¢, to0) =9 xEX | f(x)E (o¢,102)3
= {xex| £6 > ]
(Frriie—— o~ () (=D =(p,re2) 1 deand
I F-1 (A8) = £-1(A)=F-4(c)
6.TaNm: (x,8 ) bir Borel éebiri olsun. Y “de  bir -tp,aolgj:'b_ yzay ve

f:x—Y olsunEger Y’deki her V agik kimesi igin f~'(V)ER
olyyorsa f fonlesiyonuna Borel slgislebilic (& Slsliebilir) _fgggm
denif. | :
3.Teorem * f:X—2IR verilsip. A}{gﬁdﬂkf hallec denktir *
a- VxelR, Ax={xex|fo>*]€S
b- YxelR, Bx=]xeX|fx)<*]€S
e~ YEIR, Cu=jreX|foo»=jes
d- VxR f)wf x| foo <= Jes
lspat y A le B Ve G ile Dot birbirlerinia tomleyenidir.
A €S ve S bir S-cebiri oldwgundar , timleyeri olsr Bx€S dir.
Yani, [Ax =8 €S dir &8 =2b. I OIART.

feS o S bl &-cebir oldygundan , 'Ei'imlgyenf olan C« €S dir.

Yan) , [ Re 2AxES dir, b=>a . 8uads a<>b ol

CxES Ve S bir §-cabirl oléh:junclm timleyeni olan Dw € S dit,
Yari, [Cx = Dx€ S dir. = =>d. 2NN
D €S Ye S bir S-cebir) oldugundan ,tﬁm’ejmf o Cxe s dir,

Yori, [Dot= C €S din d=>c. &wadsn c<3d olwe. il

asde ve c=2a ?

Kabul edelim ki & sglm.sm.

=> Y<&R igin AxES din I YneEW isin , Ax-BH €S 4.
ER -0 2<pp
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Ae-c—.% =ixeX| foo > <-4 3

Odey =
Ad 1= n FxeX| £ >-4 1 = xeX| F0)32T  (eotignl gdoter.)
f 11“ - = Cb(e S'.
6V~T~—:‘ &> b
“ia n—=so , f(x) 2% dir.

(De Mogm ‘dar ) Kebul edelim ki & sglmsm
YnéIN ) Y<€ IR u;.n c_c,...e:s Jir.
Courh €S eolur. Cotrs, —{xe)(lqc(x) gug
U c.,u_ = U fxexI Fx) St :( fxexl f) >

= AxXE S,

—_—— e L X3

0 =< xtl n=200, f(x)>

ornek/, (x,S) bir Blsulebilir v28y olsun. f: X— IR

X— f(x)=¢ cé!ﬁ
sebit fonksiyon disile bilirdir. b

Goeim )y Vo€, [XEX| (> €S = blsilebilirdir

1.hidl: <2 € olsun. T L L
(] <
flx) >x2c
ixeX | f>xJ=des dir. comlyub
(1.h3]: %<c => SxeX|fo) >t S=XxES ., % | =)
o c

O halde sobit forksiyon cloims lsislebilirdi. ,
Z. TANIM : Bir € Lkimesi veri!ddmd& ,bu E lkumesiaia k&ak-ﬁma& &,
fonbswpnu e ile Sostenhr. Ve

1 4 XeE
U%e (X) =§ dir,
0 , X#E

(x,8) blgulebilir Yzay ve EES olsun. S nin_elvianlerina denlr.

fE,qub’Jebil:r kime dir }

Ye,yine bir Elgllebilic fonks]yondur. v sbsterelm .,
Vot€R , freX| %elx) > jes ?



{.hal 3 Ksbyl edelim ki <0 olsun.
%eiX R
TxeX | pet >%=XeS

tt.hal 2 0<=< |- olsua.

L e

ixex|Ze>x [ =ges

Blsilebilir olmays  Limelerin, barakderistit
foaksiyonv do olgile bilie dgﬂoh’r. Ginkl o zaman S’ain elmail olsmaz.

- it hal

6 < |
f:{‘i;_’i‘.?.!.f o< 2| olsua. ‘{)(EX,?,E(X).>§£'}=¢68 T It Lohal
DaIaJtJula %e fonl;a&’on‘u, EE€ES olclyjaden
olsblebilir fonh-&'&ondur A I Joard

4. Teorem * (x,S) Olqulebnhr b:r uzag Y ve z’de rh topolg)ft vzdy ,
FiX Y élqﬁleblnr bu’ ‘fonkblgan /3 Y-—-—-’Z Gufekh bic . 1alis5
‘fonb.é-l:jon olsva. Su tahtarde ; h= 3of fonksiyony da
olghletilicdie. 10.10. 96 /Perﬁem be

e e

g i A Uaaulema
1= WN=x=0123,..% , s={x,0,§438,5,-..3,82/4s6,-.- ] }
ise (X,8) ofn. bir Slqﬁleﬁi!fr L2ay oldt@;nu gdsteriaiz.

q'é'zﬁm// (- X, €S a5ikdir. 3 MRS
(- X=X = =¢pES :
e
>< @ =x€S

X - {1,3,5,-..3 1R,4,6 . ATES |
X~ 2"2,4,5,..-3 11,88 .. €8,

'4'!'; VAGS , AUP=AES ve AUX=XES ve
£0,3/5/.m3V52,64,60...§ =5§4,2,3,...3=IKN=X € S

= S bir S-cebiridir. (x,S) bir Slsilebilic v28ydir.

d /| Lo d i ¥ R O )

[P NI R S e VIEURS WY PRI SR S S

W TR, TR S I W T



3RS
2- ¥ o,0€IR igin as&fi dalki esitlhille) Sesteriaiz.

a- Es,b3=ﬁ(a'%/b*—,‘r) (cdev)
b= {a,b)= p: Lot , b-4] het n (5in olovds.
Gozumy b- VXE(3,b) => a<x<b dir Elnfew isin ,

2+t <X s b-L X <y X < y

;e Xé[a'f—-},—,b--;;] ktX £y (X <yt
i 3<S 3< 5
=3 xe Ufondy bageh o Ly 03| (eale 6l (35502
= (apy< U [otd o4
Tersie } YYE ?f [atd ,b-L] = Yae N igin,

YE [at4 ,b-5T olur.
= ard gysb-4 §a<g+7‘r-§3~$ b-4 < 5
= s5<y< b = ye& (a,b) olor.

Sonug ¢ S,R de bir S-cebirf olsun. ( (R,S) bir 8kdlebilir u2ay)
Ejer S, 5-cebiri , IR nin tim kapali sk kimelerini kapsSiyorsa
tum asik alt kimelerini de kapsar. ” i |

Gunky 2-b den dolayi, asikls k.a,oahlarm bf()e.si'mf ',Self-
linde dazab:lu'rn'z.(s ,tum Lapahlar kapsadj I5in )
8 \scmu;.: IR isin ‘jeqe)?f:'d;'r. R ‘nin top o@':’@' ,mutlak deger

e, J.‘

topolojisidif: Baska topolqjiler u;Tn acik ve kapah kavramleri
ékg;'gmektednr :
3- ZY;S) olsllebilic bie 24y olmak Jzere,%x--ﬂ\( x- fonksivonn ver i ksi .
T={f-IE) ) E€s | Ise f-1(e) , £ 'nin Henst dejil.
(x,T) nin dlsdlebilir v2ay ) 1 ve ordenlil yol. orden = -Fe)=Y olur.
ollah.ﬁunu gosterin. fx)=Y = X< £-1(Y) din ~d
Gzlim ), (= @)= €T , YY) EXET
- Vf—'(e)é-r | (ees)



X-f\(E)ET.  {fI(a-6)= f—*m) f"(e)g

£ =F) = £1l(Y) - £-1(€) -x f-*(e) = S
| eged] AR =

ET’
€S e 2
1{- teIN, f—'('ez) eT , U flEi)eT

p-l(AUR) = {- '(H)Uf"(e) Sonsuz tone elemsn fgin de cyrudun
Kesisimde ise Lspsema vardir.

Vx€ £-1(auR) igin ; flx)EQ@UR) =) f(x)eA V flx)el
el Xff"(ﬁ) v Xé}f" '(8)
=rxe £-1 (PN £-'(8) dir.
XE F-IR) V £-'(8) = fx)EA V fXEL.
=) P(X)E AUL = X€E f-I(AUg) dir.
0 halde f-!(Aug) = f-'R)U$-1(8) olve. - .-
f‘I(EE"):E f1(E€L). - Bl€S ve S bir S-<ebic] isé L.

eS|
=> U f-'(E;)E T olur

&uradm (x,'r) nin bir dlqﬂlebhr 128y Olelugh 3orulur
4- (E,s) olqulebilur uz93 -F'de E uzennde tanmh ,r'eel d:gefh bir
{onks _\,on olsun. Eda f 6Iqule(alhr bic fonts lyon ise Ye<€IR igin ,
{xéelf(x) dﬁes dir.
Géziim x€E [ £00= o} = Ixee |fl)yxfnixee| flUsx ] es .

L

€S €3
5 - (E,8) bicdlgilebilic uvzay ,f de: E Uzerinde taumli , reel -

degerli , lgllebilic bir fonksiyon olsun.Buitatktirde ;
2~ XEE|f(x)=t=FeES
b- {xee|f)= —vo}e/a (Cdev)

oldugunu gosterin. | ( : ._;.u-,.‘-l..--s \



c':;sz.b'm// a- A=fx€Elf{x}=+o¢} %
VXEA alalim, fi)====>YneIN sin () >n
xeﬁl IX€EE[fx)>n §=8 , A<g
Ters Uspsamaw gBsterelim,

YxeRB => VneIN igsin £X)>n = £0) =00 = XEA
0 halde BR< A olur.

i

Her iki kapsamadsn A=B . bulunur,

6- (X)) dlgblebilir vzay , E¢ S olsun. 8u toktirde Ze
kvakteristik ﬁ?:n-kayonu olsilebilic d@;’lda’f ) Psterinia.
Go20m / SWASE T =B
0 , XEE
VeaelR , §x€X | %elx) >= 7 ool
{= ot2{ => xeX | %et)>xf=d €S . (& fazls 1 olur.)

li- 0<X<| = xeX| %) 7= 3= E& S
(Sorvdsn)

=> Ze lkasbteistil fonk&fjoou 8lgulebilir dg”c“ﬁ
(i, Bzellise yori X <O haline bakmsys Sere yoltur. )

’2+e'(><)=E

F— TANIM:® 3,b,c €IR i5in , bunlarin Orta dejen'nf Mfd(a,b;c)
ile j&stere.ag‘fz.&u taktirde ;

e, I P S

g i I i B g T

@j(éggjf= ‘ 'n‘)‘;PZSUP fa ;bj,SUf_gé)Cj / \SUP Zb;CS ? ?

e T e s Tt e ™

o ldujunu 35& {terin.

q:b'zﬁm// a<b<c = mid (ajbc) = b dir | ,m..' .Sadtlarda 3

3. =6 selilde Sialma  olvr,: Sup = Max a wlis§y

i- adb<ic Inf = Min.

H.- b ecs
= e < a< b ¥ ==k L1231 &

1V - a £ aexib vEs =< ki< a



;"' mid (a;b;C) =b SUf(a{b) =b: -~ & | loals '-'3-»,'

lof ) sup(@ie)=e (= b

Sup(bse)=c

(i~ mid(a)bc)=¢c sup(aj0)= 2
Inf \suplac)=a |=c

Sup(byc)=c
Benzer sekilde diser sitler sistesilebilir,

8- (x)3) olgilebilr v2ay , 7=1,2,3 olmat izere , “3
fi: X R S-clsilebilir v28y olsva.Bir 9 fonksiyonv ds ,
gx)= mid (f100), f2(x), f3(x)) olarak verilsin. g ’nin S—é'lqi,f;-..."_t— o
lebilic fonksiyon oldygunu- géste riniz .

Goz0m J OlsUlebilir fonksiyonlerta  Sup ‘v dlgl)lebilir dir.

Olgilebllic fonksiyonlem Inf'i  8lgile bilirdir,
900 = Inf supZit) £2005, Sup L0365, Sup S ) A3(0)
O halde g ,-S-olqllebilir fonba{-jandur.

9- (x,8) olgillebilir v2ay , f:X—> IR S-blgilebilic fonksiyon

olsun. Bir fa Lesik (pargeh) fonksiyonv da ,
S Fo) )] €A
fax) 3 A, fO)>A

1

—A 7 ‘F(X) <"A
ise , ghsteriniz ki Fa , S Blstlebilic forlesigondur. . nlio,
Géeiim y fitx)=fx) = () Slstlebilr oldyiundar fi(x)de olsile bilirdlic:
f‘z(X)-'-’A T
:{:4‘ sebit fonkslyonlart ©lgule bilicelir.
fa()=-A

Mid (F1 ) 2 (%), F5 (%)) =9(x)  dlgilebilicdir. (oncele Probfemde/l)
=fax) oldugnu gésterirset ,
fa(x) e6lgilebilir alur.



| i 289
1= |£f)] A olsua. = f"ASf‘O()SA :

200 £ £4060) £ £2(x)
' mid

e

=) gl = F(x) “die
A= fRO>A = ALfX) = —A <ALFK) | A pozitif, g0akif
mid ¢ Paaadsi, 3

=a0x)=A " di. { de |E]<A idi.

ffi- f(x) <—A olsun. = flx) <—A< A
atd

=) g(x)= —A dir.
Bunlarin enwcu  olerak J
f&) , |Fe0) €A
96=mid(fi0),f200.f200)=5 A , fO>A = fA(X) &
A, f00 <A
=> 9  plsulebllic oldugndan fa da Slsilebilicdir.

’ 16.10.96 JGarsemba
4 Teorem in ispats ¢

ispat, (x:i)_—_i*_(g':? =2 (2,m) TR
9°f §1§;(x) = 5(f00)
YVET, igin (90f) 'MW ES 2
(9of V) = £-4(5-w) (ters eriats tammi)
LY surelkli => ﬁ;:.{v) €Ty (svrellilie taim ) (50)CY de agibtir.)

£ dlsdlebilic = £-1(g1v)) =(g0 f)"w) € S

261k

O helde bilegske -Fonlr.‘s,{jmu ok-dlebilir fmlc.symduc.

S.Teorem * | ve \& , (X,8) b'lqﬁlebu'lik D23y Uzerinde +aumh ve

s

reel degerli ole ) lebilir {‘onh..sbonler olaunlar.¢’de IR den

bir Y topolojilt uzayna sucelli bir fonlkesiyon olsun. Bir h fonk-

sijowny  hiX—Y , bigininde tthlaJal;m D)

X = h(x)= GV, 9(X))
taktirde, h fonksyonu da blelebilirdit,  (Jspat Yaplmayacak )



YUiX=—2IR , W X—)R =% .é:;g?—a\{
X = U X —) (#:(x)
VPL S S e
x—>£00 = (U),900) —> BV Q) - L
' h= ¢of_3

6.Teorem * (x,s) bir olquleb:hr w2ay olcun

a- Uve 9, X Uzerinde +aaml ,olc;u/eb;hr iki reel dfj:'e/f‘
fonksiyon olmak Uzere, f=0t{¥ foksjyonv da olgulebnhrclar

b- Ejer f=Uti® Larmagik ded’efh,olqu)eblhr bir fonhswon ise ,
U, Ve“!i.;ln ‘de X Uzerinde birer 8lgiilebilic fonk.si Jcmdur,&if'.

e~ Eger fve g, X Uzerinde +anml ,kermagie degerli fonk -
siyonlar ise , f¥g ve f.g fonlkshonlari da dlgilebilirdie.

d- Eg f, X Uzerinde tarmh Larmasie degerli dledlebilic bir
fonksiyonsa, |X|=4 ve f=o(f| olecak sekilde karmasik deferli
olgilebilic bic o forksiyonu vardir.

¢

L] t »
x = L= () (x) = P (LX), ()= V0O +£8(r) a

IR? uzerindelkl wetrl  X=(x,X2), Y= (1yY2) olmak {zere

A(XISI) = @g—yq)?f(h-yz)t
V2,2, € € ve zZ=XtiXe , 2, =Jff¢'ya olmak Uz e
€ Sarindeli metri§i syle 4aumlayalm ;
d(zyze) = |z1=22| = [(t1Xe) =(Y1#+{y2)]
= | (egp)t i a-g2)]
=\ (Xry)2 + (X2-y2)?

Olur L, burddan d(xiy)=d (2¢/22) oldvgu gerulur.
O halde IR?ve & Bzesindei +opolejiler aynrdira..
§ Hor Lamapie saygs R2de bic ikili Lk geldiginden.|
=> G ,0x) = VX)L V(X))  sUrellidir. |



L Loy

X 3 IR % - @

341
S. teorem den '
f(x) = (Pole) (x) =p(k(0) = P(Vgx),9(0)) = VOO + {18.(x)
= f=ut+{® de olsilebilirdr:

I.spé-f:i b= o siklian “ersidir
£

4.teoram lulloulecetk .

X— & 2 R
x —> £(x) =0x) +¢ @) ;—) 9f) = g (ux)t1 Bx)= vlx)
' o
f) ( ) J(f) Z f:Uf‘i'(.O
of )ty =.9(€0x)) = (x
(9 J ' 4.teoremde
£ dlgilebilir idi.
3(2.)-" Rez =U  alalm.
d T—r-diR

2 —5(2) = Re z

(dt) ‘i’(\(zdz) isin 2
fofol?_j; <) i ' :
(hotulatma) £, Xo€X de sirekli €2 XY(Xn)ew€ X isin X\— Xo ise Fxa) £ (%)
2N T2 &

! \ kel bism reel’e
Gatiya) = (x1{y) => Xa—>X /.5’1"—)3

sSaal kism sama Jakmar.

4. teo,

f elsblebilir, 9 sirellf -> (9ef )= 'f‘ants:donu Slsslebilirdir.
Enzer selilee , o(z)= Imz alirsak |
(9of) ) = Af )= @) blsulebilir fonksiyencur

R/,
Son olywak , 9(2)=[z] ahnrsa ,

(3of_)'(x.)=w3(f('x))=lf(’f)l rl'dlqb'léb;‘h? ﬁm&«s@ondur_//
lf(2)] =Jub)2ru(x?  dir. —

l'spa'f:[/ c= 8. teorem kullaalecalk .

¥ abyl edzh'm ki | £ ve.a reel degerh -ﬁmk‘sn&pnlar olsm.
X = klX)= (F60,900) = @(f0),500) = £)+9(x) =63 13) (x)
¢ gt 118 Shp—5s 0

2
- =) (Sh4t St
mt) — ¢lsit) = s+t En—+ J i ")su“;iﬁ )2

(Pok) &)= P (ki) = F(Fodg&)= £6)+300) =(F +3)(x)



=> fPok = f+9  S.teoender’ Pole alilebilir ;colegisiyls
f19 ‘de  olsilebilirdir. (Reel deferli fontksiyonler igin ispa_-t-ladzk)
£ ve g, karmaste deferli, Slgllebilir b’ fonksiyon: olsvn,
f= U+4¢® , g=Stit -'SU/&/-S,T& rea| dg'efh' fmm:,mry.:ﬁ.n_x.,
ft9= (bts)tc(Vt+t) ol |
dahe Snez,; f bleblebilir ise v, nin Blsilebilir oldvjuru (6/b)
ve fee) dﬁ'ie.rh‘ il ]Q:nh\s\nyanm {opJawnm d.'-.x.é'lgijlebﬂ.'r old{junu
ispatlo dik. © halde v,0,s,t Slsvlebilr  feg) dge/h' fanks{jonfard!r:

f1g=(vts)t (9t t)

Bls. Blg. =) kamagie degesh’  olgvlebili fonksiyondur.
Feel dep.  feal d§7 dff (6/&"%\) /7

oimdi , f19 nin  kamsgike dge/h' Slgllebtltr fonlsiyon oldyginy orelin.

T IR — IR

(Yf:j) —9¢(X13)=X& surellidie, ?
£ ve o reel d.ej?flf Il fonks(yon olsun.

x———k—-alﬁz——-———')H&

x = k)= (F00,900) = B(F1),800 = F00-30) = (£.9) (%)
= kof =fg obr.
SJ,-&eoreMdeA bleyi {9 feel degerli fonksiyen olsulebilird)'r.
F olsblebilir => 6fb der v9,5t Slgtlebilirair.

f'.g-'-(u-n'@)(.sn'i):(Us:jt)+t'(utif5)z b ma ik degerl)

ols. ols.
ree | dtj ree | d.af. é'IqUIebfh‘r_ - foﬂ’tély(z;l:g;;‘ ;
ispot , d ~ E=FxeX|f(x)=0] ve T bel #3liaief Jp

- Pegombe
Y=& =50} olsa. \ﬂ,(Z)'-',—:T % T

Vz€Y olmal Vzwe bir % fonksiyenum
xX(x)= W (fix)1 %e (x)) I X EX

=) «(x) =@ ((f+%e)x) = [ Qo (F+%e)] (x)
W= Qo(ft%e) oln Aradi§mz oL nin  bu oldygun v

Séakefe,lim,



¢ ‘ 343
g cX > Yobul edelm ki  XEE olsun. -_q

=2 @elx) = dir (tarnmdan )
XEE = (x)=0 i

XEE Tein et lx)= tﬂ(f(x)r?(g(xl) = () = T = {
0 ‘!

Ejr XEE fse Xx)={4 [X(X)|=1 din

£= |f) ? éetahm,. | | |

§ |1 6x) =|f(x)12 flix)=0 , |f|(x)=0 = 0=0 d
tebul edelim ki X€E olsun.

= %W =0 = (0= LEr%ek) = fﬂ(f’w)

- frec)
¢ —
% = Yecol

=) fx)=&K&) |£0)]
=) f= L lf'
f Slgilebilir oldygundsn (4.&!:,5&% ‘dan) E €S dir.
(7-Toum Somna bak) = Zg fonksiyens -clsule!lrdir.
f ve %e Slsilebilir => £t 2 de  blsilebilirdir.
J2l#0 oldygundan (z€Y=a=503) ¢ sirekl fonksiyendwr. )
4. te.orwlde/l dolay “Qo(ftie)=x fonksiyom OIquleb;h‘l'dtr. P
#oanm: | = =[~o2,+ =07 (genlsletilmis reel Sayiler kuwz.sl)
R kimesindeli aql Lumelerd ; (s%),0-+1a),(a,+29] bicimindeli

timeler Ve bunlerin he hangl Sqyidasiain rlesimi oleak
{an;m'layahm.

F.Teorem * M, X Vzerinde bir - abiri ve Y bir to polajite
L2ay, F:X =Y foaksiyon olsva.Bu talbtirde > (Y=(-25+e])
‘a— nN=3scy| f-*(e%_ém 1 ailesi de bir §-cobiridir.
b~ £ olkulebillr ve €’de Y/ de eir Borel Limeyi M€
cl(e)e m dir



c~ Ege Ye[-w, +e2] ve her X€lR [gin f-\(fe,4>=]) €2
Tse £ olsllebilirdic. ishr |
d- Efur f Skilebilir , 2 bir fopolejik v28y gAY =l bir
Borel fonksiyonn ise ve h=gof [se bu taltirde
h: X—r 2 fonksiyorv ds  Slgslebilirdic.
f.spai:// a- [ ftX —Y f-l(if) = X (é'(-éca)?}:f 5y
=> YEL - '
f19)= ¢ => el
S-cebiri  olmast isin 1, bzl sgfmda.
- YAed slalm => Ef\ ey ? (Y-Aen 1)
f1N=A) 5 {:;'ng)-—f*'m.) = X-£-!(A)

_Em
em

AEL = £-lAem
= y-Ae JL (. ozellit s%lm:r
(= (Aa)nem Wy JL da :Ir dizi olsvn. ng A
= £1( U An) )= Y f-l(An)
¥nigsin Ap €L =) Y, f-!'(A)e?? dir
= 0 fl(Anlem ol = 0 Ar e oo = (0,1) Bsileblly
ispat ) b~ Lsbul edelim Ui E,Y de bir Borel kimasl ol\sm_l”_fz?d'r’
frXx—Y Slstlebilie. f-\(e)em 7 e

kabul edelim i , ACY , \‘deki +opolejiye S9re herhsrgl

=

/

bir agik alt Lyme olsvn.
. VA<Y
f dlsblebtlir =) £-l1(A)e M (Her A 85¢§1 ﬁ;fn)‘
= AENL olur. |
w
=2 Y deld 4um agl'ta kumeler N, S-cebidnin BT e[emamd.fr.
O halde Y Uzesindeli forel cebiri N, S-cebifi +aafindan |

bopsanife Yari &£ C 2



Rorel <cebiri =) aqklert fsinde bulundersn &-cabfe (- ;?45
? £ da B-cebid. (aqiklot 1ginde bulvadwrur.) g ‘
EELSCN =2FEen =>p-NE)em olur.
ispa‘t// c— Y=[-v+6d] ve YXER [sin f"'((o(,+aaj)em

ise f dlsilebilirdir. '
£ t00]) = xeX | fl)€ (¥ +o=] §
=fxex | P> em jse £ Slellebilr. ?
Y:t—m+wj Jdie,
N=fec(e,ree] | f-Y(e)em §
VXEIR alalm., XnEIR ;| xp <X , n—200 [e)y odp— &
(¢n SegisL Spafidan artaral, limit keaumunda oye yokinsar.)
Her n isin , £\ ((tn,102]) ENML  (ipoterden) ~ 4
=) (p,te9]e 2 din (Vs =)
f 't em idi
! oo
[-oomx) = 2 [-e=,n] =n9' Cy(ctn, t2] en

=L =
=

VB slalim. ()= [-so,R)0(ted] € R 0 hlde
- EJL = -
;{Jz_-:fgct-ﬂ-‘w-aj}f“-'(e)eﬂz 3 %
| ik vepeaee]
A f"((b(,’f"’:l)em dir.
'; £ f-l (t_-o/x))‘ém dir. =) 70 Bl Slebi)irdir,

= PV ((p)) & M dir.

/4

~80.10.96
I. Ugaulama Gorsevba

{= fveg,reel degeli 8lsuletilic fonksjyorler ve <€IR olsun.
Asefidati  fonksiyonlen elsdlebili olduguan gosteria.
slcf | | Bft L) fhginl g | L o)



qé'zﬁ'm// o~ cf Slsblebilirdir 7 - YeteR, xeX)<cfry>afe s ?
i- <=0 osw. = [ef)o=ec.f6i) =0
=) cf sabit fonksliyondur. (sabit forks clsiilebilir idi)
=) if Slaile bilicdic, ;
i1~ <>0 olsun, u-&éle ¥ rf?xe’)(l cfx) >":x'-j éS -?.
CRE. fxex | f oo Z}%—'{—)I ( %= dosor)
= IxeX|fo >’ J €S din,

(- << olsun. YxeR, [xeX|eft)>x3es ?

=fxeX| fo0<K ] (Z=ulcr)

=‘{>'<6-X| f(x)<oc' les dir

0 kalde cf &lsblebilicdic.

b~ £2 olgllebilirdir. ?  ¥xeR, {xex | >xles ?
(- %<0 olsun. = JxeX| £20 >xJ=X€S { A=F121]
: A f:A IR
= £ slgulebilicdir. 13l 22

fOO > Lim A lumesidir.

?
{i- %20 olsun =) jxex|fix) >«3 & s i
_ &S

= Exex)_fq}?ﬁj U ?xe)llf(x)k-{o'c z
= IxeX| rézgf):'oc les ) frpx o |P)] > I ?
= £2 olslebilirdsr. V =) =A< £ < ok .
c- fty Slslilevlicdit. 2 JxeX|fx)tg)<<JES ?  VeEr

FRORa)<x => FI<L=g00) . D Segut Medeuatil
_ L Acgimadysn Korah :
=) 00K F <od-g(X) 0.5 Ir€Q. \Herhayl ili reel 33y
dajincla €n az bir
TxeX| f(x)f\g(X)("‘:j’ =¥q[&£ﬁf(x)gj ﬂfxéXb(x)Eof—rj] rasyoml Sayr vardt.
~

3
? r

vxelUse alahm .
ree

3req , XeSr oldiwidan

| R [ [ S|

| | A | | |

1Y 1 i i 1

) . — T— L



XE SxeX JF)<r? = F) <r } =

XE FREX [§00<t-r] =) 960 < o< -1
i

-

= FOOIX) <rraF =& =5 LH)1g () <o 4
Ters kapsoma  gos4erilry oldv. Tassine j kapssusyl gosteelim.
Vx€ JXEX| £O)Tyx) <XF => f£(x)+5(x) <
=) f(x) < &=3x) { chB4BE
= fR)<r <xt-g(x) oy 31"6@:
fOOKF => xe x€X | fx)<r §

r<o=gx) => g(X) < t=r =) x€ xEX| 500K X-r F
= x € JxeX| fo)<r § n fxeX| gooct—r § 2
=» xérga[fxéx}F(xKan Ixex| g <ex-r §]

(X veriler lebwelein ssleritlvinin de elevondi. 8y enaz  bir
revyonel sayi igin defrv. oldgundisr , X ; buplerin birleslminia devici,
eleviaal olur. )

Uapsame do g8sterilamls oldu-
= xeX|fois<xIeS ve fty blsblebilivdir.
d- f.g dkilebilicdic. 7
Gaibny (£.9)00 = 4 [ (P9)b0 ~(F-9) ]
f+9 ve f-9 8lsiilebilir, idi.(f13)2 ve (f-5)2 de dlsdebilir ,
dola&m&)ﬂ bunlen farklert; (f15)2 = (£9) % de olsble bilirdie.
 Bir Skelerle carpm da Bleilebilir oldegunden (s,b,e” yi bullssst)
=) g dlkilebilirdic. y
e~ |fl Slsulebilirin. VeR, txeX | If) 2« e S 2

Gozim

i wdo ¥ SXxEX| o] 3 =XES

1= %50 => §xex|lpml>« = xex| £00>x30 IxeX [fB)G= |
' =3 ~ Hc] e

=

= $xX€X| If| 7=} €'§ dir. If] ¢leulebilirdlr )



