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8.10-96 | sAct
Serbest Velbtorlerin Taaum *

Uz.gjdé A ve 8 gibi iki nokte abndiginds ,bunlardan

birincisini béﬁl&fd’l‘,‘ ve ikincisiol bitim noletas: olarsl (Seretlersel ,

bgyle rokte Giftlering ,sicalarmiy aokta giftler)' cimlesi denir:
Sicalarmy  nokta giftlerinden  biriai slp, dleleve yaparsale ,
sonsiz. kane nokta gifti elde edebiliriz.Bu giftler, czel bir
zimf olysturvrlac lei , bu sinfa, verilen cimlenin bic denklile
snfi - dent:

TANIM 2 Serbest Vektor: Blewan el swalanmiy veltdr qiftlesiaden

olwea bir V comlesinin ,a\sgxdau bg:nhlar: &3"9&&“ bir
delik Simfidir. 5

¢~ Her swah nolte gifti, Jefmz bir sorbest veltor kelirdir.
(i - &ir oteleme il Ustuste gabisen her sirah nokta gGifti,
aynl Serbest veltory belickin. A ve & swalaamy nokts Gift-
Jesinin belirled@' velbtdd ;AR , &—A Veys a  sembollerinden

biciye gé'a-l:ercceé i2.

8u bilgilerin 1§51 altinde, AB veltorinb belicten elevsfert. .

-

soe swalayabiliniz *
i = Yeltdrin baplagts ve bitim noktasindan  gegen do§ruun
dg’jrblwsma, ve ktérvn _alggrultusu denir. _
11 - A'dan 8 'ye giclen d&éne ,vekta"rﬁa_‘&@ denif;
(i = Ale B aresindati vzaklja de vektorgn modull cknir.
mod A& = |A&]  veys moda=|al ile gosterilir,
ki vektardn ; deirultusy,ybnj ve modUli aym ke by

veldorlere deak (esit) veutorler denir.

TaNIM @ Sicalermig ikl nolta , Ust Oste Gakistignda ; elde edilea
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weldbriin, dd§ruity v ydni: balitsiz ol Modikfesifirdir.
8yl bir- veltore sifie veltord deme. Modillj <1 volen veltire (se
blrw-wek-{or:.demn Uzayin . harhandh.:h ‘noktasindan verden. . -
Veltor lere deal. vebtorler gizilmes ys elde. - edilen: e dyni- ok~
tadsn opgen, yooli dejev pagalen aasinda kalsr o squsina, bu
ki vekdsrin ags) derir; By jse 0L ST Seblindedr, |
Eger bir wldorim. kaslonpig - vio ktasi el herhangi' bir
Noktays bagh ise , boyle veltorlere g’: vekfor denit. Eger bir
veltor, verilen bic dd§ru U2erinden  ayrilmiyorsq boyle vek%orla'e
de kayan. Me’ denif.: e i
TANIN * Vzerinde: bir \33/\ belirtilwig -c\cﬁr@& elsea dea.

Bic ekser Uzerinde alinan her ' AG. veltdriina - bir <ebitse | SOl
karsihle getinlebilin. 8u cabirsel  saywn. mutlak dg‘?eﬂ; verilen
yeltorun  modiliny  gasteren Sayidi: horet! de; vektorun Jé'ri}
eksenle ayt yonde ide pozitif) ters Jé’nd@se Negatif olur
Yonh ; |AB) veya =[A8] bigimindediry: |

Sonvgt Ebsen Ueernde ahng AE veltordnin cebirsel dejerini A
jle Jc‘a'aterirseh Abt BA=0 olmasi ; A= -~8A wolmasinl  gerektirit
o A&18A =0 &=> AB=-&A ‘
Chasles 6@10{'.!6: é
Rir eksen Uzerinde A,6,C gibi he/'han&i e noHa alinwrsa )\ v
noktalarin sirast ne olursa olsun , AR+ 8C+CA =0  dir. Bu ISei.l
AB+ BC =AC olmasini gesekticr.,
Ab+B8CctcA =0 => AG+t8C =AC
8u clucum gmelleafn’ril{r&e s MA2,..., A0 gibi, eksen Uzerinde

alinen noktarn: sirest ne olirsa olswa ;



AIA?.“' MAJ‘?’---.‘*"HA-].A()-“‘AAA‘ =5 {9 _ E SURAT

dirElbsen Uzerivde alnan A ve 8 noktalernn ‘apsisker ,
a ve b ise , AR ‘veltbrinbn bv-elsen Yzecindeti cebirsel
degerine X dersel , X=b=a. G ik, chashes  bagin {15!
gazdane  obnirsa ;
OA+AB =08 => AB= OR ~0A => X=b~a
elde edilic Ayrica, eksen alosruh‘:usmda alhnen. bicin
veltér U ise , Al = XV = (b=a)¥ :elde edilirn
Bir Vektsrin Bir Slkalerle Garpimi
8ir a veltordye ,bir A skaleri verilmis olsua. &v vek -
torle 2 skalerinin., a2 veya Qa  geklinde a&terecgﬁmiz
staler gerpimi ,ésgudau ozellieri s%‘la&a/\ bir vektordir,
{ = 29 vebtorinin c’@'rul-tu:-u 48 in veltersain dggrultusyyle
Qymdir. L ied
(t = Na veltordaln ydnl ; A pozitif ise a‘mn ydayyle qym
2 nejaﬁf ise a'nn déinu"\jle-:-.z-iftar. $l | i Pedliideal AR
i = Qa’‘nn modlll; & ‘tin modlll ile A 'nin - mutlak degerinin
Garpmina esittir

Rir veltdcle bir skalerin Garpmint geometrit oleral sdyle

&We biliriz *
i S ire 2?#%

Burader S0 sonug ler sdylenebilie

1t~ da3=a2 v= A(-a)=(-2)a=- 2a
i = |2al=la2) =|2).)al vi— (-2)(~a) = 2a
di- f.a=a vii= Apa =(ap)a =pu(na)

V= 0.8=5.0=0 vidd = (A+tpda=2a+uas
- 3
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TANIN: & Ve b ik velbtor olsvalar. ﬁa,sl&'utq» noktast ; & vel -

t3rinin bitim nolktasina gelmelk Uzere , b'ye denk olan
veltord gizip , &'oin ba,slanalq “noktasni b'nin ug noktasina
biﬂ‘@ﬁﬁﬁd\iﬁ'ﬂ'!ﬂizde ~elde: edien yeni velbtore ,& ve b vektdr-
lerinin toplemi denir.

Eger vekt&-lsed‘lsw itiden Afazlaise ymi; 8,0.<,d. 9ibi
veltorlerin. toplem sczkonusy ise J

atb=X1 ., Xite =atbtc |

olr. atbtc=X2 .demsel: ) Xet+diqtbtetd ol ____
B selilde devam edersek ,n-tane veltorin toplov) Bllunur.

 Veltdrlerde toploma geometrik olaral sdyledic

‘a vob veltorlerinin farki se btX =a e,slﬂ-:'jfn'c .g.ﬂ?lajan‘
X veltéribcie. X =8-b. geklindeldir. Bunw da geometrik olerak ]
Sabit bir noktadar ,a ve blye denle ki velktor q?zdi\‘,?r'mizde'}':',
binin bitim noktasni, a'nin bitim Hektasina -birkesticerek
ek ederiz.
Dogrultw  ve moddlY -adm,faka-b

2 M2
yonleri ters olen: vettorlere ,z1t veltdrler
=

denir. / /

Burtada, su \Sonuq)a?: so:jb\ﬁebllirizz
3 28 : i &

- b+(-b)=0 L

i~ a=b=a+(-b)

tii= =1.b = -b .
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Teorem : Veltdrel +oplerids, defisme ve- bitlepme Ozelliklei varclie.
abc Ug veltor ise 4

atb=bta ve arlbtc)=(atb)rc -~ olur.

Sonug * Herhey!' iki veltérel +toplamds, terimlerin yeri
isteni) clgi 9ibi al%’ff,s'{:ln' lebilir.

Sonug * Serbest velktorler ,toplana isleming gére bir tamiicr
tatif (dgismell) grup testil ederler.Ginkl, serbedt
veltsdrlerin kimesini  E ile gbstericsele

i~ 3bEE ; atbe E. (kapahlik)
i{ = abjc€E > atlbre) = (atb)+< . (birlesme). s ¢
(i~ ae€E : 210=0ta 0.y OEE . (sfic serbest veltde)
(V= a€EE: at(-a)z(-a)te =0 0.y -3€E. (ters veltor)
v= ob€EEZ atb=bte  (dgiyme)
(E,+) defiyveli bir gegtur.

Teorem: & ve b iki serbest vektor ve 9 bir skaler ‘olmak.

Uzere , A(atb) = Aat+ab Hbir. Bu curum gerelleytirilicse
A(aitazt...+an) = AaytAdat .. ¥ Ag,  din

Sonwg ¢ Skaleclerin  meydana -@etr‘rd@f bir K ciomi ile secbest..
veltorlerin meydsns geticdizi € lkimesi gdz0nine. alnrsa,
Ve}c‘tb’r uzayi at\s\ijomlar: scg»‘!an:r.

T1:  QbEE ;1. atbEEL . (ugpalihb) |

Tz* 8pEE: atb=bta. (dgisme)

T 3,bc€E. at(bte) = (atb)tc . (birkese)

T4t a€E, F0€k = at0=0ta =3 (birlm elwvisr )
TS: o€E, JC)EE = a+(?-a)=(—@)+a =0 (s eleman)

Gt VAEK, 8€E i Aa€E (uapsliht)



G2t WuEK  8€E o A(pa) = (Apm)a o (bilegpe) o i ionolT
cl: Aek ; seE 2  .4a=a - (etlisiz eleman) |

Pl MAEL ,a€E 7 (Atu)a = Aatmad

-

02 A€ K, ajb€ B A(8tL) = Aa+ Ab oo Yalcias.
ozellitleri - saglanie.
TANIM® Q)% ..., 2n lec stkalerler ve &),82)-..,8n " 1@r ide. ..
serbest velktorler olmak uzere
Aay+ Aza2+ .. * 208 .

ifadesine S veltdrierin Hager koy_l_i_n'naaﬁonu denir. Eger °

—————

A&yt A2 @24 .t Andn =0 e\sitl@'i Joitdn Ad (¢=0,2, ...,n)
katsqyilarmn sifie. olmasyls: momkin olgyorsa !, yaai 2
N=X=.=20=0 i 8),82,---,0n vektorlei ﬁwbﬁ‘:@Snadlr
denir. £§¢” A{'lerder' eniaz biri sificdsa forkl olygorsa .

by duromida &), 2 --.,an Serbest veltdrleri meg bg’rmhehr deni'r.

Teorem * 3;9z;..., as velktorlei lines bgum\:ta Ise 15.!0-..-9&-/5&(.1

S ———

bunlann iginden kjelf@bﬁm‘l Segilen p-tane \ve kdor de lineer
ba}lm\s:zalﬁ: :

lspaty | &/, <=4,8, 0 Vel totlert - lineer befmiie oldugundsi,. Linesr:
bgmasizhle Haon @ Aoyt A az totAran =0 = N=l2=_ T =0
olarak s‘glamr. 3 ’ler fgerisinde 3@!:‘\559)'20.! Seq-l:ijt'mfz p-tare
veltor; bi by, .., bp olsun.8u veltdrlerin linees lombinagyony
sfea epitluise ,  uy by tugbs f.--:f/tpbp=0 “den
JUEPLE e FPppE O S Ginkl by son evitlise ; bt o, .. ,bp ! —
leria: diginda: kalar a¢ “lecin lineer kombinasyonvav Latip
sifra epitlersel () deatleving dsnulie ve by deklem 9vY w

Ebm atsapler ve  pi ({21)2)2.yp) - Sifiea. esit olie.
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Sonvg ¢ Sifirden farkly her a veltér) lnegr b@m&zd«‘. Ghate'S
Na=0 dan ,a%0 oldx@undm (hl}?a.tez 3&3‘?), AF O -'Of..‘o‘cb'c'!
Da#0 olurdy. O halde - A=0 olmak zorwds 'olurdu.
Teorem : Lineer begmh bir vebtor sistemine:, -haﬁai velktdrler|
tatarsak \atalm , elde edilen veni veltor sisteni’ de's x
lineer bafmhichr- U
isPa‘t/y 81)82/-.-,an ‘ler linees bsi'fmh bir vektor sistemi olsun.
Buv dveumda ; Nart ezt r hyap t-. i paa =0 (1) ise
bu slstem linew bgrmh old@mdm. t21m l_gerg?{ Lenaz bir
N, #O vedir.Bu sisteme ; by, by, .., bp gibl yen' veltdrler
Latip, bunlarn Lumdnin ineer lzombfnaas\yanmu sifica esit -
leyelim . Yam
NartAgdzt . A Auautoot pybptpadpt.it prpbp= 0.0 @)
%i{l@'nda o MU T = O dersele (1) epn'—H{j‘-{ elde
edili. Bu taktirde A, #0  olur. O. halde (2) em'tl.:s;“m'/\ olmasi
icin +Um Latsayile sific olmale: zocunda defildic. Su nedenle ,
1)82..., 30 ,bl)bg ..., bp ’ler lineer bf'flmlz olwaz._dmf
lineer  bafimlidir lor. 8oylece . teotenin iddiast gosterilmiy elur.
Téorem'i.&f;r veltordnd buluadursa ' har Vekter Sistem! )ineer
bggmhdu‘. . 2 AR
I'apat/-/ 0) 81,82, «22,8n . Yeltbrlerinden olusen sistemin, lineer
komblnagyomny  sfirs evitleset ,
POttt Qpazt--.t dpan=0 .. (1) t Jusad,
ol x.0=0 .oldﬁu igin y pt0 oluelk segilmis olsa
bile (1) de bir defisiklit olmaz. O helde (1) epitlfginia
Sglmumasl isin E4m Latesylaria Sfir olmési serekmez.

Ru shtem |incer bgrmlz c!ﬁ?l"dl'ﬂ L ineger blé?{M,IC'“r.




Teorem: Lineesr b&mh loir veltor sisteminde en az bir veldorm ..
diselecinin lineer ltombl'n.aadenu selelinde  yazilabilic. Lyt olerale do
bir vewtor disederinia linear: kombindyyonu olarak Vel ise
bu veltor sistemi lineer bapmheif.:

l'.sfa'l:// &8z -y 80 Veltorleri linger begmh ve

MAtAzaet -t Mhaa=0 - )
dir. &u sixtem linees bapunh .oldvjvnchn-;,-hatsiqjtla/daq en az biri .|
sifirdsa farkhdir Burada ygenellilten. birsey ~kaybe tmetsizin ,
M#0 lkabul edebiliriz.8u taltirde ,
A =~ A28y = APdQ T T An@n
olr. & =( %i)az #i- %‘L)ag thuil f(- %f-) an
Ypeihe. Suradar &4 ,dijer veltdrleria kombinayysny ol dy3vay
belirtic. Ay setilde: digerleri de gasterilic.
Cosit Olvak > e o) = X8, + X3 83 oot XA
scllinde  yazilabiligorsa ;&7 dife Aaafe ahedalk
-~a)tXza.t X3agt...t a8 =0 _
elde edilir: Bu ise a1'in (-4) ile 9arp|1d5w \jb'siearu‘r. (-1)7 0 dr
0 halde bu Sdtem, |ineer bﬂ'mhoh(.-
_ | Velktorel Fonksyenlar: 2 oo

TANIN ¢ [ti,42] aal§ine ait her t skaler d@n\sh@/ﬁfftﬁ, kelirll bir
burala JBIQ bir © velktory lanyilik ge{ifileb}hb.orsa bu Q_/_ek—.-.',;‘;
{orvne & dff':b"em'hfn fonksjyony . denir ve r=r(t) il 355£en'lfr:

Sonavg t C=r k) vektord , [,12] sel§nds L na bir forksiyonu
ise, bu veltoru, blleyenlon de, aym dalbkts + ‘ain forks iyon —
laridic, Karsit olarak , o vektariain her bile s enl [{’,{,-sz ya-

hjmda, t'nin bir fonlzé@énu ise r veltor de g0 aralikta
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tin bir fontsiondunginbinaiFnle) disa  XeX () ,y=y k) ve
z=2() dit. (Posvatrit gosterin) Ve ,
= Xit) - 1 yit) Fta2(t) b (velktde) 35'34&,5,,,) - seblindedir.
5mel¢.,, F=24+%¢ + JtF+5k
r= {cost tfsint tlt

TANIM o S Uy S0, 0 S Up S oo ..., g SUp & %4

arsliblazinds  verimis olan WUz, --e 08 \_9:"(9:' n-tare Sefbest
deBisken ‘alslm . E§er; (vi,0p, -, Un) 9ibi » her | n-defer &&'rm-—;“
sine bir r vektory kagilie gelirse , r veltdrine
UiyY2 ---,Un degiskenlerinin fonkstyony  deair ve
= (V4V2,--pun)  peldinde Jé's-éefﬂff‘. Ayries bu ve kterdin
skaler bilegeslerinin  herbinf de ayn aralikts /tacbf;;ﬁ kan lf
fonksgonlerdm Yori r=r(uvz,--,0) fse:
X= X(U(,Uz,.-., ua)
= Y=Yy (WVzseeydn)
2=2 (U2 4= -=y¥n)
dir.
brae y L <<
R = 19cos@es© 1 f.903 U sin® + kgsin @ =ir(g,0,9)

% / 053'95277' / 05.:35 R O’Mf?h-‘ gzm/

Vp=g V=@ uvz=@ din
Not : ¥ ,veutdrel fonks@oamda:,—, fvu velc'téfJA‘_Pa.slaglq noktagsini
dsima sifir nobtastas ga da o(jlne golusik dupunzag:z 8@1@@
r= OM 0?5: bagh bir vebtor elde ederiz.Yon' r=om , M
noktasinin bir yer vektorddir. r velbtdrdain herhanpi «defis -
kenlere be.ffh olerak dsz.SMecd demele /U284 da M roktasinin
bu defiskelere beflt olarale  yer defivtirmesi cemeltir,




v E8ri Degllemleri- . )
8ir defiskerli velctorel. bir fonlsigonda =0OM e veldo ronda
osterdisf noktalerm: geometrie yeri bir & grisi olosk adlon-
dicthe. 0 halde g boyutlu Uz2gyda bir. < &risinin ve ktanely ve::
prametrie denklemleri r=c(t) ise ;
MEX (8 (s adi b Ll B IRART
= __YTyli) F
_ z=a() e Sellinde ifede edilebilit.
Oraelk J r={Rcost tjRsintitki0._.(f) -, X=Reost y=Rsint, z=0-_(2)
ve X%1y?=R%..@) olsun.
(1) ile ifede edilen denkleme ,gemberin Velitorel denblew,
(2) ile ifsde ediler derdeme | gertoerin  posve trike denllov
(@) ile ifede ediler dortleve , geviberin | ko tezyen koordinatlerdats
denllemi - denifs - znicit |
Sme.lc” Rz ¢ acest+ jasit t bwt denklevi pysvetrik oleral,
X=awst, y=asiat z=wt - helis. dealklendin
braeky v= (t-1)1+(Ha)7 +(F%2) L
| xed | g8 2 | 2=(F2+2 Ty smid
Y= 42 =)y Y= ()2 =) y=EX X td  yUzeyl ez »'tafz
=Xz =\3 duz@lermm arabesitinden ibavet bir gr: Oo:;{mf:
22.10.96 | SALL 4

Yizey Dmklemlcn
It dapislenll, Pw@mefnk (mr veltsrel a@'dcwmda Jr=0M

Yer velktorinun gosterdifi M noltasimn  geometrik yering  bir
Yuzey deair. £5rilec nasil Wi noktslern haseke tindon  olv -

\sujor.s&, J&uj!er‘ de. ejr:lﬂrfn harelbetinden oluyuf, Gunly
Ylizeyin veltorel deddeni 7 r(v,8)=>

X=X(u,e) g=g(u;u°) z=2(v,4)



olur.Bwads Y=Vo sabt tutulurnya, r=r(uv,Sc)
Hel Aa;f{{)l.m i bic (<o) 3;(113:' a&{en'r- Yo in Yering

Y = almirsa , baska i (co) ‘e¢frisi elde edilin

Sv halde ¢ ‘Ara dgtheégle Fer(vive) fn o&;{q-d.:‘s';' oS

) ejrfsf defisir Yy hareket eder.
Agni seleilde == (o, 8) gl bir dijer ejti el edilr

Burada U=Ue VR $=¢, g?ra'lerfm ) Paavetril ﬂ’rﬂv denif -
Ornely T=iRws@ers® +JReoslsin® T RSINK
X = ReosLeos®
M= Reralsine (=2 XQf\nj 2t22=R%  (kbre)
z=Rsin
Veltorel ve Skasler Fonlksiyonlarda Limit Kavrami- ' .

TANIM * [éq,t;] aralg‘mda tanmlt f(t) Stksle -fonkm_'j onw- fle

ayn) arahita taamlaamy ,r(t) veltorel fonksiyony verilsin..,..

fi(+) ve r(t) {onksfjonhn fgin , €£>0 {Takﬂildijf ader buguk)
veyft bir sayi olmak Uzere. , £°a bagh' bit S(2) seéqsi
bulnabilirse ; oyle ki ¥Y€>0 , 35(g)>0 3 |4+-tol< (E)
= Jrlf<e .

VE >0 5 IT(E)>0 = | ¢ ~o|< §(e) =2 |f(¢)) <€ olsvn.
8y durvmda, flit) slkaler fonkagmu e r(t) vektarel fonk -

\SiﬂOﬂU/ t=4p noktasinda sifir imtine sahiptic denir.
£E>Nt\o fit)=0 ve {ﬁ'{a r(t) =0 veya

tote ) f)=0 e +t—to srlt)=0

5 . W
selklinde  yazihr. Velktorel asielamées) ise 2 +, to’a ne ladas

Yallepirse  t'nin jéri}ntﬁsﬁ ok alf;ga 0 kade da&lé‘d:d{” olur.
(vt’{{af)
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Not: Jt-to|< S(E) Tse |r(t))< & dur. Yani t SqyIst
[to-5(2), Lot §(E)] aralgnda kalinca ,r(t) veltord de.
0 merkezli, £ yarigeph- kure: iginde kalir, :
i. Teorem: Ayni [tz arsl§inda teamlsrmig olea m=m(t) ,
r=r(t) ve x=flt),9= W) velktorel ve skeler
fonkesiyonlart , £=to fsin sifie limiting sship 1eler

n t
a ve c svesyla bir sabit ve bir veltor omak vzere

apgrdéﬂtf skaler ve veltorel foﬂké{‘janlsf de , 4=+19 f}ofd..'."_\.

tasinda  sific limitine sahipticler.
(- m)rreit) ; a.r(t)
d~ m)Ar(t) | pocAclt)
téé <P MEIA APL@) | DsitdE sy leadYal

W omt)cle) 5 fl).rl+) {4 : 4l

l'spa‘l://t'* Hipote ze \gb're mlt) ve r(t) sific i ting 5ahip oldub -
lorindan , limitin taam  gerefince
¢ ¥E>0, IE(EN>0 3 |t-to < 3(e) H|mE)]< 5
YESO, 38,(€)>0 I [£+-+o|<8(c) = |r(#)]|< _g.
Burada Si(e)ve Si(c) lam en &i}qL}:’fJHe- S(€) desel, yai
s(€)= win ?81(£),5,(€)] olerak segilirse ,
Jt=to| < &(€) =>ﬁ£«+o|'£ Si(g) ve |t-to] <&z(g)
=(mfolc £ v |riefs £
olur, 0 halde VYE>0 igia ,
as(e)>0 , 3[t-tol<s(e)
oleral ahairsa ,

Im) Fele)) < Im)| Hirle)] <§+§.

i

s
olur. 8u ise , taam aefeg':hcz () Frit) nin Sific limitine

sahIP o|du\§mu 35’5{-61'51‘.//
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o YE>0,A8(E)>0 I |t-to|< B (€) =>=\_=r(t)|<T§,'"
alinabileceginden ,
la.r (b)) = (3l |r{e)) < lal-,—f—i—:c‘_’ olur ,
Bu ise a.0(t). nin  tdol isin  Jimitiain Sifir oldfunu
355£U|’r.//, '
fspat// 1~ ¥E>0, 35(£)>0 .3 |ertol S(e) =dui= (111 oy
i Im@)l<e<(
-5{ jrlt)| < £ <1 alabile cefimia igin ;
6 =(mur) igin ,vektorel qerpimun Szelliller g8zéninde -
tutplursa ,
(M) Ar @) < M) [rp)).Jsine) < Im@)l-Ir &)
o Cif.SheERC E

olmakla , m)Ar(t) nin‘de sific [mitine esi't oldugu anlegihr. s

i.xpat// el = (1) ile aymder.
ispat, (v -eV¥E>0, 3&(£)>0, 3|t-to| < &(E) isin , W Hegal
Iml<ce<t 1 h g 408 {
era)l <e<l  slnsbilecgindan

Im@y-r)f Sfmt) e ()l |cos@] < |mit)l.lcit)|< gt< €
olmalla , mit).clt) sific imite esit olur. Diger tavafter
(® | ¥E>0, 8(8) bulvaabilir ki, |t-to) < §(€) oldyjunda
f)K €< ; rw)]<e<l olam.au.tawr& 5

[f).r@)] = |f@)Ir)] < e2<g
olur ve buraden da f@).r(t) limitl sifica esit bulunur

TANIN: Limit ¢ (Veltdtel ve Skoler Fonkafjaﬁlsv'ds) (@eﬂe,( ,41,)60,.4,,

e T

(e te] arafjmda taumlaratg ; f(t) skaler ve 5(t) velktorel
fonksiyenu ) ayrica r(t) veltore! fonlsiyonu tle sabit &'r a

vektoni verilwis olsva,



Eges rlt)-a = 'a,(t) veltorel fonkﬁijanu, to' noktasinda
sific limiting sahipse, yani

Ve>0, 38(E) 20 2e-to| < &(E) =2 |ao )= |rit)-a) <& ise
rlt) veltdrel ~fonksiyoav £ =40 Noktasinds a limitine

LT [P S S e

sahiptic denir. \e {_lfmtor(-&) =8 pgelklinde yazilr
i -

S L
Sonug } F(t)= at+a0(t) ve lim 36 (£) =0 = ¥y h deas

olerale  yszilabilirse , b c\uru;’:j’a r(£) fonlksiyonuaun  limiti
a velktortidir, Skaler {onksiyenler igin de Qyni sey .séalmebﬂff:
Eger f)= At Sit) ve J:E_it?a s.(t)=0 se {li‘,“?oﬂt)rA
olur.
2. Teorem = [t t2d &algnda tanimlaamiy C=r(t) veltdrel fonlsijonu—
nn t=to noktasinda bir limitinin olabilmesi igin geek ve

yeter soty F(t) veltarialn skaler bilesenlerinn , ayni aralikta

i
1% A
1) AN S 2

tz4o igin bir himitiaia  omasidir.
fspa’c// =2 rap(t) nin ke iga bir it verse , oo 0
X=x{t),3=3&),2=2(t) fonlsiyonlerinia de t=4o icin bir limti
olmasi  gerekir. Hépoteze gére s
ye>o as(E)>0 3)c)-aj< & . (1)
dﬁrﬁlﬁr. Halbu.;lu' >
C(4) = (LX) FF Y@ + ) ve az8pitdrg tagk
oldl@una gore , (1) esitsizl{jin - aalitik olenk s
(r(e) ~a] = [{(O-a( L F{g)-a2) % +(2(t)=a3)* < &
= x(t)=a ) S M) -a)2tt(gle)-a2)t Ha ) =4 ) 2 <&

Yozhr. ferzer seldlde j
ly 4) -az )€ mﬂ'@l)z"'(a O)-a2) 2t (z()=33)1 <&

lz)- 5 | S Ixtt)-a) H(y(t)=a2) *+ (2(¢)-a3)? <&

oluc L, by 1se bize J




é_{dm)X(‘t)-— ay "fl}"}"o Ylt)=a2 b lw; z(t)=az
byluavc.
O halde r=rle) veltorunda limiti olan a veltdrinla
bilepentennin de ; a1,82,a5 bl biter limiti vardir.
<=1 X=X(6) ry=ylt), z=2(¢t) -fankatypnlarmm teto igin -
birer limitl varsa , r=r(t) vektorel f‘onks;yownun da bir
imiti verdw- Hipoteze gdre ’ -\
VE>0 , 3&1(£)20 ,3 |t-to| <5 (&) igin lx(t)-aal < = |
VE20 , 384 (€) >0 ,3 |+-40|<5; (g) i lg(t)-an}i‘(; Al
YEY0 , 385 (£) 20, F|t-to) <33(E) igin |z{-t)-«s:,;|< £
yaelhrs Haleuk) ;  §(€)= MM?S;(S); 8.(€),8; (9)3
olerak alimeya
|£-to| < 8(€) & 81C) S |M)-a< &
|t-to'] < &(e) € Ba(e) =) Jyle)-az) < 5
[t-to) < a(s) €8sle) = |z)-ag < &
Yyaztlabilir. é:jledse ;
VEDO , 38(£)>0,3 |t-to] < §(£) Igin
I =al ={{x )= 2;)2 t (y&) -3,) 2+ (2 (¢)-a3) 2
" S |x(t)-ay| + lylt)-az | t]z(+)-aa)|

£ €. 8 =
It |
oluc , ki bu 13e bize limr(t) =a olddgunw \95&@'1’0
&ﬂ{o

(20

2.1.96/ SACI

e S N

t- 4o

1ie

3. Teorem® [im m(t)=a, lim f(t)= A E
+-to

lim (¢)= b ' lim @Q(¢t)= B
1+t to

+-)to
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i-_él_;;nza [M@E#)Fe)]= aFb : s -
- lim mi)rt)=ab ., Im fH)@Ht)=AEL
t tIte .

40

i~ v mE)Aclt)=aAb
£-) to

(v—lim -f{f)r[-tJ" A b

£~ to @ 5 bd

V= Im &) - A R0 i,
-(:-;%O Q) K '( ) 8

lsfa{:ﬁ <~ Hr,ook.zden '—5"2 m(t)*—-a =) M{t)= a 430(t)
‘t-. (e ]
't = i 8olt)=0
- téo

Ve .lI'M clt)=b =) rl¢)zbtbo(t) =5|im bo(t)=o

£9¢0 tto
N = =) - ) 3 Mmoo -
{mofm A flt)= At (t) éﬂlto (t)=0

! = =) )= j ) -
Jlim Q)26 5 W)= 6 pE) 7 iy ple) =0

&una 3@"2 ;
() Frt) = (atao (f))+(b+boff))

= 8%bt Aolt) olsun.

W

mit) rlt) = ,r@. tao(t)) . (bthalt))

]

ak'J"ralbo({-)*fb@o(t)fao (t)bolt)
=QbtRBo(t) olsva.
M)A ()= @1a() A (b1bolt))
=alo t 9Abo(t)t bAaolt) 19 (¢) A bol4)
=alb *+ Co(t) dir.
Burads
Aolt) = do(4)F bo(t)
Bo(4) = @holt) tbao(t)* dalt)bol(t)

(o1 1A )

Colt) = ahbo(t) to Aolt) tao(t)Abalt) olup (lteo, dn)



im As(t) = lim Bol€) = lim Colt) = O
tIto {t-¢o t24o

fa) ’ddj‘/ﬂ Cla/l )

A (M(f)?r(f))-’a—?—b Ve Iim M(H)r(t)=ab ve

t4o tto ,

lim MDA TaAb
+-10
olur. Bdyle e (-4¢- £ iypatlanany  olur, Vi
[spaty (V= Ayrica ) c(t) = (A1 () (btbo )
= Ab TAbo(£) 1 boX(t)Tolle)folt)

——

= Ab + Dolt)

Do(t) =Abo(t) + b (t)+oc(t) Polt) olop 1. teoreriden

bt~ o

l‘ i O‘U] -

£dio | lpgt)
840 olmalk e ; _m_.;__é_-p(f(-f)_ 2) &azlia‘sﬂp'r.
Q{€) _ @(t)
- FR) _ A ,r(le({)-A(ﬂCf))
(<) Q 6@(+)

b DAL 2 1 :___B_ﬁ(f')"'ALQ{f) olv "
Bt e 8 A A RS AL P

& Q(t)

lim () =0 olvr. Giakd hipoteede =

- to

fle) =Atoeclt) , Qt)=8tp(t) ve
im k) = lim Ft)=0 oldug_undan 5

310 {9 to
g(¢) = S£6&) -AQE) _ B(Ats(t) =A(BtE(t)
| Kyt 6 (BHp(e))
_ A a)- A€ - ARIE) _ &ollt)— AB(+).
B rEpLE) 5t BR(t)

buluaur.

201



Diser terafian j
[R2t8p0)] > B2=)8]|p)] olop,
pl)  Sife limitine Sahip oldugvndan ,
IP(&)I<3<L26—L
& hnabilir. 8wra yore )
']6%6‘[3{%)‘] > 8°-18|1pte)| > 62 -B1= £X 4y,

1 <2
) 6%+ BRIE)) 82

B

bulvavr. 63& lece

) = JOX W) -ARWI| o 2 |gecit)-Ap ()
9t} 1824 & Blt) ) B2

< i(m”"‘fgf“ﬂllﬁfﬂl) olur.

Halouki «l4),f(1) > t—to isia Sifir limitine S&Wf Oldu(_gmdaa_/

¥e>o 5 A5(E)>0 ( |x@)| <_82 £ =gl ve
2 (|nit16]) gd
Jlt-to)| <8 (E) Tqin,| |R(t)) <« —B2 £ - g’ alnabilir.
2(JA1t1&1)
O halde -

bulunur.ﬁu_hé 9lt) nin ’::'Mi{fm'n Glfrf Ofdtjf‘mu 355{_@ff.

O halde i 4
=l L i@y ) =20
=5 2 +ro) 3()_
Jduguadan , i (€] ' &
olduguadan 'f:"{:v'}.o _‘Lg_(f_)_ 2 (8+40)

buluow r.



Vektsrel ve Skaler Fonksiyonlarda Surelklilit
TANIM * [4(,42] aalginda tanmlanmiy £ () skaler foﬁ(e&fyonu ile
r(¢) veltaorel fonk\si'jonu verilsin, to€ (ti,t2] isin <fer ;
lim t) = f(t ve lim rlt)=r(¢
im £ f(to ) e (o)

1se f(t) skaler fan&syonu . r(t) vekidrel {onbdlamu i={.s
noktasinda sirellidic. denir: V{ja )/
VE>O,38(£/40)20, 3 [t-4o]< S(E,%0) ¢ |r(t)-r(€o)[<E
ol@or_sa r(t) veltorel fan&sfdmu t=to da sﬁfehlr‘a!fr; T
Rerzer selilde f(¢) Skaler fonk§lyanu da  slirellidic.
4. Teorem® [y t2] aal@nda tarmlarng f(f)é@(f) ve M (¢),r(¢)
slkaler ve veldorel {anhugonlan verilmiy olsua. Ru {onksf\'j?‘ﬂlé‘/ﬁ/)

hepsi t=to nolktayinda sicelll iseler :

(= mt)Fclt) iv=f@t): Q) @l)towic- f@)-rt)
(= ) F Qle) = mg)rlt)
= £ (). () iyl = A ()

fonhbonlwt da ayni salleta syrelldir.
ispat ) f(te)s Wlty), m(ta), 1 o) by foﬂ&&'&anleﬂﬂ limitleri
olduju 332303/& alnesa 3. tesremcen fspat yapihr. J/

S- Teorem > r=r(t) forksiyonunun [, 427 amlgmcla aurelli  olmas) igin
goek ve yeter sgt , rlt) vektdrinin  x(t)ylt),z(t) skale
bilesenlerinin aynt eralileta sirel ]y’ olmasidir.

i&fa{ ) 2,teoremiN Sonucy Olerak sé'\.jlenebﬂ{‘r.
Skaler ve Velktorel Fonlo.si'jonlarda Tirev
_'I‘_g_t___ri_’l_jus,t;j cval@mda tanmlaan g f(%),r(f) skalr ve veltorel

fonksf\jonlsn verilsin, o €[ty 42] igia, eper p
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i flatAL) = £ (4o) . |, i B{tood At) - Fi(£a)
At-)o At Ot~ o At il

mitleri meveut ise f) ve r(t) fonksdonlermm t=to
noktasinda tirevient vardi denir. &y |imitlee fbﬁfzsdonun
bu noktadal) £Lrevi dealr: Buna Jore ‘

, \_,.v--._.-f"""'--

m (dotat)-c o) i@y (de
A]mo X BRE i) (d’r)f=¢o

sellinde Ob's-l:erfh'n

6.Teorem * r=r(t) veltorel fonksijonvaun t=to nolktasinda
threvinin - olmast igin gerel ve yeter sort, r(Y) velto're)
fonksijonUAUn, X@)y(t),)2(t)  skdler bilegenleriniy AL &al k.{a
tureul. oln“ééldlr ok

Ispat), rt) = ) ¢ tyle) 5 t2(E)le  oldviundsn ,
bc _ r(to +At)-r(4o)

At 1y RE
- X(totAt)-X(to) ;. QL%0+A+)-3(€-=)J+ z(totAt)-Fto) |
At A+t at
1Y pat ¥
OIUP, = Q(.. -fr 4 =X ,J"f —-Az'
at At At
oldvgvndan ; teorem , limit probleming Tndirgenmiy ol vr. \dagzd

2.Teoreme Gofe de doSfu(uSu Oé'ffﬁ'r. G@l&c_o_ 5

i Ar _lin (&4, A3 5, 82 ) F

Do At At-o \ At

olve,  lim A o o lim BX )z lipn AY L lim Az

Ot-0 At Ao Ot At=0 At at7o At
= .Ql.f-:.d_ Y 2 .dZ_ + 595l
ot at T 7T ¢ JN

o 2 ) a3dsN syl - T L
oluce 8y curum 3melle,s£.n!}ra¢ il Airevler  olugur:

9‘ cl“X 1 .ﬂ d 2
dih  ath *dfn*’ den -

bUlupur, (Ldmevaim He) J

)
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2. Teorem® t=1o nolktasinds »tﬁrevlenebilen her veltldre] ve

skaler foaksi iyon  &yni. zwaxxda surellidr. L .
Lz SN Dend . } | TaQzl
j.sf:al:ﬂ Fonhsndon tureule/lebnhr old@una gore - 3

r(totDt)—rlte) _ r(to) = R{te,At)
At
ise , im  R(te,At)=0 olyr. Buna 33!‘& ;
At-0 '

“(totat)= r(to) t At r'(to) Hdt.R (to/At)

= (totlt)= r(ba)t S(totAt)
lim S(totAt) =0 ‘oldygundaa
At-0
lim  r(totat) = r(to)
at—o
olur. Buv (se r(t) fonksi iyonunun t=to [sin ..sureéfn' il ;fad.c ede .
agitinin - dogru olmasi Jerehmez,(ue: zoman defrw dg:ldm)
8.Teorem * [{;,ﬁzj arcgfzsinda tarimh , tyrevieaebilen

m=m(t) ve r=r(t) uvettsrel fnnhﬁ{'jon leryla , flt) Skaler fonle~

Siyorw Uer“dl‘jlfﬂhe. @Sm ;

i dimorysdtcpmde
dii= A (nhe) = dinpc g mpde
- dpy-diry

esitliblesi vardir.
fs?a%//t' <t (m¥e) =, lim M(HMJZ;C**MJ-{M@H‘(&)J: goult.

mEtAt)-mH) = Am , e (£+8+)-r(t)= Ar  eirse

A (nir) = lim AmTAr _  lim (AM Ar
n (m#r)= A, L% otso\ 2t T ot t>




= lim _4.!‘17. lim AL = dm - dr e sl §

Do At | Atdo At d+ T dF  /
Ispat, (- _d (mr) = lin u[L14) C (¢1AE) =m @rle) ol NEN
P (M ) At-0 At P__\;.:,J-_;k

MA+AL) -m (£) = Am , F(t+At)-rc(t)=Ar
oloh:j"u Ho200une  shmirsa ,

fim (nle) 180 )G ()1 Ar)=m(t)rie) _ ___(M r) =

L0 At
_ lim MHMJ*M(%)AF tAm )+ Ambr-m (f)/ﬁ
At9o At

= lim Mm@)Ar+Amelt) +tAmAr
At 0 At

& tim | A mlt) + lim Am r(t)+ lim A~ Am
Mo Ot Af" {'___ Ato AV ¥

‘—M(‘f:) lim - AL 4rlt) lim A4 4 0
AL-0 At Atmo At

- mi) dr 1 r(t) em P g agsT B
ot dt :

elde edilic. , (ijulen'- odev )
Stsler ve Velktérel Fonksiyonlarda Kismi Tiirev
X/'SuE Ve PRISO SR saliblarmnds  Lanuml r-‘—r(u,lul)
9ol il dcg:',shm)f bir yeldtorel fonksiqonun , (Uo,00) noktasindaly
luswd Arevler!

lim r(t.lafrts.tnum-o)--r(uo,@a)_r_U(um&‘:J _(_a__)

Dy-o 0 AL g 3::%':,
“M r(@tw-o‘fﬂ@ ) - [ (UO!@E_)_ =T U LQ .....é...... U= |
Y Ag o ( 90 )'”%:’

gehll‘ndﬂ taamlanir.
gzl
9.Teorem : a) Sabit bir veltorel fonlc\s&onua trevi Sifir \fe(e{o'rb'dur. ‘
b) Modili Sebit olsn vekt drel fontsiyonun tiireui leendising

dil bir vektfordir



20%F

iSpa{'I/ 8~ ((t)=c (586it) olsua.RBu durumda ,

Ac | Ftfdd)ealt) ) 4 IS @
At At ! At

olue. Boylece dC _ [l _AC - ve aQraatlen bulmuy olvr.
J T R T T A b | b

Ispaty b = Ir(©)] =R (sabit) elsva.

r(t)rlt)=R*? tirev aliwsak
df ~-_d
P R 2T BT

—_ 2.‘1.’:(‘ = =) AL_- = = i {1 olur.
) O o F=06 ) = //

Tirevin Geometril Jo:-umu | /148 H %Z:‘sﬁ (|

r=r(v) denklemiyle Verilmis (ve.lc-torel dealdon! ile. )
Veriltiy efrinin (o= (us) = DA roktasindali tefet ve LtSrind

bulmasga lgalim. P
vlvsga galigalim s

,
A':ja 1'6'{6’\“1:1{5{ kadar A(%o) (‘[U) /A
(Ust u)
Y&lan olern heeletl! bir P

noktast sledim.Buna karst Selen
paramet il @er ;/ VotAu olsun. B@Jecn_ 2
—fotAr =r(Jagtduv)=0FL ol
88ylece  AP= OP-OA = r(uotduv) = r(vo)=Ar olur.
AP veda_wtﬁrﬂnﬁ A e bSlersate ,‘.d@ruf&mu;.‘déffgmu.
funs ghre 7 A - AL veldir) AP uitipl clggrultusinds

AL
bir veltor @Esterfr. Av “nn Sifira ysklagmant demele ,

P nin heelet edeet A ile gabigmas) demeletir. P rolktes|
A9 galiptigindan, by lkicisia limiti | tefet Slogrusunu Ve’

O halde > 4-dim AL _ lim ,(r- .'-r'u
?-i"ﬁ Ap Au-:oAu al U=ls (0)



Buna aé're ,vtejeh'n bolirll \bir .+ A .apb.-tas\fyl a, € clbjpu lr_é*u: 34 2l
veletory belirli oldjgndar , ve elorel denlleni .
ro=0A=r(U) [ =rptAt=rot a(%f.é)

X=Xo - YYo. _ 2=29

X dy_ o=z
alv ady du -~ o\ deqad
’Ue&a, . '
X=Xo | Y-Yo _| Z=20 Ig b
=3 dd Az '
abiliriz.Gunkd ; SX ,dd ve dz  fepet dorultusvay
Yezsbiliriz. & R TR s tege 3

gosterdisine gote, bunlern du ile  gopmi ,dajruHoyy

d%"?:}sﬁrmedfgfnwj .

_dX 4y, dy=dddy , czodm dy
au clu

dojrultulasi da t&'faf d@'rul-f:ududur. 0 halde
dr = fdX +f C‘\lj‘f' kdz
velSrU ) tefet dofrulbusuy gisteren Ve Ltorelir.

TANIM * 8ic r=r () efrisinin t=to Nobtasmnds r'(to) dlmak
r{to= €o=0A yer

Uzare , +irevi meveut ve surekl’ se :
Veltori) yle temsil ediler A noltasiag, g:'fn'm'a _plrdzsuz {adi +
telil olmays) #olktasi denir, Aksi - halde telil (sirgiler) noliias
denir. | I
6Iqﬂlebilfr Ejrf =8ic Egrinin Yay Uzuahﬁq
A ve B nolktaleri arasinda Lalar bir g}ri. parcas!
verimiy olsun. A=Ao, Ar,...o An= 8 noltalsrryle  elcly]
cepitll pargalora  bolelim. Sonra da  bu noktalan  birleymeiyle
elde edilen kiris uzunlullarmnin bof’amml bykslim. Yan)
|Aioy, Ai)= AL olmak vaere CAMENY, Y

(=1

@325n Jne alalim.



