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Integral esitlikleri gerek teorik gerekse uygulamali matematikte kullanilan en Snemli
araglardan biridir. Bir¢ok adi diferansiyel esitliklere ve kismi diferansiyel esitliklere dayali
baslangi¢ ve smir deger problemleri s6z konusu integral esitlikleri yardimiyla
¢Ozlimlenebilir. Ancak, bazi baslangi¢ ve sinir deger kiimeleri kesirlidir, bir baska deyisle
her yerde siirekli fakat hicbir yerde tiirevlenemezdir. Bu durumda, klasik matematiksel
yontemler kullanilamaz. Lokal kesirli integral ve tiirevler, siirekli fakat tiirevlenemez
fonksiyon problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan etkili yontemlerdir. Lokal Kkesirli
fonksiyonel analizin 6zel fonksiyonlar, kontrol teorisi, kimyasal fizik, stokastik siiregler ve

diizensiz diflizyon gibi bir¢ok uygulama sahas1 mevcuttur.

Diger yandan, sifir ile bir arasindaki integral ve tiirev degerlerinin hesaplanmasinda
kullanilan uyumlu Kkesirli hesaplamalar teorisi, matematikte 6nemli bir yere sahip olmaya
baslamistir. Baz1 arastirmacilar Hermite-Hadamard, Ostrowski, Griiss ve Ostrowski-Griiss

gibi temel esitsizliklerin genellestirilmis kesirli versiyonlarini elde etmistir.

Bu tezde, yeni esitsizlikler elde etmek igin lokal kesirli matematiksel analizden ve uyumlu
kesirli hesaplamalardan faydalanilacaktir. Bunun igin, ilk olarak lokal Kesirli uzaylar

tizerinde iki kez diferansiyellenebilen fonksiyonlar i¢in bir integral 6zdesligi kurulacaktir.



Daha sonra, bu 6zdesligi kullanarak, ikinci mertebeden lokal kesirli tiirevlerinin mutlak
degeri sinirli olan fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler sunulacaktir. Ayni zamanda,
bu tezde elde edilen sonuglar yardimiyla, niimerik integrasyon ve 0zel ortalamalar igin

uygulamalar verilecektir.

Bu tezin ikinci amaci, uyumlu kesirli integraller i¢in Ostrowski tipli sonuglar olusturmaktir.
Ikinci mertebeden genellestirilmis kesirli tiirevleri smirli olan fonksiyonlar igin iki
Ostrowski tipli tahminler tiiretilecek ve bu kapsamli esitsizliklerin 6zel durumlart

gozlemlenecektir. Ek olarak, bu sonuglarin niimerik analiz uygulamalar1 incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Lokal Kesirli Hesaplamalar, Uyumlu Kesirli Hesaplamalar, Ostrowski

Esitsizligi, Sinirli Fonksiyonlar, Ozel Ortalamalar, Niimerik integrasyon.

Bilim Alam1 Kodu: 26D07, 26D10, 26D15, 26A33, 41A55.
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The theory of integral equations is one of the most useful mathematical tools in both pure
and applied mathematics. Many initial and boundary value problems associated with
ordinary differential equation (ODE) and partial differential equation (PDE) can be
transformed into problems of solving some approximate integral equations. However, some
initial and boundary value domains are fractal curves, which are everywhere continuous but
nowhere differentiable. As a result, we cannot employ the classical calculus, which requires
that the defined functions should be differentiable. The theory of local fractional integrals
and derivatives are one of useful tools to handle the fractal and continuously non-
differentiable functions. It is worth to note the applications of fractional calculus in several
scientific areas including special functions, control theory, chemical physics, stochastic

processes, anomalous diffusion, etc.

On the other hand, the theory of Conformable Fractional Calculus which is used to calculate
the integral and derivative values in between 0 and 1 has become the important place in
mathematics. Some researchers established fundamental inequalities such as Hermite-

Hadamard, Ostrowski, Griiss and Ostrowski-Griiss.

In this thesis, some basic methods based on local fractal calculus and conformable fractional

calculus are used to obtain the new inequalities will be first established. For this, an integral

vii



identity for twice differentiable functions on local fractal spaces will be established.
Afterwards, Ostrowski type inequalities for mappings whose second local fractional
derivatives in modulus are bounded will be presented by using this equality. Furthermore,
with the help of the results obtained in this thesis, some applications for numerical

integration and special means will be given.

Second aim of this study is to establish Ostrowski type results for conformable fractional
integrals. Two generalized Ostrowski type estimations for mappings whose second
conformable fractional derivatives are bounded will be derived, and special cases of these
comprehensive inequalities will be observed. Moreover, by using these inequalities, some

applications in numerical integrations will be examined.

Keywords: Local Fractional Calculus, Conformable Fractional Calculus, Ostrowski’s
Inequality, Special Means, Numerical Integration.

Scientific Field Code: 26D07, 26D10, 26D15, 26A33, 41A55.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Gama Fonksiyonu

: Reel Sayilar Kiimesi

: R’ nin i¢inde bir aralik

: I’ nin igi

. f~ in birinci tiirevi

. £ in ikinci tiirevi

. f7 in mutlak degeri

: Norm

: Kapali aralik

. Acik aralik

. a-tipi reel sayilar

: f fonksiyonunun a. mertebeden lokal kesirli tiirevi

. f fonksiyonunun a. mertebeden k defa lokal kesirli tiirevi

: (a, b) araliginda lokal siirekli fonksiyonlarin kiimesi

: (a, b) araliginda a. mertebeden lokal kesirli tiirevli fonksiyonlarin kiimesi
: f fonksiyonunun [a, b] aralig1 tizerinde lokal kesirli integrali
. f fonksiyonunun a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

. f fonksiyonunun a. mertebeden 2 defa uyumlu kesirli tiirevi
: f fonksiyonunun a. mertebeden uyumlu kesirli integrali

. [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi

. [a, b] araliginda p. kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
. [a, b] araliginda integrali sinirli olan fonksiyonlarin kiimesi

. f fonksiyonunun tanimli oldugu araliktaki maksimum degeri



1. GIRIS

Esitsizlik Teorisi, matematigin hemen hemen her alaninda 6nemli bir yere sahiptir.
Matematiksel problemlerde her zaman net sonuglara ulasilamaz. Bu durumlarda yaklagim
metotlar1 gelistirmek gerekir. Esitsizligin kullanim1 ¢ok eski tarihlere dayansa da sistematik
olarak kullanilmasi on dokuzuncu yiizyilin sonu ve yirminci yiizyilin baslarint bulmustur.
A. L. Cauchy, P. L. Cebyshev, C. F. Gauss ve diger bilim adamlarinin ¢aligsmalari, yaklasim
metotlarinin temellerini olusturmada biiyilk O6neme sahiptir. Esitsizlik teorisi, Hardy,
Littlewood ve Polya tarafindan kaleme alinan “Inequalities” adli eserin 1934 yilinda
yayinlanmasiyla bir¢ok arastirmacinin dikkatini ¢ekmeyi basarmistir (Hardy vd., 1934).
Boylece esitsizlikler sadece matematigin dallarinda degil, aynm1 zamanda fizik ve
miithendislik alanlarinda da sik¢a basvurulan bir konu haline gelmeye baslamistir. Bu esere
ek olarak, Beckenbach ve Bellman (1965) tarafindan hazirlanan “Inequalities” ve Mitrinovic
(1970) tarafindan sunulan “Analytic Inequalities” adli kitaplar, esitsizlik teorisi iizerine

arastirma yapan matematikgiler icin kullanigh referanslardir.

Esitsizlik teorisi, son yiizyilda stirekli gelisimini siirdiirmiistiir ve bu siiregte esitsizlikler
matematiksel problemlerin ¢dziimiinde etkili araglar haline gelmistir. Ozellikle son 25 yilda,
bulan insanlarin isimlerini tasiyan ve temel esitsizlikler olan Jensen, Hadamard, Hilbert,
Chebysev, Griiss, Ostrowski, Hardy ve Poincare esitsizliklerini temel alan ¢ok sayida
esitsizlik  bulunmugtur. Farkli  6zelliklere sahip fonksiyonlarin  kullanilmasiyla,
genellestirilmis ¢ekirdekler yardimiyla ya da farkli mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar
ile yeni esitsizlikler elde edilmektedir. Boylece, bu yeni esitsizlikler farkli uygulama
alanlarmin ortaya ¢ikmasima yol agmustir. Ornegin, niimerik integrasyonda kullanilan hata
hesaplamalarinda, 6zel ortalamalarin yaklagik degerlerinin belirlenmesinde, tam olarak
hesaplanamayan bir degerin tahmin edilmesinde, miithendislikte 6nemli bir yere sahip olan
optimizasyon ve mukavemet hesaplamalarinda, haritadaki bir noktanin ya da bir bdlgenin
yerinin tarifinde esitsizlikler kullanilmaktadir. Bu baglamda, esitsizliklerin daha yakin
tahminler verecek sekilde gelistirilmesi matematigin bir¢cok alanina ve baglantili uygulama

alanlarina 6nemli katkilar saglamigtir.

Diger yandan, kesirli tiirev ve integral hesaplamalari ilk olarak Liouville tarafindan

duyurulmustur. Daha sonra Leibniz, Euler, Lagrange, Abel ve diger bircok matematik¢inin



oncii ¢aligmalari ile kesirli analiz gelisme gostermistir. Kesirli hesaplamalar son zamanlarda
matematiksel analiz i¢in dnemli bir hale gelmistir. Kesirli integraller ve tiirevler genellikle
cok sayida arastirmaci tarafindan bilinmezdi ve son zamanlara kadar sadece teorik
matematik konularinda kullanilmisti. Ancak bu integraller ve tiirevler son zamanlarda
matematigin bir¢ok uygulama alaninda kullanilmistir. Bu teori 6zellikle bazi bilimsel
alanlarda vazgegilmez hale gelmistir. Ornegin, bir kesirli tiirev olmadan viskoelastik bir
stire¢ tanimlamak miimkiin degildir. Elektromanyetik teori, akim teorisi, biyoloji, atmosferik
fizik gibi alanlar kesirli teorinin bazi diger uygulamalaridir. Ek olarak, matematigin en
onemli uygulama alanlarindan biri olan esitsizlik teorisinde kesirli tiirevler ve integraller

iceren ¢ok sayida sonug elde edilmistir.

Simdi, tez galigmasinda 6nemli bir yere sahip olan Ostrowski esitsizligi ele alinacaktir.
Temel Ostrowski esitsizligi 1938 yilinda A. M. Ostrowski (1938) tarafindan asagidaki
sekilde ifade edilmistir.

f :la,b] = R, (a,b) iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun Oyle Ki
f" :(a,b) > R aym aralik iizerinde simrl olsun, yani |[f’|| = supreemlf' ()| sarti

saglansin, bu durumda her x € [a, b] igin

1 (x_MZ
<|-+—2" |- dllf'llo 1.1
1Ty f (1.1)

1 b
-5 [ roa

esitsizligi saglanir. Burada, i en iyi sabittir (Ostrowski, 1938).

Literatiirde Ostrowski esitsizligi olarak taninan (1.1) esitsizligi, x € [a,b] kapali

araligindaki f(x) degeri yardimiyla

f bf(t)dt

integral ortalamasinin yaklasimi i¢in bir Uist sinir belirler. Literatiirde (1.1) esitsizligini temel
alan ¢ok sayida 6nemli sonug elde edilmistir. Bu tezin amaci da ikinci dereceden lokal kesirli

tiirevlere sahip fonksiyonlar ve ikinci dereceden uyumlu kesirli tiirevlere sahip fonksiyonlar

2



icin Ostrowski tipli sonuglar elde etmektir. Bu tez konusu kapsaminda yapilan ¢aligmanin
sonucunda elde edilen esitsizlikler, ana sonuglar1 elde etmek igin gerekli olan lokal kesirli
hesaplamalar, uyumlu kesirli hesaplamalar ve literatiirdeki gerekli esitsizlikler

hatirlatildiktan sonra iki ana baslik halinde verilecektir.



2. LITERATUR OZETi

Bu boéliimde; tez ¢alismasinda elde edilen ana sonuglarin bulunmasinda 6nem tasiyan temel

kavramlardan bahsedilecektir.
2.1. Baza Temel Esitsizlikler

Bu tezin kapsaminda elde edilecek yeni esitsizlikleri temel alan 6nemli sonuglardan

bahsetmeden Once bazi temel tanimlar verilecektir.

Tamm 2.1.1. (Limit) K c R olmak iizere ¢ : K — R Dbir fonksiyon ve k sayisi K
kiimesinin bir yi1gilma noktasi olsun. Keyfi bir &€ > 0 i¢in, 0 < |x — k| < § ikenher x €
K i¢in |p(x) —L| < & kosulunu saglayan en az bir § = §(e) > 0 sayis1 varsa, ¢

fonksiyonunun k noktasindaki limiti L sayisidir denir ve bu durum

limp(x) =1L

x—k
ile gosterilir (Balci, 2012).
Tanmm 2.1.2. (Siireklilik) K € R olmak tizere ¢ : K — R bir fonksiyon ve k € K
olsun. Keyfi bir € >0 igin, 0 < |[x — k| < & ikenher x € K i¢in |p(x) — (k)| <e
kosulunu saglayan en az bir § = §(&) > 0 sayisivarsa, ¢ fonksiyonu k € K noktasinda

stireklidir denir (Balci, 2012).

Tanmm 2.1.3. (Tiirev) K € R olmak lizere x, € K, x, K’ nin yigilma noktas: ve

¢ : K — R bir fonksiyon olsun. Eger

” @ (x) — p(xo)
m —-

X—Xg X — xo

limiti yada x = xy + &£ alindiginda ortaya ¢ikan

. (P(xo + h) — ‘P(xo)
lim
h—0 h

4



limiti varsa ¢ fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve bu limitin degeri ¢

fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevinin degeridir. Ayrica, ¢ fonksiyonunun x,

de((x)
ax ly=x

noktasindaki tiirevi ¢ (x,), ya da D@(x,) sembollerinden biri ile gosterilir
0

(Balci, 2012).

Teorem 2.1.2. (integraller icin iicgen esitsizligi) ¢ fonksiyonu [a,B] arahginda

integrallenebilir olsun. Bu durumda,

B
sf ()] dx

fﬁq)(x) dx

esitsizligi saglanir (Balci, 2012).

Tek degiskenli fonksiyonlarda tiirevlenebilme ve diferansiyellenebilme kavramlari ayn

anlama gelmektedir.

1938 yilinda Ostrowski (1938), daha sonra kendi adiyla anilacak olan asagidaki temel

integral esitsizligini ispatlamistir.

Teorem 2.1.3. (Ostrowski Esitsizligi) ¢ :[a,f] > R, (a,B) arahg izerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun 6yle ki ¢’ :(a, ) = R aynm aralik tizerinde sinirh

olsun, yani ||l¢'|| = sup |@'(&)| < o sarti saglansin. Bu baglamda, her x € [, B] igin
* ge(@p)

(23]

B —a)

) - — fﬂ ©de| < |2+ B-a|e|
¢ 5—al) ¢ =z el

esitsizligi saglanir. Burada, i elde edilebilecek en iyi sabittir.

Ispat. ¢ :[a,f] > R fonksiyonu (a,f) agik araliginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon oldugundan, her x € (@, ) icin tanimlanan



E—-—a) ,a<é<x
A(x, &) :=
E—-p) x<E<p

ifadesi igin

1
—a

B 1 B ,
| o@ds+ = | ac oo @t

px) = 5

esitligi saglanir. Bu 6zdeslik ayn1 zamanda

1
p—a

1 B B ,
00~ | 9@ df == [ a5 9O 21)

p—a

olarak ifade edilebilir. (2.1) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra

integraller i¢in licgen esitsizligi ve ¢ fonksiyonunun sinirlilik 6zelligi kullanilirsa,

1 B
o)~ 5 [ v (22)
1 (7 , 1 (# :

Slg_aja(f_“)l‘ﬁ(fﬂdf‘l‘mjx B —O|e'(®)|d¢

eIl g
sm_L@—a)dHL(ﬁ—f)df]
el [ = a2 + 8- 2)?
_,B—a_ 2

ifadesi elde edilir. Son olarak,

(x—a)? + (B —x)?
:(x_a+ﬁ+a+ﬁ_a)2+(ﬁ_a+,8+a+ﬁ_x>

2

2 2 2 2
a+ B\
1 ("‘ 2 )
:2(,8—0:)2 Z‘i‘W




0zdesligi (2.2) ifadesinin en saginda yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir. Boylece,

ispat tamamlanir (Ostrowski, 1938).

Ostrowski esitsizligi, birgok alanda uygulamalara sahip oldugundan (1.1) esitsizligi lizerine
pek ¢ok arastirmaci yogunlagsmustir. Ostrowski esitsizligi, birinci tiirevleri sinirl olan, yani
birinci tiirevleri Lo [, f] uzayma ait olan fonksiyonlar i¢in elde edilmistir. Birinci tiirevleri
Ly[la,B] ve Ls[a,B] uzaylarma ait fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler ise

Dragomir ve Wang (1997; 1998) tarafindan sunulmustur.

Ikinci tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar icin Ostrowski tipli bir esitsizlik Cerone vd. (1998)

tarafindan asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 2.1.4. ¢ :[a,f] = R fonksiyonu iki kez diferansiyellenebilir olsun oyle Ki

o : (a,p)— R ifadesi (a,B) acgik arahginda sinirl yani [|@” |l = sup |¢"(§)] < o
$e(a.B)

olsun. Bu baglamda, her x € [a, f] icin

, 1 (f
o~ (x= )~ [oorag 23)
B-a) 1 5T
<[5 a0 [,
@-a?, .
B

ifadesi saglanir (Cerone vd., 1998).

Ispat. ilk olarak, A(-.-) :[a,B]*> —» R fonksiyonu
(§ —a)?
2

LY
k@ LX< EZPB

,a<é<x

Ax,§) ==

seklinde tanimlansin. Bu fonksiyonun tanimi ve iki kez kismi integrasyon yontemi

kullanilirsa



B
f A, )¢ (§)dé

X _ 2 B — 2
-[€ 2“) oo+ [ S g6

o 2 B B
gt f € - o @ + EF w(f)‘ - [ ¢-po
— 2 _ —_ 2 B
_G-a) 2<ﬁ N f ¢ -9 s ~ | €= P
— 2 _ —_ 2 B
= ED P 0 - - 0@l - € - oL+ [ o

B
=B -a) (x — #) @'(x) = (B—)ekx)+ f @(&)d¢

sonucu elde edilir.

Bu durumda, her x € [a, B] igin

a'+,8)

, 1 (F 1 (F .
) e -5 [ 0@t = [ 40’ @ @)

p(x) — <x - 3

Ozdesligi yazilr.

(2.4) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa, A(x, ) ifadesinin tanimi ve ¢

fonksiyonunun sinirlilik 6zelliginden dolay,

a+p

o~ (x-S E) o0 - <p($)df‘ 25)

< 1 A d
_ﬁ—f 4G, )| (8)|de

[
=F-a J f dfl
Me’ll, [ - a3 LG - 3P
B B—a| 6 |, 6 |,




B-xP+x—-—a), .
R

ifadesi elde edilir. Diger yandan,

B-xP°+x—a)P
=B-olB-x*+x-a)? =B -x)(x—a)
=B-[B-x+x-a)’ =3 —x)(x—a)]

=(B—a) (3—002+3[<x‘a+ﬁ>2_<ﬁ_a)zl

2 2

2

(G- :3(x_“;ﬁ)2+(ﬂ;“)

esitligi (2.5) ifadesinin en saginda yerine yazilirsa (2.3) sonucu kolaylikla elde edilir ve
boylece ispat tamamlanir (Cerone vd., 1998).

Teorem 2.15. ¢ :[a,f] = R fonksiyonu iki kez diferansiyellenebilir olsun 6yle Ki
@ : (a,B) > R ifadesi (a,B) acik araliginda sinirl yani ||@” |l = sup " (§)| < oo
§e(@p)

olsun. Bu baglamda, her x € [a, f] icin

— 1 B
o - 20O () o] (26)
+B\?
G- |(x=5\ a1, .
=3 =) T3l
N2
<P,

ifadesi saglanir (Dragomir ve Barnett, 1998).

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla elde edilen



f(f—@d@ﬂf=@—anD—f¢GM€
ve
x ’ B
_f@—@¢@ﬂ€=$—@ﬂﬂ—f¢@ﬂf

integral 6zdeslikleri kullanildiginda, A(x, &) c¢ekirdegi igin verilen (2.1) 6zdesligi tekrar
elde edilebilir. (2.1) 6zdesliginde ¢(-) yerine ¢'(-) fonksiyon yazilirsa

, £ 1 (F ’
00 =5 | 0@t [ a@oe @

p—a

ifadesi elde edilebilir. Bu durumda,

@'(7)

B -p@ 1 (F
R I RLCIIG 27)

sonucu bulunur. Eger (2.7) sonucunun her iki tarafi 4(x,t) ile ¢arpilir ve daha sonra [a, S]

araliginda t’ ya gore integral alinirsa

B
j o (DA(x, T)dr

— B 1 (# "
:wf A(x,f)df+mf A(x, DA(T, o (§dédr

bulunur. Ayni zamanda, (2.1) 6zdesliginden ve

fﬁA(x, T)dt = fx(r —a)dt + fﬁ(r — B)drt

a+ﬁ>

= (- (x-5

10



ifadesinden dolayi,

¢(B) — ¢(a) (x _at B)

1 B
00 5 | otras - .

p—a
1

B
- = f ACx,7) A(r, )@ (§)dédr

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra, A(.,.)
ifadesinin tanimi ve ¢ fonksiyonunun sinirlilik 6zelligi kullanilirsa, (2.6) sonucu bulunur
(Dragomir ve Barnett, 1998).

Ostrowski esitsizligi genis bir uygulama alanina sahip oldugundan, farkli tipte fonksiyonlar
ve genellestirilmis ¢ekirdekler kullanilarak bir¢ok Ostrowski tipli esitsizlik ispatlanmistir.
Bu tarz caligmalarin sayiSi ¢ok fazla oldugundan, burada sadece emsal calismalardan
bahsedilecektir. Ornegin, Dragomir (2015) mutlak siirekli fonksiyonlar i¢in &nemli
Ostrowski tipli esitsizlikler vermistir. Ayn1 makalede, bu esitsizliklerle baglantili olan ¢ok
sayida uygulama da sunulmustur. Ayrica, bazi matematikgiler ikinci tiirevleri sinirli olan
fonksiyonlar i¢in genellestirilmis yeni esitsizlikler ortaya koymuslardir (Dragomir ve Sofo,
2000; Zafar ve Mir, 2009; Qayyum vd., 2014; Erden vd., 2016). Sarikaya ve Erden (2016),
ikinci tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar igin Riemann-Liouville Kesirli integrallerini igeren
Ostrowski tipli esitsizlikler elde etmislerdir. iki degiskenli fonksiyonlar igin Ostrowski tipli
bazi esitsizlikler ise Sarikaya tarafindan ispatlanmistir (Sarikaya, 2010; Sarikaya, 2012). Bu
caligmalara ek olarak, farkli bir fonksiyon tiirii olan konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski
tipli esitsizlikler igin Tung (2013) ve Sarikaya ve Erden (2014) tarafindan sunulan ¢alismalar

incelenebilir.
2.2. Lokal Kesirli Hesaplamalar i¢in Bazi Onemli Kavramlar

Girig boliimiinde bahsedilen Riemann, Liouville, Leibniz, Euler, Lagrange, Abel ve bir¢ok
matematik¢inin iizerine c¢alistigr kesirli tiirev ve integral operatorleri, lokal olmayan
operatorlerdir. Bu ¢aligmalar, siirekli fonksiyonlarin en azindan bir noktada tiirevlenebilir
oldugu diisiiniilerek hareket edilmistir, fakat fraktal kiimeler lokal Olgekleme ozelligine
sahiptir. Bu durum, Karl Weierstrass tarafindan 1872 sunulan her yerde siirekli ama higbir

yerde tiirevlenemeyen

11



Wy (&) = Z ASDkginaks (FeR A>1, 1<s<2)
k=1

Weiestrass fonksiyonu ile degismistir (Kolwankar ve Gangal, 1996). Bu sekilde verilen
diizensiz fonksiyonlarin grafikleri fraktallara benzer, bu yiizden diizensiz olan bu
fonksiyonlara fraktal fonksiyonlar da denir. Klasik analiz yontemleri, fraktal fonksiyonlar
iceren problemlerin ¢ozlimlerinde yetersiz kalmistir. Boylece, lokal kesirli hesaplamalar

bir¢ok arastirmacinin dikkatini ¢eken 6nemli bir matematiksel konu haline gelmistir.

Kesirli uzaylar, Mandelbort tarafindan kaleme alinan simdilerde ise bir klasik olan kitaptan
itibaren miihendislikten mikro ve makro fizige kadar bir¢cok alanda kullanilan bir yontem
haline gelmistir (Yang, 2011; Yang 2012a). Kesikli uzayda en sik kullanilan kesikli tiirev
ise Chen (2013) ve Yang (2012a) tarafindan ele alinmistir. Yerel kesirli fonksiyonel analiz
ise Yang (2011) tarafindan ele alinmis ve yerel kesirli tiirev ve yerel kesirli integral
operatorleri tanimlanmigtir. Bu ¢aligsmalarin ardindan, ¢ok sayida aragtirmaci lokal kesirli
teorinin matematik, miihendislik ve fizik gibi bir¢ok farkli alandaki uygulamalari {izerine
caligmalar yapmuslardir (Yang, 2012b; Yang, 2012c; Yang vd., 2013). Daha sonra, bazi
matematikgiler tarafindan yerel kesirli tiirev ve yerel kesirli integral tanimlar1 kullanilarak
Holder, Hermite-Hadamard, Ostrowski, Simpson gibi 6nemli esitsizlikler kesirli uzaylar igin
tekrar ispatlanmis ve bu esitsizliklerle baglantili ¢ok sayida yeni sonug verilmistir. (Chen,
2013; Mo vd., 2014; Sarikaya ve Budak, 2016; Sarikaya vd., 2016, Sarikaya vd., 2019).

Simdi lokal kesirli hesaplamalar i¢in baz1 6énemli kavram, tanim ve teoremler verilecektir.
Yang (Yang, 2011; Yang 2012a), yerel kesirli tiirev ve integrali, kesirli geometri bakis
acisindan yorumlamustir. ik olarak, kesirli tiirev ve integral tanimlarini daha iyi anlamak
icin a-tipi kiimeler ve a-tipi reel say1 kiimesindeki islem 6zelliklerinden bahsedilecektir.
Buna gore; kesirli uzayda ele alinan Q kiimesinin o-tipi kiimeleri 0 < a < 1 olmak {izere

Q% olarak tanimlanir. Q* kiimesine Q kiimesinin kesirli kiimesi denir.

0 < a<1 icin o-tipi kiimeler
N®: o-tipi dogal sayilar {0%,1%,2%,...,n%, ... },
Z% . a-tipi tam sayilar {0%, +1% +2% ..., +n% .. },

Q%: a-tipi rasyonel sayilar {m“ = (S)a 'P,.qEZq# 0},
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J5 atipi rrasyonel sayiar {me # (2)"
: a-tipi irrasyonel sayilar {m® # . 'p,q€Zq=#0q,

R%: a-tipi reel sayilar R*= Q* U J*

seklinde tanimlanmustir.

o% p%, ¢% € RY olmak iizere

(1) o% + p% ve o%p® ifadeleri R® ' nn elemanlaridir;
(2 % +p*=p"+0*=(0a+p)*=(+0)%

(3) 0%+ (p“+¢%) = (o +p)* +¢%

(4) a%p® = p%c® = (ap)* = (pa)%;

(®) a%(p%c®) = (6“p“)¢%;

(6) o%(p”* +¢%) = a%p% + 0%

(7) 0*+0*=0%4+0%=0% ve 0%1% = 1%0% = ¢“

ozellikleri saglanir.

Kesirli uzayda yapilan iglemler igin gerekli olan lokal kesirli siireklilik, lokal kesirli tiirev ve
lokal kesirli integral ise asagidaki gibi tanimlanmaktadir. Bu boliimde verilecek olan tanim,
teorem ve kurallar Yang (2011; 2012a) tarafindan yazilan kitaplarda ayrintili bir sekilde

verilmistir.

Tanim 221. AcR, ¢y : A—->R* olmak iizere x = P(x) fonksiyonu
diferansiyellenebilir olmayan bir fonksiyon olsun. Keyfi bir € > 0 igin, 0 < [x —xy| < §
iken |Y(x) —¥(xy)| < €% sartini saglayan en az bir § > 0 sayisi varsa Y (x) fonksiyonu

x = xo noktasinda lokal kesirli siireklidir denir (Yang, 2012a).
Y(x) fonksiyonunun (o,p) araliginda lokal siirekli olmasi, kisaca € C,(o,p) ile
gosterilir. Eger 1 (x) fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda lokal kesirli siirekli ise 3

fonksiyonu A kiimesi iizerinde lokal kesirli siireklidir denir.

Tanm 2.2.2. Y € C,(o,p) ve 0 < a <1 olsun. Eger

DS = o )= V)

0 (x —xp)“
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limiti var ve sonlu ise bu limite ¥ (x) fonksiyonunun x = x, noktasindaki a. dereceden
lokal kesirli tirevi denir. Burada, A*(W(x) — ¥ (xy)) = T'(a + 1)@ (x) — P(xy))

seklinde tanimlanirken I'(a) ifadesi
r'(a) =f t¥ le tdt (2.8)
0

seklinde tanimlanan klasik Euler Gama fonksiyonudur. (x) fonksiyonunun x = x,

noktasindaki a. dereceden lokal kesirli turevi

d*P(x)

a
dx X=Xo

@ (xo) veya

ifadeleri ile gosterilir (Yang, 2012a).
k+1 kere
Her x eI SR ve k=0,12,.. icin p&*Ve(x) =DZ .. D¥p(x) lokal kesirli tiirevi

varsa bu durum kisaca 1 € D(i11)o(I) ile gosterilir.

Teorem 2.2.1. Y, ¢ € D, (o, p) ise asagidaki tiirev alma kurallar gegerlidir.

d*lcp(x)] _ Cd"‘ll)(x)_

a) c sabit bir say1 olmak tizere — === = c——-;

b) d[Pp)EPp(x)] _ d¥p(x) + %) ,

dx® T odx® & dxo

a%[ ()] a“« a“
c) PP x = $(x) "’(")+zp( x) L2000 (),

dx® dx® ;

Q[M] ¢( \d P(x) lp( dad’(x)

o)) _ P g@ ax®_.

d) e = $2(x) ’
d*[(pe) ()] _ d%P(p(x)) a
e) dx® - dx® [¢ (x)] "

Sonug 2.2.1. m sabit bir say1 olmak tizere Y (x) = x™% alinirsa

d“Y(x)  I'(1+ma)
dx*  TI'(1+(m-1Da)

(m-1Da

turevi elde edilir.
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Teorem 2.2.2. Y fonksiyonu tiirevlenebilir oldugu aralikta siireklidir. Diger bir ifadeyle,

Y € D,(a,p) ise Y € C,(a,p) olur.

Tanim 2.2.3. Y €Cylo,p] ve 0<a <1 olsun. 0 =¢§ <& <...<&_1 <& =p
olmak iizere j =0,...,N —1 i¢in verilen [¢;,&;,,] araligi [o,p] kapalt araliginin bir
boliintiisii olsun. Bu baglamda, 1 fonksiyonunun [o,p] aralig lizerindeki lokal kesirli

integrali

P 1
ISP = [ =1

B F(CZ + 1) Afm ;lp(fj)(Afj)a

I'(@+1) b

seklinde tanimlanir. Bu integralde yer alan I'(«) ifadesi (2.8) da tanimlanan klasik Euler
Gama fonksiyonu, A4¢; =¢&j,, —¢&; ve A& =max{4&;,AS,,...,Aéy_1} seklindedir
(Yang, 2012a).

Eger o =p ise sIfP(x) =0 olduguve o <p ise IFY(x)=—,IP(x) oldugu
tanimdan kolaylikla goriilebilir. Ayrica, her x € [a,p] i¢in SIFY(x) integrali mevcut ise
Y(x) € I¥[o, p] seklinde ifade edilir.

Teorem 2.2.3. Y, ¢ € C,[o, p] ise asagidaki lokal kesirli integral kurallar1 gegerlidir.

a) c sabit bir say1 olmak tlizere ,If[cy(x)] = c 15 (x);

b) W) £d] = LYt GlfP(x);

¢) 0 <¢ <p olmakiizere IgY(x) = S IlPx)+ IFP(x);
d) Eger ¥(x) = 0% ise ,IF(x) = 0%

e) Eger ¥(x) =2 ¢(x) ise I7Y(x) = oIy p(x);

) | 159 (0)| = HIF1P(x)| (Yang, 2012a).

Teorem 2.24. Y € Culo,p] ve 0<a<1 olsun. y(x) fonksiyonunun [ao,p]

araligindaki maksimum degeri M ve minimum degeri m ise
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(p—0)*

M > ]glp(x) > mF(a 1)

rla+1)—°
esitsizlikleri saglanir (Yang, 2012a).

Sonug¢ 2.2.2. ¢ ve m sabit sayilar olmak tizere, asagidaki integral alma kurallar: gegerlidir.

(p—0)*
8) oIl = c i

r(i+ma)
b) alg[xma] — r(1+(m+1)a)( (m+Da _ O.(m+1)a).

Teorem 2.2.5. (Lokal Kesirli integraller icin Ortalama Deger Teoremi) 1 € C [0, p]

ve 0 < a <1 olsun. Bu durumda

(p—0)*

AV =V 1

olacak sekilde en az bir T € [g, p] vardir (Yang, 2012a).

Tanim 2.2.4. ¢ € C,lo,p] ve 0 < a <1 olsun. Budurumda ¢(x) = Iy (x) olacak
sekilde bir ¢(x) € C,[o,p] fonksiyonu vardir ve bu fonksiyonun ¢ < x < p degerleri

i¢in lokal kesirli tiirevi

d“¢p(x)
dx®

=P(x)

seklinde tanimlanir (Yang, 2012a).

Teorem 2.2.6. (Lokal Kesirli integral icin Newton-Leibniz Formiilii) 1, [o,p]
araliginda tamimli ve ayni aralik tizerinde lokal kesirli integrallenebilir olsun. Her x € (o, p)

icin Y(x) = ¢ @ (x) € C4lo, p] olacak sekilde bir ¢ fonksiyonu varsa

ol (%) = ¢(p) — ¢(0)

0zdesligi saglanir (Yang, 2012a).
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Teorem 2.2.7. ¢(x) € C1[o,p] ve Yo € C,lp(0),p(p)] olsun. Bu baglamda,
s oV @) = 15 ° P) () [P (0]
esitligi saglanir (Yang, 2012a).

Teorem 2.2.8. (Kismi Lokal Kesirli integrasyon) (x), ¢(x) € D [o,p] ve @ (x),

¢D(x) € Cylo,p] olsun. O zaman,

AFW)P D () = PP () g—oI5P @ () (x)
integral 6zdesligi saglanir (Yang, 2012a).
2.3. Uyumlu Kesirli Hesaplamalar i¢in Bazi Onemli Kavramlar

Basta Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri olmak tizere literatiirde yer alan kesirli
tiirev tanimlariin biiylik bir gogunlugu integral tabanlhdir. Literatiirde yer alan biitiin kesirli
tirev tanimlarmin klasik tiirevle tek ortak oOzelligi lineer olmalaridir. Kesirli tiirev
tanimlarinin bunun disindaki 6zellikleri klasik tiirev tanimu ile drtiismemektedir. Ornegin,
sabit fonksiyonun klasik tiirevi sifir iken Riemann-Liouville kesirli tiirevi sifir
olmamaktadir. Bunun yani sira, klasik tiirevde yer alan iki fonksiyonun carpimi, iki

fonksiyonun bdliimii ve zincir kurallari kesirli tiirevlerde gegerli degildir.

Khalil vd. (2014) klasik tiirevin dogal bir genellestirmesi olan kesirli tlirev tanimini ortaya
koymustur. Bu kesirli tiirev tanimi klasik tiirev ile olan uyumundan dolayr uyumlu kesirli
tiirev (conformable fractional derivative) olarak adlandirilmistir. Onceki paragrafta
bahsettigimiz diger kesirli tiirevler i¢in saglanmayan iki fonksiyonun ¢arpimi ve bolimii
kurallar1 uyumlu kesirli tiirevler icin saglanmaktadir. Ayn1 zamanda, zincir kurali da klasik
tiireve cok yakin bir sekilde ifade edilebilmektedir. Bu konu, biitiin bu 6zelliklerinden dolay1
birgok aragtirmacinin dikkatini ¢ekmistir. Mesela, Abdeljawad (2015) sag ve sol uyumlu
kesirli tiirev kavramlarini, kesirli zincir kuralini, integrasyon formiillerini, uyumlu kesirli

kuvvet seri acilimini, Laplace doniisiimiinii ve Gronwall esitsizligini sunarak bu konunun
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gelismesine biiyiik katkilar saglamistir.

Bu kisimda, uyumlu kesirli tiirevin analiziyle alakali bazi temel kavramlar verilecektir
(Khalil vd., 2014; Abdeljawad, 2015).

Tamim 2.3.1. (Uyumlu Kesirli Tiirev) f :[0,0) — R bir fonksiyon olsun. Biitiin t > 0 ve
a € (0,1) igin f fonksiyonunun uyumlu kesirli tiirev diye adlandirilan « mertebeli kesirli

tiirevi,

ft+et'=*) - ()

&

T, (f)(@) = limg,

olarak tanimlanir. f nin a. mertebeden uyumlu kesirli tiirevini gostermek igin bazen
T, (f)(t) yerine £ @ (t) ifadesi de kullanilabilir. Ayrica, . mertebeden uyumlu kesirli tiirev

mevcutsa bu durum igin f , @ —diferansiyellenebilirdir denir (Khalil vd., 2014).

Eger f fonksiyonu a > 0 olmak iizere bazi1 (0, a) araliklarinda a —diferansiyellenebilir ve

lim_o+f @ (¢) olusursa, 0 zaman

f(0) = limy_o+ f@ (1)
olur. Ayni zamanda,
T,(F)(@®) =t'74f' (1) (2.9)

0zdesligi saglanir ve burada

ft+e) - f(O

&

f1(#) = limg

olarak tanimlanir.

Teorem 2.3.1. f :[0,00) > R fonksiyonu t, >0 noktasinda «a € (0,1) i¢in

a —diferansiyellenebilir ise f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir denir (Khalil vd., 2014).
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Asagidaki teoremde verilen uyumlu kesirli tiirev kurallar1 6nemli bir yere sahiptir.

Teorem 2.3.2. « € (0,1] icin f ve g fonksiyonlari, t > 0 olmak iizere a noktasinda

a —diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda,

1. Her a,b € R igin Ty(af + bg) = aT,(f) + bT,(g),
2. Hersabit f(t) = A fonksiyonu i¢in T, (1) = 0,

3. T.(fg) = fTo(g) + gT.(f),

f 9Ta(F)—fTa(g)
4. T, (E) = LD

kurallar1 saglanir (Khalil vd., 2014).

Tamim 2.3.2. (Uyumlu Kesirli Integral) « € (0,1] ve 0 < a < b olsun. Eger

b b
ff(x)dax :=f fx)x* 1dx (2.10)

integrali var ve sinirlt ise f :[a,b] = R fonksiyonu [a,b] kapali araliginda a-kesirli
integrallenebilirdir denir (Khalil vd., 2014).

f fonksiyonunun a € (0,1] igin uyumlu kesirli integrali J5(f) ile gosterilmek tizere

t
PO =sep = [ L

a

esitligi saglanir, bu 6zdesligin sagindaki integral klasik Riemann integralidir (Khalil vd.,
2014).

Teorem 2.3.3. f :(a,b) = R diferansiyellenebilir bir fonksiyonve 0 < a < 1 olsun. Bu

durumda tiim t > a degerleri i¢in

aTd f(8) = f(©) = f(a)
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olur (Khalil vd., 2014).

Teorem 2.3.4. f :[a,0) = R bir fonksiyon olsun 6yle ki n € N olmak iizere f™(t)

ifadesi siirekli ve a € (n,n + 1] olsun. O zaman, her t > a igin

Telaf (@) = f(©)
ifadesi saglanir (Abdeljawad, 2015).

Teorem 2.3.5. (Uyumlu Kesirli Integraller icin Kismi Integrasyon Kural)

f,g :[a,b] = R iki fonksiyon olsun dyleki f g diferansiyellenebilirdir. Bu durumda,

b b
f fOOT (9)(x)dox =fg|2—f 9T (F)(x)dax

kismi integrasyon kurali saglanir (Abdeljawad, 2015).

Teorem 2.3.6. (Uyumlu Kesirli Integraller icin Ucgen Esitsizligi) f :[a,b] - R
fonksiyonu 0 < a < b olmak iizere [a,b] kapali aralig: izerinde siirekli ve « € (0,1]

olsun. O halde

Ja(FHCII < Jalf1(x)
integral esitsizligi saglanir (Anderson, 2016).

Ayrica uyumlu kesirli integrallerle ilgili literatiirde bu tezin konusuyla baglantili birgok
calisma bulunmaktadir. Uyumlu kesirli hesaplamalarin gelismesinde ve matematiksel
uygulamalarinin kullanilmasinda 6ne ¢ikan bazi ¢alismalar bulunmaktadir (Khalil vd., 2014;
Abu Hammad ve Khalil, 2014; Abdeljawad, 2015; Abdeljawad vd., 2015; lyiola ve Nwaeze,
2016). Bunlara ek olarak, Anderson (2016) bu tezde sikga ele alinan Ostrowski esitsizligine
ek olarak Hermite-Hadamard Esitsizligi, Steffensen Esitsizligi ve Chebyshev esitsizligi gibi
bircok temel esitsizligin uyumlu kesirli integraller igeren versiyonlarini ispatlamistir. Cok
sayida matematik¢i uyumlu kesirli integraller igeren esitsizlikler iizerine ¢alismis ve bu

makalelerin bazilari referanslarda verilmistir (Khan vd., 2018; Usta vd., 2018; Erden, 2020).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde; tez konusu kapsaminda elde edilecek olan yeni sonuglara ilham kaynagi olan

baz1 6nemli esitsizlikler ve onlarin ispat yontemlerinden bahsedilecektir.
3.1. ikinci Tiirevi Simirh Olan Fonksiyonlar icin Ostrowski Tipli Sonuclar

Literatiirde ikinci mertebeden tiirevleri sinirli fonksiyonlar i¢in verilen (2.3) ve (2.6) temel
Ostrowski tipli esitsizliklerin yani sira bu tarz fonksiyonlar kullanilarak elde edilen ¢ok
sayida sonu¢ bulunmaktadir. Bu tezin kesirli tlirev ve integraller ile olusturulan ana
sonuglarinin bulunmasinda ilham kaynagi olan 6zdeslik ve esitsizliklerin Klasik integral ve

tiirev ile elde edilen versiyonlar1 bu boliimde sunulacaktir.

Ik olarak, birinci tiirevi sinirl olan fonksiyonlar icin verilen asagidaki esitsizlik ele

alinacaktir (Dragomir vd., 2000).

Teorem 3.1.1. ¢ :[a,f] > R, [a,B] aralig tizerinde siirekli ve (a,f) arahginda

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. ¢ fonksiyonunun tirevi ¢’ :(a,f) = R ayn

aralik iizerinde sinirlvise, ||@'|| = sup |@'(§)| <, o zaman her h€[0,1] ve a+
T fe@h)

hﬁz;anSB—hﬁTlgln

1 B
‘(1—h)¢(x)+h¢(“);“”(ﬁ L == | v© df‘ B

||<p I,

L oo o10 - 232]

esitsizligi saglanir (Dragomir vd., 2000).

Ispat. Teorem 2.1.3 de verilen temel Ostrowski esitsizliginin ispatinda kullanilan yontemler,

. (f—a—hﬁ%a) ,a<é&<x
x,§&) =



cekirdegi kullanilarak ayni sira izlenirse, o zaman (3.1) esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 3.1.1. Eger (3.1) esitsizliginde 4 = 0 alinirsa, (3.1) sonucu (1.1) temel Ostrowski
esitsizligine doniisiir (Dragomir vd., 2000).

(3.1) esitsizliginin ikinci mertebeden tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar kullanilarak elde

edilen versiyonu ise Qayyum vd. (2014) tarafindan verilmistir.

Teorem 3.1.2. ¢ :[a,f] = R, [a f] aralig: tizerinde siirekli ve (@, ) arahiginda iki

kez diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. ¢ fonksiyonunun ikinci tiirevi ¢” :(a, ) =
R ayni arahk iizerinde sinirhiise, ||| = sup |@"(§)| < o, 0 zaman her h € [0,1] ve
* §e@p)

a+h2<x < p—hE2 igin

= mom - - (x-2E) o'+

o o
—h2<ﬁ—a)“”(ﬁ)8"’(“)—(ﬁ_a)f <p(f)df‘

¢(a) + ¢(B)

. (3.2)

(1—h)2(ﬁ—a)2> +1<x_a+ﬁ>2

<|@=h < 24 2 2

KB -, .
2 e,

B-a), ,
L2 e,

<[B(1-h)*+1] o

esitsizligi saglanir (Qayyum vd., 2014).

Ispat. Teorem 2.1.4° de sunulan esitsizligin ispatinda kullanilan yontemler,

_ 2
(%(E—a—hﬁTa) ,a<&<x
L(x,§) := .
[1 —
Ge-p+af2%) xsesp
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cekirdegi kullanilarak ayni sira izlenirse, o zaman (3.2) sonucu bulunur.

Sonug 3.1.2. Eger (3.2) esitsizliklerinde 2 = 0 alinirsa, (3.2) sonucu (2.3) ifadesine doniisiir
(Qayyum vd., 2014).

Zafar ve Mir (2009), K(x,¢&) ¢ekirdegini ve Teorem 2.1.5” in ispatinda izlenen yontemleri

kullanarak asagidaki esitsizligi sunmuslardir.

Teorem 3.1.3. ¢ :[a,B] = R fonksiyonunun birinci tiirevi [, f] araligi tizerinde mutlak
siirekli ve ¢ € L [a, b] olsun. Bu durumda, her % € [0,1] ve a + h? <x<p- h%

i¢in

1k )
—1=n (x - #) @'(x) —h(B — a) M}

1 1 + B3 (B — a)? ”
<gmalsh -5 +Ear |,

esitsizligi saglanir. Burada, ¥ (h) fonksiyonu
Y =A—-n[20—-h)?—-1]+ 2h
olarak tanimlanmaktadir (Zafar ve Mir, 2009).

Gonska vd. (2012) kapali aralikta siirekli bir fonksiyonun maksimum ve minimum
degerlerini kullanarak Ostrowski-Griiss tipli esitsizlikler elde etmek i¢in

r(f—a—h<x—#>> ,a<&E<x

G(x,&) =+

(¢-r-4(:-"52)) x=e=s

¢ekirdegini kullanmislardir. Bu ¢ekirdegin biraz daha gelismis bir versiyonunu kullanan
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Erden vd. (2016), ikinci dereceden tiirevleri sinirl olan fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli

farkl sonuglar elde etmistir.

Lemma 3.1.1. [° ifadesi I’ nin igini gostermek lizere ¢ : [ € R — R fonksiyonu I°
tizerinde iki kez diferansiyellenebilir olsun. Eger a < 8 sartini saglayan «, f € I° degerleri

icin ¢" € L[a, B] oluyorsa, o zaman her % € [0,2] ve x € [a, 8] igin

1 g :
o), (D @ (33)
h—2 , - 1 (F
S (=50 e+ 0w - Tl - g e as

Ozdesligi gegerlidir. Burada, m;,(x) = & (x - #) ve H(x,¢&) ifadesi

(@—8E—a-m(x) ,a<i<x
H(x, &) :=
B-DE-p—m(x)) ,x<v<p

olarak tanimlanmaktadir (Erden vd., 2016).

Ispat. iki kez kismi integrasyon yontemi kullanilirsa

B
f H(x, ) ¢ (€)de
x B
- f (@ — &) (€ — & — my ()" (€)dE + f B =& (€ — B —my(x)e"(§)dé
= (=0 (x — & — my ()9’ () — f (~2€ + 2a + my(0)) @ (€)dé

B
—(B =) (x = B — my () (x) f (=26 + 28 +m, (1) @ (€)de
= (@~ )G —a—my(0) — B — 0 — B — my()]e' ()
B
+2(8 — 00 = [9) - @m0 —2 | 0(6) g
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ifadesi elde edilir. Daha sonra, temel analiz islemleri kullanilirsa (3.3) 6zdesligi elde edilir.

Teorem 3.1.4. [° ifadesi I’ nin i¢ini gostermek iizere ¢ : [ < R — R fonksiyonu [°
tizerinde iki kez diferansiyellenebilir olsun. Eger a < 8 sartini saglayan «, f € I° degerleri

icin " : (a,B) — R fonksiyonu sinirliise, ||¢"|l = sup |@"(§)| < o, 0zaman her
$e(a.p)

h € [0,2] olmak ilizere a < x < # i¢in

‘hgz(x-”ﬁ)q)(w ()—%mh(X)—ﬁLﬁw(f)df‘(BA)
ctfu-or(ipe L ety - thn,
esitsizligi ve “2 < x < § igin
2 - oo -2 o] 09
:
;{w_a)z _<(ﬁ_f>>(ﬁ> Lol }n 1,

esitsizligi saglanir. Burada, m,(x) = & (x - %) olarak verilmektedir (Erden vd., 2016).

Ispat. (3.3) 6zdesligi ve ¢ ifadesinin sinirlihg: kullanildiginda

e(B) — ()
26— )

‘h—Z(x_a+,8

1 B
. )~ 5= | 9@ d€|(3-6)

)o@ + 000 - ;

1 d ’
<sg=m ), HEOl '@l

£l [ ’
S—zyﬁ—”%Ua la = €118 — a = myCoOldg + | |ﬁ—f||e—ﬁ—mh(x>ld€]
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a+f a+f

ifadesi bulunur. Bu ifadenin sagindaki integralleri hesaplamak i¢cin a < x < — Ve ——=

x < B durumlart ayr1 ayr disiiniilmelidir. Ayrica, p < g < r sartint saglayan her 7,p, q

sayilari igin verilen

T
f It —pl It — qldt 3.7)
P

q T
=f (t—p)(q—t)dt+f (t—p)(t—q)dt
14 q

_a-pP -p° @-p)-p)’
-3 3 2

integral 6zdesligi hesaplamalarda kolaylik saglayacaktir.

Ik olarak, a < x < a%ﬁ durumu igin

j la — €1 1€ — & — my () ld€ (3.8)

= [G-oG-a-monag = [ w@-me)a
« 0

_ N3 N2
=(x 3a) _(x Za) ()

ifadesi elde edilir. (3.6)’ nin sagindaki ikinci integral igin (3.7) formiilii kullanilirsa

B 3 — )3 — )2
[(18=g11g - 5 - myotag = - OL L 2D 69 a9

esitligi bulunur. (3.8) ve (3.9) sonuglar (3.6) ifadesinde yerine yazilirsa (3.4) esitsizligi elde
edilir.

Simdi, a;r—ﬁ < x < f durumu igin (3.7) formiili kullanilirsa

[Nle=g11e —a = myeotag = E2EE _EED 0 (310
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ifadesi elde edilir. Ayni1 zamanda,

B N3 R
[1s-ene-p-meolas =2 oy @y

integrali kolaylikla hesaplanabilir. (3.10) ve (3.11) sonuglar1 (3.6) ifadesinde yerine yazilirsa
(3.5) esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir (Erden vd., 2016).

Sonug 3.1.3. (3.4) ve (3.5) esitsizliklerinde x = aZLB secilirse iki esitsizlikte ayr1 ayr1 Cerone

vd. (1998) tarafindan sunulan

2

+By 1 (F B-a)?, .
o (50) -5 [ w@at| < E5 1o,

ifadesine doniistir (Erden vd., 2016).

Sonug 3.1.3. Teorem 3.1.4° {in esitsizliklerinde # = 0 ahnirsa, (2.3) esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.1.4. Teorem 3.1.4' iin esitsizliklerinde 4 = 2 alinirsa, 0 zaman her a < x < <2

i¢cin

W(x—“;ﬁ)—ﬁiaﬁw(adf|

_a+By _atBy’
S%{(ﬁ_a)z %+(x<ﬁ——i>2)>_2("_#)z‘§(x(ﬁ —i)> l”"’"”w

|<p(x) -

+ ..
sonucu ve her “2—3 <x < B igin

o) _9(B) — (@) (x_ a+pB

f—a 2 )_Biaf:(p(f)df‘
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( x_a‘l‘ﬁz 5 ‘— +ﬁ 3\
< 4(3—0()2 %+((ﬁ_—i)2)>_2(x_ﬂ) +§M
\

N =

esitsizligi elde edilir (Erden vd., 2016).

Tez konusu kapsaminda, bu kisimda bahsedilen esitsizliklerin kesirli versiyonlari

incelenecektir.

3.2. Lokal Kesirli integraller Iceren Ostrowski Tipli Sonuclar

Esitsizliklerin elde edilmesi i¢in dnce bir integral dzdesligi bulunmasi gereklidir. Klasik
Ostrowski esitsizligini elde etmek igin kullanilan integral 6zdesligine literatiirde
Montgomery 6zdesligi denilmektedir. Sarikaya ve Budak (2016) lokal kesirli integraller

iceren Montgomery 6zdesligini asagidaki gibi ispatlamislardir.

Teorem 3.2.1. (Genellestirilmis Montgomery Ozdesligi) I € R bir aralik olsun ve I’ nin
ici 1% ile gosterilsin. ¢ : I° € R - R* fonksiyonu, o < p olmak iizere o,p € I° igin,

Y € D,(I°) ve Y@ € C,[o,p] sartlarini saglasin. Bu durumda, her x € [o, p] igin

I'(1
W) - FEED ey =

p
(h— \a () a
(p — o) ol LP(x,f)t/J (&)@ (3.12)

r+a)p—o)*
Ozdesligi saglanir. Burada P(x,§) ifadesi

(E - O—)a' E € [O-' x]

”””:&&mw,femm

seklinde tanimlanir (Sarikaya ve Budak, 2016).

Ispat. Lokal kesirli integraller icin verilen kismi integrasyon formiili ve P(x,¢)

¢ekirdeginin tanimi kullanilirsa
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1
W [P v

1 P
f (€ — 0)% Y@ (E)(dE)" + ———— j (€ — p)* Y@ (E)(dE)"

F(1+a) rl+al,

~ (€~ VO ~ gy | T+ DO
a p 1 pr 1 d&)?
HE =PV ~ gy | T+ DB

= (= ) P() — (x - PYP() — D) f Y(E) (dO)"

F(1+ a)
= (=) P() =T+ a) ;Ig¥(E)

islemleri saglanir. Elde edilen sonucun her iki tarafi (p — 0)“ ile boliiniirse (3.12) esitligi
elde edilir (Sarikaya ve Budak, 2016).

Sarikaya ve Budak (2016) Genellestirilmis Montgomery 6zdesligini kullanarak asagidaki

Ostrowski esitsizligini sunmuslardir.

Teorem 3.2.2. (Genellestirilmis Ostrowski Esitsizligi) I € R bir aralik olsun ve I’ nin
ici 10 ile gosterilsin. ¥ : 19 € R —» R% fonksiyonu, o < p olmak iizere a,p € I° igin,

Y € D (I%) ve Y@ € C,[o,p] sartlarini saglasin. Eger ¥(® lokal kesirli tiirevi (o, p)

acik araliginda sinirly, yani ||zp(“)|| = sup |zp(“)(f)| < oo iseher x € [g,p] i¢in
* &e(ap)

r+a

P(x) - ﬁ o p’nl’(f) (3.13)

2a

g+p
LA+ |1 (x———

ST (2 _ (@
- I'(1+2a) g p—o0 (o= )0l

esitsizligi gecerlidir (Sarikaya ve Budak, 2016).

ispat. (3.12) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra ¥ (®” min sinirhilik

ozelligi kullanilirsa
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rl+a

(x) - W alp IIJ(E)‘ (3.14)
=Ta+ a)(p f PG, O [ @ ()] (@)
L a
S Tt D0 o) f IPCx, ) (@)

ifadesi elde edilir. P(x,&) ¢ekirdeginin tanimi kullanildiktan sonra ortaya ¢ikan integraller

Sonug 2.2.2 ve Teorem 2.2.7 kullanilarak hesaplanirsa

! P dé)“
m[| (x, )] (d$)

1 P
f (€ — ) () + ———— j (0 — )% (dE)°

r(1 + ) r(i+al,
=%<x—aw +%(p—xw
= % [(x = 0)** + (p — x)*7]

@ FF(<11++202) [(p -0, (x _9 ; p”

esitligi yazilabilir. Yukarida elde edilen 6zdeslik (3.14) de yerine yazilirsa

(1+a)
|l/)() —O_)acfplp(f)‘

@l ra+ao [(p —o)* (x o+ p)zal

< 2¢
(p—0)*I'(1+2a) 2
+ 2a
ra+ao |1 [(x-5E

T+ 2a) 2@ g (p — ) *lIlP*ll

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanir (Sarikaya ve Budak, 2016).

Bu tezin 4. bélimiinde elde edilen sonuglar1 bulmak igin sunulan ¢ekirdege yakin bir

¢ekirdek kullanilarak elde edilen 6zdeslik Sarikaya ve arkadaslari tarafindan 2016 yilinda
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verilmistir (Sarikaya vd., 2016).

Teorem 3.2.3. I € R biraralik olsunve I’ ninici I° ile gosterilsin. ¢ : I° € R - R%
fonksiyonu, o < p olmak iizere a,p € I° icin, ¥ € D,(I%) ve Y@ € C, [0, p] sartlarin

saglasin. Bu durumda, her 4 € [0,1] ve o + hpz;a <x<p- h? icin

Y@ +ylp) rd+a

1-n%%K) + h® o ( 0)a ° I, s (&) (3.15)

1 g @ a
- TP e ), RO @@

0zdesligi saglanir. Burada R(x,¢) ifadesi

(<E — (a+hp;0)>a, ¢ €lo,x]

seklinde tanimlanir (Sarikaya vd., 2016).

Ispat. Lokal kesirli integraller igin verilen kismi integrasyon formiili ve R(x,¢)

cekirdeginin tanimi kullanilirsa

1
s ), R OWOOE)

p a a
- o) (- o+h—)) PO (D)
p a a
r(1+a)f< p- h—)) YO (D)
p— 1 *
=(e (a+h—) tp(f)‘ egmmd RACEIOMTOICIG
— 1 p
+<€ (o - hp—> IP(E)‘ opmmd ACRIONGICIL
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= (0~ )" (1 = () + (H2=2) (o) + (o)) = F(1 + @) Ig(E)

islemleri saglanir. Elde edilen sonucun her iki tarafi (p — )% ile boliiniirse (3.15) esitligi
elde edilir (Sarikaya vd., 2016).

(3.15) 6zdesligi kullanilarak asagidaki genellestirilmis Ostrowski tipli esitsizlik sunulmustur
(Sarikaya vd., 2016).

Teorem 3.2.4. I € R biraralik olsunve I’ ninigi I° ile gosterilsin. ¢ : I° € R - R*
fonksiyonu, o < p olmak iizere ,p € I° icin, ¥ € D,(I%) ve Y@ € C, [0, p] sartlarin

saglasin. Eger y¥(® lokal kesirli tiirevi (o, p) acik araliginda sinirh, yani ||1,b("‘)||oo =

Sup [W@(©)| <o ise he[0,1] ve a+hp <x§p—h’%" icin

Y@ +ylp) I'A+a)

(1= )P (x) + h* ~a " —o0e° 1, I/J(f)‘ (3.16)
||1/)(“)||w ri+a|_, o+p (p— 0)2“ « . 2a
= (p—0)*rl+2a) (x 2 ) AT [(h D+ ]

esitsizligi saglanir (Sarikaya vd., 2016).

Ispat. (3.15) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra 1(®’ min smirlihk

ozelligi ve R(x, &) c¢ekirdeginin tanimi kullanilirsa

r{
DO _TU4D o)

(1 =h)*(x) +

2¢ A
1 P () a
et MUCOIVRIGIC
v, p .
< 0 )“L IP(x, )] (d€)

@l 1 a
Z(P—G)“lf(1+a)fa|"z ""‘h—)| (d)
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1 P
s ). - (e =1550) (df)l

_ e,
(p— o)

[Ky + K]

ifadesi elde edilir. Burada, K; ve K, integrallerini hesaplamak i¢in Sonug 2.2.2 ve Teorem
2.2.7 kullanilirsa

1 X
KFmL |€ a+h—)| (d§)”

:—F(1+a)fa a+hp%—€) (d8)°

1 x p— a
trar D o+h¥<f (a+h—)> (d®)

@p;q“+<x_@+h&;gf1

_I'l+a)
(14 2a)

ve

1 p
Kz=mjx |<f p— h—)| (d§)*

F(l-l- ) — 2a — 2a
=r(1+20;) (hp 0) +(p_hp20_x) ]

sonuglari elde edilir. K; ve K, integralleri (3.17) ifadesinde yerine yazilirsa

ey 4 g VOB T+

‘(1—h) T o= o) Ao ($)
[ ll, ra+a) 1/, p—oy2@ p—o\=
_(p—a)“F(1+2a)( 2 ) +(x_“_h )

(1550 + (o157 )]

@
I, ra+ao 2 (42 2a (x_a+p)2“

T (p—0)*Tr(1+2a) h 2) +2° 2
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Lp—a)*

2(1

@l ra+
“(p—0)*Tr(1+2a)

—h(p— )" + h*(p - 0)2"‘]

[(h— 1) + 1*%]

N O._l_pZa (p_o.)Za
(=737 + =

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanir (Sarikaya vd., 2016).

Sonug 3.2.1. Eger (3.16) esitsizliginde ~ = 0 alinirsa, o zaman (3.16) ifadesi Sarikaya ve
Budak (2016) tarafindan sunulan (3.13) esitsizligine doniisiir (Sarikaya vd., 2016).

Sonug¢ 3.2.2. Eger (3.16) esitsizliginde « yerine 1 yazilirsa, Dragomir vd. (2000)

tarafindan ispatlanan

(@) +y¥(p)
2 (p—o0)

p
‘(1 —h)Y(x) +h f Y(t)dt

.2 , , +p\?
Sp_—alz(p—a) [(h—1) +h2]+(x—02p)l

sonucu tekrar elde edilir. (Sarikaya vd., 2016).

Bu kisimda verilen Ostrowski tipli sonuglar ve Teorem 3.1.4° de verilen esitsizlikler
kullanilarak ikinci mertebeden lokal kesirli tlirevleri sinirli olan fonksiyonlar i¢in

genellestirilmis Ostrowski tipli sonuglar bu tezin dérdiincii boliimiinde verilecektir.
3.3. Uyumlu Kesirli integraller Iceren Ostrowski Tipli Sonuclar

Bu kisimda klasik Ostrowski ve Ostrowski tipli esitsizliklerin uyumlu kesirli versiyonlari
{izerine nasil ¢alismalar yapildig1 incelenecektir. Ornegin; Ostrowski esitsizliginin a -kesirli

integraller igeren versiyonu Anderson (2016) tarafindan asagidaki gibi ispatlanmistir.

Teorem 3.3.1. 0 < a < b olmak iizere a,b,s,t ER ve f :[a,b] = R fonksiyonu a €
(0,1] i¢in a-kesirli diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda, M = sup,c(qp)|Tof (t)| sartmni

saglayan M degeri i¢in
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[(t* — a%)? + (b* — t*)] (3.18)

M
< - 0@
~ 2a(b® — a%)

f

esitsizligi saglanmaktadir (Anderson, 2016).

Ispat. f :[a,b] —» R fonksiyonu a -kesirli diferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugundan,

her t € [a, b] i¢in tanimlanan

fonksiyonu i¢in

f Q(t, ) Tuf (s)ds

f® =7

0zdesligi saglanmaktadir. Bu 6zdeslik,

b
FO - g | O des =5 of (5)ds

formatinda yazildiktan sonra her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

(3.19)

\f

_b“— f |Q(t, s)| dgs

_ Ma f(s —a)d +J‘b(b“—s“)d
Cb*—q2l|), a as . a @’

ifadesi elde edilir. (2.10) 6zdesligi yardimiyla,

35



b

tsa_aa ba_sa

f( = )das+f< = )das (3.20)
a t

‘ 1b“—s“2b
~7(—=)
a

= o5 — @) + (b — £)?]

t

sonucu bulunur. (3.20) sonucu (3.19) ifadesinde yerine yazilirsa (3.18) esitsizligi elde edilir.

Anderson (2016) Ostrowski esitsizligini verdigi calismada, ayni zamanda Hermite-
Hadamard, Steffensen ve Chebyshev gibi birgok temel esitsizligin uyumlu kesirli integraller

iceren versiyonlarini da ispatlamustir.

Usta vd. (2018), Holder esitsizligini kullanarak Anderson tarafindan sunulan Ostrowski
esitsizligine yeni bir iist smir elde etmislerdir. Ikinci mertebeden a-kesirli tiirevleri smirl
olan fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler Erden (2020) tarafindan asagidaki gibi

verilmistir.

Lemma3.3.1l. 0 <a<b ve a € (0,1] olmak tizere f : [a,b] - R fonksiyonu, [a,b]
kapali arahg: tizerinde siirekli ve (a,b) acik arahig tizerinde iki kez a —kesirli
diferansiyellenebilir olsun. Ayni zamanda, w : [a,b] = R, [a,b] flizerinde siirekli ve

negatif olmayan bir fonksiyon olsun. O zaman, f fonksiyonunun ikinci a —kesirli tiirevi

T@F(t) = T,T,f(t) seklinde gdsterilmek iizere

b
f K, o, ) TP F(Ddgt (3.21)

a

b
= <J (ua’ — .Xa) W(u)dau> Taf(x)

b b
+a <f w(u) dau) f(x)— af w(t) f(t)d,t

Ozdesligi saglanir. Burada K, (x,t) ifadesi
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t
f w* —tYw)dau, a<t<x
a

K,(x,t) :=

b
f w* -t H)wl)du, x<t<bh
t

seklinde tanimlanmaktadir (Erden, 2020).

Ispat. K,(x,t) agirlikh cekirdegi tanimina uygun bir sekilde yazildiktan sonra kismi

integrasyon yontemi kullanilirsa

b
[ kel D TP F @t

= fx (ft(u“ —t%) W(u)dau> Téz)f(t)dat
b t
.|.j <L (u® — t%) W(u)dau> Téz)f(t)dat

b x t
= <.f (u® —x%) W(u)dau> T.f (x) + af <f w(u) dau> T.f(t)d,t

b/t
+a'j (] w(uw) dau> T.f(t)d,t
x b

esitligi bulunur. Daha sonra, yukaridaki 6zdesligin sagindaki integrallere bir kez daha kismi

integrasyon uygulanirsa, (3.21) ifadesi elde edilir (Erden, 2020).

Teorem 3.2.2. Lemma 3.3.1° de verilen f ve w fonksiyonlarinin sartlar1 saglansin. f

fonksiyonunun ikinci o« —kesitli tirevi T Pf(¢)  siurh ise, yani ”Téz)f” =

sup |T(§2)f(t)| < o ise, 0 zaman her x € [a, b] icin
te(a,b)

b
<] (u* — x%) W(u)dau> T, f (x) (3.22)

b b
+a (f w(u) dau> f(x)— af w(t) f(t)d,t
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< Za ”T(Z)f” fb(u“ —x%)?w(u)d,u

< 1 | (ba —a“ +
T 2a [a,b]o 2

a® + b“ >2
2

esitsizligi saglanir (Erden, 2020).

Ispat. (3.21) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra Téz) i)
fonksiyonunun sinirlilik 6zelligi kullanilirsa

b
( f (u — x) w(u)dau) Duf ()

b b
+a <f w(u) dau> f(x)— af w(t) f(t)d,t

< |7 s j ’ < j t(t“ —u“)w(u)dau> d,t

+||Tc§2)f||[x'b]'OO Lb (J;b(ua —t%) W(u)dau> d,t

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sagindaki integrallere sinir degisimi kurali uygulanirsa

b
<J (u® — x%) W(u)dau> D, f(x) (3.23)

b b
+a <f w(u) dau> f(x)— af w(t) f(t)d,t

||D(2)f [a,x],00
_—f w®* — x*)2wu)dyu

W} (u®* — x*)2w(uw)du

X
(2)
f
< %L (u® — x*)? w(uw)dyu

sonucu bulunur. Son olarak, (3.23) ifadesinin sagindaki integral
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b
f (u® — x%)2wu)d,u

a

b
< sup (u“—x“)zf w(u)dyu
a

u€(a,b)

b
= max{(u® — a%)?, (u* — b“)z}f w(u) d,u

)

seklinde hesaplanirsa, (3.22) ifadesi elde edilir (Erden, 2020).

a® + b® z

2

— x%

h% — g%
( +

> wa(u) dyu

Sonug 3.3.1. (3.22) esitsizliginde w(u) = 1 segilirse, o zaman

a®+b* a? b
(5 ) Tuf @) + af @)~ g7z | f @t
(b “)2[ 1 (- b)]
—a @
< 7 |
- 2a 12 + (b* — a%)? ”T“ f”[a,b],oo

esitsizligine ulasilir. Boylece, ikinci a —kesirli tiirevi sinirl olan fonksiyonlar igin yeni bir

esitsizlik elde edilmistir (Erden, 2020).

Erden (2020) ayni zamanda elde ettigi esitsizliklerin momentler ve olasilik yogunluk

fonksiyonlar1 iceren uygulamalarini da sunmustur.

Uyumlu kesirli hesaplamalar teorisinden ve literatiirde yer alan benzer esitsizliklerden yola
¢ikarak, bu tezin 5. bolimiinde ikinci mertebeden a —kesirli tiirevleri sinirli olan
fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli sonuglar elde edilecektir. Ayni1 zamanda, bulunan

sonuclarin bazi uygulamalari da verilecektir.
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4. LOKAL KESIRLI INTEGRALLER ICEREN ESITSIZLIiKLER VE
UYGULAMALARI

Bu béliimde; tez konusu kapsaminda ortaya ¢ikan lokal kesirli integraller igceren esitsizlikler

ve onlarin uygulama alanlarindan bahsedilecektir.

4.1. Lokal Kesirli Tiirevleri Sitnirhi Olan Fonksiyonlar icin Ostrowski Tipli
Esitsizlikler

Bu kisimda, iki kez lokal kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlar ele alindiginda nasil esitsizlikler
olusacagi incelenmistir. Bu esitsizlikleri elde etmek icin ilk olarak asagidaki lemmada

verilen 0zdeslik verilmelidir.

Lemma 4.11. 0<a<1l,0<p ve o,p€Il® olmak lizere ¢ : I°SR—->R%

fonksiyonu ¢ € D,,(I°) ve ¢ € C,, [0, p] sartlarini saglasin. Bu durumda, h € [0,2]

icin m;,(x) = h (x - %) ve x € [o,p] olmak tizere

1
2%(p—o)*r(

1+ )J 2, &5 0) 9D () (dE)” (4.1)

_(h—Z)“ o+p . r+2a)
T (x_ 2 ) vl )(x)+2ar(1+a)q’(x)
ri+a) «|2() — (o)

~ = a9s M) [2—]

1 rl+2a)
" 2%(p—0)* I'(1+a)

p
@(§) (d)”

=: 4,(p;x,a)

esitsizligi saglanir. Burada A,(x, &; a) ifadesi

(-8 —0o—m(x)* ,0<¢{<x
Ah(xrf;a) =
(=8¢ —p—m(x)* ,x<&<p

seklinde tanimlanir.

40



Ispat. A,(x,t; a) ifadesinin tanim1 kullamlirsa

e f M(x, & @) 9O () (d)”
ri+a)), " ¢
B mf (0= (€ =0 —m()) @I ()"

r(1+ )f(p OD(E = p—my () ¥V () ()

0zdesligi elde edilir. Daha sonra, Teorem 2.2.8” de verilen lokal kesirli integraller igin kismi
integrasyon yontemi uygulanir ve ortaya ¢ikan integraller Sonug 2.2.2° de verilen formiil ile

hesaplanirsa

1
reean] IR OIS

= =27 -0 (x - T22) 0

F(1+2a) . 1 .
r<1+a) f [ ey €~ 9" = T+ @), () ]<p< (©)(dé)

r{+2a) 3 T .
+ m ram f [ gy €~ P =T+ @), () ] 9@ (©)(dE)

esitligi bulunur. Benzer sekilde, yukarida verilen 6zdesligin sag tarafindaki integrallere bir
kez daha lokal kesirli kismi integrasyon yontemi uygulanirsa (4.1) 6zdesligi elde edilir ve

bdylece Lemma ispatlanmis olur.

Cesitli fonksiyonlar ele alindiginda klasik integraller kullanilarak ¢ok sayida esitsizlik elde
edilebilir ve bdylece ilgili integraller i¢in yeni alt ve iist sinirlar bulunarak yeni esitsizlik
olusturulabilir. Bu boliimiin devaminda, sinirli fonksiyonlar ve (4.1) 6zdesligi kullanilarak

lokal kesirli integrallere {ist sinirlar aranacaktir.

Teorem 4.1.1. Lemma 4.1.1° de verilen biitiin sartlar saglansin. Eger ¢®% fonksiyonu

(d,p) arahginda sinirh ise, yani [|¢@®|| < oo sarti saglamyorsa, bu durumda h € [0,2]

ve o<x<Zf 19111
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14,(; x, )| (4.2)

{F(l + 2a) ((p —x)3% + (x — 0)3“> T+ a) ( o+ p)z‘x
< By P
ra+3a) 2%(p —0)* rl+2a) 2

1 rl+a) Id+2a)
T (p-0)® lr(1 +2a) I'(1+3a)

[mhoo]w} lo@]|.

esitsizligi ve % € [0,2] ve % <x <p icin

14, (@; x, @) (4.3)
{F(l + 2a) ((p —x)3% + (x — 0)3“> . T+ a) ( o+ p)z"‘
< e (=22 F
rl+3a) 2%(p — 0)* rld+2a) 2

1 lr(1+a) ri+2a)

(P —0)*|I'1+2a) I'(1+3a) [mh(X)]3“} ”(p(z(x)”w

sonucu bulunur. Burada, m,(x) ifadesi m,(x) =& (x — —) seklinde tanimlanmaktadir.

ispat. (4.1) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri aliir ve daha sonra ¢®®
fonksiyonunun sinirliligi kullanilirsa

14,(¢; x, @) (4.4)

- = | B atlee©lane
SRk ra+ol) "
o™l 11 | o = €118 — 0 — my (014"
= 29(p—0)*|I'(1+a) h
a
T 61k = o = ml "

ifadesi elde edilir.

(4.4) ifadesindeki lokal kesirli integraller o < x <2 ve 2 < x < p durumlar igin ayn

ayn hesaplanmalidir. Ayrica, bu integralleri hesaplamay: kolaylastirmak i¢in bir 6zdeslik

verilecektir. y < § < r sartini saglayan r,y,§ sayilari igin
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1 r
R e e (45)

— 1 ® aé‘ ad a 1 " a 6ad a
= rr e ), €O s | €€ - 9@

o rl+a) I'(1+2a)
- [1“(1+2a)_1"(1+3a)l( a

ra+2a) _rd+ao

+ m(r )¢ T2 (6 -V —y)*

lokal kesirli integral 6zdesligi saglanmaktadir.

o < x <22 durumu incelendiginde, (4.4)’ iin sagindaki ilk integral

1 X
m | 1o =171~ o = mycol (@ (46)

i ), € € o - m) @

- mjo u® (u — my,(x))*(du)®

_r(1+2a) r'l+a

—0)%% - T2 [m,,(x)]%(x — 0)**

seklinde hesaplanir. Ayn1 zamanda, (4.4)’ iin sagindaki ikinci integral igin (4.5) 6zdesligi

kullanilirsa

1 p a a a
TS j Ip = &11€ = p +my(0)[%(dD) (47)

I'(1+2a) I'(1+3a) [y, GO

r(1 + 2a) ., T+a)
T30 P - )’ UTCET)

alF(1+a) r{l+2a)
[mu(0)]* (o — x)**

ifadesi kolaylikla elde edilir.

Bu baglamda, (4.6) ve (4.7) 6zdeslikleri (4.4) ifadesinde yerine yazilirsa, (4.2) esitsizligi
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bulunur.

Gzﬁ < x < p durumu ele alindiginda, (4.5) formiilii yardimyla

1 X
S e f |0 — 1% 1 — 0 — my,(x)|%(dE) (4.8)
T +a) I+ 2a) 30
=2 [m +2a) TI'(1+3a) L ()]
rl+2a) « ri+a a 2a
Fvs0 "0 TR e O

ifadesi elde edilir. Son olarak, mutlak deger 6zelligi ve kesirli integral hesaplama 6zellikleri

kullanilarak
L e
e f Ip = £171€ = p + my(0)|*(dE)" (4.9)
R (o = O 4 e )G —
esitligi elde edilir.

Bu durumda, (4.8) ve (4.9) 6zdeslikleri (4.4) ifadesinde yerine yazilirsa, (4.3) esitsizligi

kolaylikla bulunur. Béylece teoremin ispati tamamlanir.

Sonug 4.1.1. Eger (4.2) ve (4.3) esitsizliklerinde &« = 1 segilirse, 0 zaman Erden vd. (2016)

tarafindan sunulan (3.4) ve (3.5) esitsizlikleri tekrar elde edilir.
Sonug 4.1.2. Teorem 4.1.1” in esitsizliklerinde h yerine 0 yazilirsa,

rl+2a)

ra+2a) o+p
( 2¢(p—0)*

a
Ia+2a) atp_ @ () —
2ard+ o) P x) i)

(LT C2OT) e,

Fe©)| (410)
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sonucuna ulasilir.

Sonug 4.1.3. (4.10) esitsizliginde x = ? alinirsa, o zaman ikinci mertebeden lokal kesirli

tirevleri sinirli olan fonksiyonlar igin genellestirilmis Mid-Point esitsizligi olan

ra+2a) o+p ra+2a)

zar(1+a)‘p( 2 )
r(l+2a)(p—o0)*

=T +3a) 24

=320 —gyz HOE)

lo®],

sonucu bulunur.

Sonu¢ 4.1.4. (4.10)’ da a =1 secilirse, (4.10) ifadesi literatiirde sik kullanilan (2.3)

esitsizligine doniisiir.

Not: (4.2) ve (4.3) esitsizliklerinde 4 =2 alindiginda, kesirli integraller iceren yeni
Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilebilir.

4.2. Lokal Kesirli integraller i¢in Niimerik Yaklasim Uygulamalar

Bu kisimda, lokal kesirli integraller iceren esitsizlikler arastirirken ortaya cikan hata
tahminlerinden bahsedilecektir. Ilk olarak, formiilleri daha kolay ifade etmek i¢in bazi tanim

ve gosterimler verilecektir.

D, : 0d=xy<x <...<x,_1 <x, =p ifadesi [o,p] araliginin bir par¢alanmas olsun.
Ayrica, burada ortaya ¢ikan alt araliklarigin k = 0, ...,z — 1 olmak lizere {}, € [x), Xy 41]

ve b, = X;4+1 — X olsun. Bu kabiillerden yola ¢ikarak yazilabilen

S(9,9,¢,D,) (4.11)
_ (=2 N X + X1\, a 1o a
T Ir(1+2a) k=0< ko 2 ) 9@ (Gi)bk +mkz()fp((k)bk
r+a az—l X + Xpe1\”
“rirz" ;(Zk — BB () — 9]
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ifadesi asagidaki teoremin olugsmasinda kolaylik saglayacaktir.

Teorem 421. 0<a<1l,0<p ve o,p€I® olmak iizere ¢ : [°<SR - R*
fonksiyonu ¢ € D,,(I°) ve ¢@® € C,,[0,p] sartlarini saglasin. Eger ¢ 3% fonksiyonu

(0,p) arahgindasinirliise, yani [|p®@®|| < oo sarti saglamyorsa, ¢ fonksiyonunun lokal

kesirli integrali
1
Igp(§) = m[ (&) (dO)* = S(p,99,{,D,) + R(p, 9 ®,{,D,)

gosterimi ile yazilabilir. Burada, S(¢,»®,¢,D,) ifadesi (4.11)’ de tammlandig: gibidir ve

R(p, 9 ®,¢,D,) kalan terimi 4 € [0,2] olmak iizere her x; < {; < % i¢in

|R(¢, 0, ¢,D,)| (4.12)

z—1
1
5 ||<p<2“>llw{m2«xk+l = 4% + (G = 1))
k=0

_papa

-1
r(1+a) ( Xy + xk+1)2a pa
r2(1+2a) & k 2 k

2053 [T(1+a) T'(1+2)]< : Xt xk+1 3a
TA+20)|Fr(1+2a) T'(1+ 3a)l kZO( )

e . + . .
tahminini ve her % < {k < Xp4q 16N

|R(p,0@,¢,D,)| (4.13)
z—1
1
< ||<p<2“>llw{m;«xk+l = G* + (G = x)°)

z-1
2
_Zaha F(l + (I) ( . X t xk+1) * b}?

2
r:(+2a) & 2

253 [Tl +a) TI(1+22)]% ; xk+xk+1 3a
F(1+2a) r'l+2a) F(1+3a)lk2=0( )
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tahminini saglar.

Ispat. Eger (4.2) esitsizligi k=0, .., z—1 igin [xg, xx1] alt araligs iizerinde

k+1

. + ..
uygulanirsa, 0 zaman h € [0,2] olmak tizere her x; < (), < % igin

r(l+2a)

) 9 + 247 (1 + )

(k)

(h—2)“ X + Xpq1
Toa \MeTTT

ri+a) a( X + X4

27 (et —xe | KT T

r(1+2a)

2% (Xp41 — x)*T(1 + @)
< ” (Za)” F(l + 2“) (xk+1 - (k)3a + ((k - xk)3a
=19\ ra+ 30 24 (Xprq — )"
A+ ( _xk+xk+1)2“

r(1+2a) >k 2

n® [ ri+a) ra+ 2a)l ( _xt xk+1)3“}
k

) oG — 9(0)]

fx " @) (e

(e — x0T +22) T(1+3a) 2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik k degerleri igin 0’ dan z — 1’ e kadar toplandiktan sonra

ticgen esitsizligi uygulanirsa, (4.12) tahmini elde edilir. Benzer sekilde, (4.3) esitsizligi
dikkate alinarak her x;, < ¢ < % icin ayni iglemler uygulanirsa (4.13) tahmini

bulunur.

Sonug 4.2.1. Eger (4.12) ve (4.13) tahminlerinde a« = 1 alinirsa, 0 zaman Erden vd. (2016)

tarafindan verilen tahminler elde edilir.

Xe+Xg+1

Sonug 4.2.2. Teorem 4.2.1° in biitiin sartlar1 altinda ¢, = ve h =0 segilirse, o

zaman ¢’ nin lokal kesirli integrali

1 p
A0 = ey | 9@ WD = 50,0 + Ru(p, Do)

seklinde ifade edilir. Burada R,,(¢,D,) kalan terimi
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loll,, <

r(1+3a) 23 Zb’éa (4.14)
k=0

tahminini saglar.

Sonug 4.2.3. (4.14) tahmininde « yerine 1 yazilirsa, Cerone vd. (1998) tarafindan verilen

Mid-point integral tahmin formiilii tekrar elde edilir.
4.3. Lokal Kesirli integral Esitsizlikleri i¢in Ozel Ortalama Uygulamalar

Bu kisimda, o-tipi sayilar1 taban alan genellestirilmis ortalamalar igeren esitsizlikler

sunulacaktir. Bunun igin, ilk olarak bazi genellestirilmis 6zel ortalamalar verilecektir.
Lokal hesaplama teorisi i¢in verilen genellestirilmis aritmetik ortalama

o% + p*
A(0,p) =——
ile tanmimlanmaktadir. Ayrica, lokal hesaplama teorisi i¢in verilen genellestirilmis logaritmik

ortalama ise o # p olmak lizere s € Z\{—1,0} ve o,p €R igin

1
r + sa) p(s+1)a _ 0.(s+1)a”§

Ls(a.p) = ri+(s+a) (p —0)=

seklinde tanimlanmaktadir.

@ :(0,0) - R* fonksiyonu s € Z\{—1,0} icin ¢@(&) =&°* seklinde verilsin. Bu
durumda, 0 < o < p igin

@ (U er p) = [A(0, p)]°

olarak yazilabilir. Ayrica, Sonug 2.2.1” den faydalanarak
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r'l+sa) (s-1a
ri+(—"Ha)

@ (x) =
ifadesi ve Sonug 2.2.2” den faydalanarak

1
(p_—a)aal;i‘q)(f)) = [Ls(a, p)I°

esitligi bulunur. Son olarak, ¢@® fonksiyonunun normu

(| ra+sa)
i rl+(s—2a)

p(s—z)a‘ s>1

lo®1l,, =

rl+sa) e
L r(1+ (s —2)a) 07D, s € (=, 1]\{~1,0}

=: Ys(o,p)

seklinde hesaplanir.

Genellestirilmis 6zel ortalamalar diigiiniildiigiinde, (4.10) esitsizligi 0 < o0 < p degerleri

i¢in

ra+22a) . r(l+sa) e
2“1"(1+a)x +['(]__|_(S_1)a) [A(O-',D)x( De _ x ]
r(r+2
‘(z;aa)[Ls(a,p)]s
r(i+2a) ((p—x)3%+ (x —0)3¢ y
_F(1+3a)< 2¢(p — o) ) s(o,p)

seklinde tekrar ifade edilebilir. Boylece, genellestirilmis 6zel ortalamalar iceren yeni bir
esitsizlik ortaya ¢ikar. Ayni zamanda, (4.15) esitsizliginde x = Jzﬂ secilirse, o zaman

genellestirilmis 6zel ortalamalar igeren mid-point tipli
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r+2a) _r(1+2a)

2t [A(0, p)]® S [Ls(o, p)]°
r(l+2a)(p—o0)*
S %3 2w s@P)

esitsizligi elde edilir.
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5. UYUMLU KESIRLI INTEGRALLER iCEREN ESITSIZLIKLER VE
UYGULAMALARI

Bu béliimde, ikinci mertebeden uyumlu kesirli tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar i¢in nasil
esitsizlikler ortaya ¢ikacagi incelenecektir. Ayrica, elde edilen esitsizlikler uyumlu kesirli

integrallerin hata degeri hesaplamalarinda kullanilacaktir.

5.1. Uyumlu Kesirli Tiirevleri Simirhh Olan Fonksiyonlar i¢cin Ostrowski Tipli

Sonugclar

Uyumlu kesirli integraller igeren esitsizlikleri elde etmek i¢in ilk olarak asagidaki 6zdeslik

verilecektir.

Lemma5.1.1.0<a<b ve a € (0,1] olmak iizere f : [a,b] » R fonksiyonu (a, b)

acik araligr lizerinde iki kez a —kesirli diferansiyellenebilir olsun. O zaman, f

fonksiyonunun ikinci a —kesirli tiirevi T2 £(¢) = T, T,f (t) Ve h € [0,2] icin @q(x; h) =

h (x“ — aa:ba) seklinde gosterilmek tizere her x € [a, b] i¢in

1 b 5
mf Q) T f(B)d,t (5.1)

_h—2< u a% + b“*
T 22 2

)T 0

Pa(X; h) 1 b
Tathe—amy &)~ F@) ~ Gy | Fdat

= Sa(f5x)

1
+Ef(x)—

Ozdesligi saglanir. Burada, Q,(x,t) fonksiyonu

(@*—t*)(t*—a* — g (x;h)) ,a<t<x

Qh(x; t) =
(b* =t (X" = b — o (x;h)) ,x<t<b

seklinde tanimlanmaktadir.
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Ispat. Q,(x,t) cekirdeginin tanimi kullamldiktan sonra kismi integrasyon yontemi

uygulanirsa

b
f 06 O TP (B)dt

X

= | (a% = t%) (t" — a® — @ (6 T F () dg

b
+ f (B% — £9) (t% — b% — g0 (x: TLF (E)dt

Q

= (a =t9) (" = a® = @ (x; )T f (Ddatla
— ]X(Zaa“ —2at® + ap,(x; ) T, f (t)d,t
+(l:“ — )t = b — @ (x; D) Tof (Ddat]y
- jb(Zab“ —2at% + aq(x; 1)) T f () d gt

a® + b“
2

= (b = ) |2 = %) + a6 )| Tuf ()
— Ux(Zaa“ —2at% + aq(x; 1)) Tof (D) dy

b
+ f (2ab® — 2at®* + ap,(x; h)) Taf(t)datl

ifadesi bulunur. Yukaridaki 6zdesligin sonundaki integraller icin bir kez daha kismi

integrasyon yontemi kullanilirsa

fx(Zaa“ —2at® + a@,(x; ) Do f (t)d,t
b
+j (2ab® — 2at® + a@q,(x; h)) D, f (t)d,t
= [(Zaa“ —2at® + ap, () f()|X - <—2a2 fxf(t) dat>l

b
+ l(Zab“ —2at® + ap, (x; B)) ()2 — (—Za2 f (0 dat>l
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= (2aa® — 2ax® + a@,(x; 1) f(x) — ap,(x; h) f(a) + 2a? fxf(t) d,t
b
+ap,(x; h)f(b) — 2ab® — 2ax* + ap,(x; ) f(x) + 2a2f f(t)d,t

b
= =2a[(b” = a®) + 9o (x; W] + a@o (x; D[f (b) = f(a)] + Zazf f(®)dat

sonucu elde edilir. Buradan (5.1) 6zdesligi kolaylikla bulunur.
Simdi, (5.1) 6zdesligi kullanilarak nasil esitsizlikler ortaya gikacag incelenecektir.

Teorem5.1.1.0<a < b ve a € (0,1] olmak iizere f : [a,b] = R fonksiyonu, (a, b)

acik araligi tizerinde iki kez a —kesirli diferansiyellenebilir olsun. Eger f fonksiyonunun

ikinci a —kesirli tiirevi Téz)f(t) sinirli ise, ”T"EZ)]C” = sup |Té2)f(t)| < o0, 0 zaman

te(a,b)
|1So (f; )| (5.2)
x:h)]3 a+b
(Nh(x) — %, hera < x < icin
" _
2
<50 [T 0] % ;
| [@a(x; )] a+b .
\NVa(x) + 307 —a)’ €T < x < bigin

esitsizlikleri saglanir. Burada ¢, (x; /) fonksiyonu h €[0,2] igin @u(x;h) =

h (x"‘ — aa’;ba) ve N,(x) fadesi

r 1
Ny(x) = (b* — a%)? [E +

seklinde tanimlanmaktadir.

Ispat. (5.1) 6zdesligi ve Téz)f(t) fonksiyonunun sinirlilik 6zelligi kullanilirsa
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1Sa(f; %) (5.3)

1

b
(2
= 2a%(b* — a“).L Qe T f (O)det

sl
= 202(b* — a%) J,

72|
- 2a?%(b® — a%)

|Th(xl t)l dat
L

sonucu bulunur. Q,(x,t) ¢ekirdeginin tanimindan dolayr L integrali

X
L=f la® — t%| |t* — a® — @, (x; h)|d,t (5.4)
a

b
+f |b% — t¥| [t* — bY — o (x; h)|dyt
X

seklinde yazilabilir. Bu integrali hesaplamak i¢in a < x < asz ve aTer < x < b durumlar

ayr ayri incelenmelidir. Ayrica, p < q <r sartini saglayan r,p,q degerleri i¢in gegerli
olan

j 167 — p] 6% — q%|dyt (5.5)
P

q r
= j (t% —p) (g% — tM)dqt + J (t% —p®) (t* = q¥)d,t
p q
_@ —p° ¢ -p®)’ (@ —pO0 - p)*
B 3a 3a 2a

formiilii hesaplamalarda kolaylik saglayacaktir.

a < x < %2 durumu igin (5.4) deki ilk integral

X
f la® — t*| |t* — a® — @ (x; h)|d,t
a

= fx(t“ —a®) (% —a% — @q(x; h))dgt
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X X
=f (t% — a%)? d,t — @u(x; h)f (t* —a%) d,t
a a

(x% — aa)3 (x% — aa)z
B 3a B 2a Pa(Xi 1)

olarak hesaplanir. (5.4) iin ikinci integrali igin (5.5) formiili kullanilirsa

b
f|b“—t“||t“—b“—goa<x;h)|dat
X

. 3 a _ a3 a _ .02
__lpawhP | 0 —x (b —x)

3a 3a 2a P (X3 1)

Ozdesligi elde edilir. Bu baglamda, a < x < aZLb icin L integrali

2l Y i OV PR )

L= 3a —h a 2 3a

seklinde bulunur.

asz < x < b durumu ele alindiginda, (5.5) formiiliinden

X
j|a“—t“||t“—a“—qoa(x;h)matdt
a
(e (2% —a®)?  (x% — a%)?
_ Y
3a + 3a 2a Pax; h)

esitligi yazilabilir. Ayn1 zamanda, (5.4) iin ikinci integrali, uyumlu Kkesirli integral

formiillerinden

jb|b“ ) 6% — b — g (s W)t = (b* — x%)3 N (b _xa)z(p o
. e ¢ 3a 2a e

seklinde hesaplanabilir. Boylece, a < x < % icin L integrali
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a _ ..a)3 a _ ,a)\3 a_ a a2 . 3
(b* = x%)° + (x* — a%) _h(b a )<x“—a +b) +[<pa(x,h)]

L =
3a a 2 3a

(5.7)

olarak bulunur.

(5.6) ve (5.7) 6zdeslikleri (5.3) ifadesinde yerine yazilirsa, istenilen (5.2) esitsizlikleri elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir.

a

Sonug 5.1.1. (5.2) esitsizliklerinde 6zel olarak x* = aa:b segilirse, uyumlu kesirli integral

iceren mid-point tipli

1

% |I72r@|. 68

1 (a“ .; ba)a B (leaa)Lbf(t) il <

a

esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 5.1.2. Eger (5.8) esitsizliginde a yerine 1 yazilirsa, 0 zaman Cerone vd. (1998)

tarafindan verilen

‘f ((a - b)) -o== 1 '

sonucu tekrar elde edilir.

(b—a), .
<— Il ®ll,

Sonug 5.1.3. (5.2) esitsizliklerinde 6zel olarak # = 0 alinirsa

1 1 a® +b* 1 b
|Ef(x) (2 =) 0~ Gy | @ dat

(x“ _a%+ b“)z]

1 a rto-
12 + (b* — aza)z j ||Tc£2)f(t)||oo

(5.9)

< i(ba _ a)z
= 26!3 a

esitsizligine ulasilir.
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Sonug 5.1.4. Eger (5.9) esitsizliginde a yerine 1 yazilirsa, 0 zaman (5.9) ifadesi literatiirde

iyi bilinen (2.3) esitsizligine doniisiir.

Sonug 5.1.5. (5.2) esitsizliklerinde 6zel olarak # = 2 yazilirsa, 0 zaman

f(b) = f(a) (s - a® +b°

1 1 b p
Ef(x)_ (b® — a%) 2 >_(b“—a“)Lf(t) at

<= [1@r)|.

3

( 8 . a®+b” a+b .

|N2(X) - m(x - ) ) , hera<x< 1¢In
X

| L A%+ b’ b a+b< < bici

sz(X)'l'm(x - > ) ) er < x < bigin

esitsizlikleri saglanir. Burada, N,(x) ifadesi

r X a a
N2<x>=(b“—a“>2li+ - ‘—Z(x“‘a +b>

seklinde tanimlanmaktadir.
5.2. Uyumlu Kesirli integraller i¢cin Niimerik Yaklasim Uygulamalari

Bu kisimda, uyumlu kesirli integraller iceren esitsizlikler arastirirken ortaya ¢ikan hata
tahminlerinden bahsedilecektir. Ayrica, niimerik yaklasimlar kullanilarak bir uyumlu kesirli
integralin kalan terimine iist smirlar bulunacaktir. Ilk olarak, formiilleri daha kolay ifade

etmek i¢in bazi tanim ve gosterimler verilecektir.

I, : a=xy<x; <...<xp_1 <x,=>b ifadesi, [a,b] kapali araliginin bir pargalanis
olsun. Ayn1 zamanda, burada ortaya ¢ikan alt araliklar i¢in i = 0, ...,n —1 olmak {izere

& € [xi, xi41] ve ki = x{; — x{ olsun. Bu kabullerden yola ¢ikarak yazilabilen
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Vo (f, f@,8,1,) (5.10)

n—-1 n—1
h—2 ot !
= (eia - %) KiTaf (60 += D ki (50
i=0

i=0
-1

3

h
2a

i

Xi +xl+1
<Eﬁ‘ —) [f Cxiva) — £ ()]

I
o

notasyonu asagidaki teoremin ifadesinde kolaylik saglayacaktir.

Teorem5.21.0<a<b ve a € (0,1] olmak iizere f : [a,b] = R fonksiyonu, [a, b]

kapali aralig1 iizerinde siirekli ve (a,b) a¢ik arahigi lizerinde iki kez a —kesirli
diferansiyellenebilir olsun. Eger f fonksiyonunun ikinci a —kesirli tiirevi T(Z)f(t) siirlt

ise, ”T( )f” = sup |T( )f(t)| < oo, 0 zaman f fonksiyonunun uyumlu kesirli integrali
te(a,b)

b
[ 700 dax = Ve £, 6 1) + ReF £, 810)

gosterimi ile yazilabilir. Burada, V,(f, f®,¢&,1,) ifadesi (5.10) da tanimlandig: gibidir ve
i=0,...,n—1 degerlerii¢in 4 € [0,2] ve k; = x%, — x& olmak iizere R, (f, f¥,¢,1,)

kalan terimi

|Ra(f, f @, ¢, 1| (5.11)

h X%+ x% \} X + x:
z Ny ($:) -y <fia —l—Hl) , herx; <§ < lTHl icin

X <

h x4+ 280\ x; + x;
Z N () + 3 <fia - l—lﬂ) , her le < & < x;44 igin

tahminlerini saglar. (5.11) ifadesinde verilen N,,;(§;) fonksiyonu
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[ x& + x5 1\7]
N k3| n (fla B 2 +1) | hk; xi + x4
h,i(fl) 12 klz J El 2

seklinde tanimlanmaktadir.

Ispat. Teorem 5.1.1° de verilen esitsizlikler i = 0, ...,n — 1 olmakiizere [x;, x;,1] aralig1

lizerinde tekrar ele alinirsa, 4 € [0,2] ve x; < §; < % igin

1
) kiTof S0 +— kif (1)

h - 2 a Xla + x{x+1
2a2 {i 2

Xi+1

h a Xi +xl+1
—5<fi —) [f Geien) = F] = | f (¥)dax

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik i degerleri icin 0 dan n — 1 e kadar toplandiktan sonra

tiggen esitsizligi uygulanirsa, (5.11) tahmininin ilk satir1 elde edilir. Ayni1 zamanda, Teorem

5.1.1°den /€ [0,2] ve T < & <xpyy igin

h— Xi +Xiq
2a2 <’>;l —> k; Taf(fl) +—= klf(’fl)
h a_ x|+ x4 it d
—£< i )[f(xm) fe)] — y f(x) dgx
o X+ alq)’
< 1 k3I_ 1 (fl _x Zx ) -I hk a xia +xia+1 2
=543\ [ﬁ + Kz J —hki | $7 — —



ifadesi de yazilabilir. Benzer sekilde, yukaridaki esitsizlik i degerlerii¢in 0 dan n—1 e
kadar toplandiktan sonra liggen esitsizligi uygulanirsa, (5.11) tahmininin ikinci satir1 elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir.

. . xyxd
Sonug 5.2.1. Teorem 5.2.1" de verilen tahminlerde ¢ = =1 alnirsa, o zaman f

fonksiyonunun uyumlu kesirli integrali

b
[ 700 dex = Ve (Fot) + Reaa £ 1)

gosterimi ile yazilabilir. Bu durumda, R, (f,1,,) kalan terimi

IT(” 1.3

Z K3 (5.12)

|Ra,M(f' In)l

tahminini saglar.

Sonug 5.2.2. (5.12) tahmininde « yerine 1 yazilirsa, 0 zaman Cerone vd. (1998) tarafindan

sunulan hata tahminine ulasilir.

Sonug 5.2.3. (5.11) tahmininde # = 0 yazilirsa, 0 zaman f fonksiyonunun uyumlu kesirli

integrali

b
| Fdax =Vl £, 6000 + Ra£. £, 6,1

gosterimi ile yazilabilir. Burada, V,(f, f9,¢,1,) ifadesi i =0,...,n—1 degerleri igin

k; = x7, —x olmak lizere

1 n—1 1 n— ' +1
Velf f @, 1) == > fED ki - —ZZ < i )k Tof ()
i=0

i=0
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seklindedir ve R, (f,f®,¢,1,) kalan terimi

|R(f, f@,&,1,)| (5.13)
n—1 [ a xl{x+x{x+1 2]
g A m
st Sl

tahminini saglar.

Sonug 5.2.2. (5.13) tahmininde a yerine 1 yazilirsa, 0 zaman Cerone vd. (1998) tarafindan

sunulan hata tahminine ulasilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, ikinci mertebeden kesirli tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar igin Ostrowski tipli
esitsizlikler elde edilmistir. Literatiirde yer alan Ostrowski tipli integral esitsizlikleri detayli
bir sekilde incelendikten sonra, bu esitsizliklerin lokal kesirli integraller ve uyumlu kesirli
integraller igeren versiyonlar1 arastirilmistir. Literatlir arastirmasi sonucunda elde edilen
bilgiler tez konusu kapsaminda 6zetlenerek 2. ve 3. Boliimde yazilmistir. 4. boliimde, lokal
kesirli hesaplamalar kullanilarak elde edilen esitsizlikler ve onlarin bazi uygulamalari
sunulmustur. 5. boliimde, uyumlu kesirli hesaplamalar kullanilarak elde edilen esitsizlikler

ve onlarin niimerik yaklasimlar i¢in uygulamalar literatiire kazandirilmistir.

Bu tez konusu kapsaminda esitsizliklerin gelisim stireci tarihsel bir sekilde anlatildiktan
sonra, yeni esitsizliklerin nasil elde edilecegi detayli bir sekilde anlatilmistir. Bu dogrultuda,
farkl kesirli hesaplamalar ya da farkl tarzda fonksiyonlar kullanilarak yeni esitsizlikler ve
uygulamalar1 {izerine arastirmalar yapilabilir. Ornegin, bu tez smrlh fonksiyonlar
kullanilarak elde edilen sonug¢lardan olugmaktadir. Benzer sonuglar konveks fonksiyonlar
i¢in arastirilabilir. Ayrica, bu tez klasik integraller igeren bir sonucun lokal kesirli ve uyumlu
kesirli versiyonlari incelenerek olusturulmustur ve bu tezin 3. boliimiinde verilen bazi
esitsizliklerin kesirli versiyonlar1 heniiz literatiirde bulunmamaktadir. Sonug olarak, ilgili
okuyucular bu tezde elde edilen sonuglar {izerinden yeni esitsizlikler ve uygulama alanlari

gelistirebilirler.
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