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Yiiksek Lisans Tezi

KONVEKS VE KOORDINATLARA GORE KONVEKS FONKSIiYONLAR iCIN
GENELLESTIRILMiS HERMITE-HADAMARD TiPLI ESITSiZLIKLER VE
ILGILI INTEGRALLERIN HATA TAHMINLERI

Neslihan SUMER
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Tez Damismani: Do¢. Dr. Samet ERDEN
Bartin-2023, sayfa: 40

Integral esitsizlikleri hem teorik hem de uygulamali matematikte kullanilan en 6nemli
araglardan biridir. Bazi problemlerde integralin tam degeri hesaplanamaz. Boyle durumlarda
yaklasim metotlar1 gelistirmek gereklidir. Bu yiizden, bazi matematik¢iler fonksiyonlarin
cesitli siniflari igin integral esitsizlikleri lizerine ¢alismigtir. Hermite-Hadamard, Ostrowski,
Chebyshev, Griiss ve Ostrowski-Griiss esitsizlikleri, literatiirdeki 6nemli esitsizliklerden

bazilardir.

Son zamanlarda, bir ¢ok aragtirmaci Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili ¢cok sayida sonug
bulmuslardir. Bu kapsamda klasik Hermite Hadamard esitsizliginin daha hassas sonuglari,
esdegerleri ve genellestirilmis versiyonlarinin yani sira fonksiyonlarin farkli kabulleri
altinda yeni Hermite Hadamard Tipli esitsizlikler incelenmistir. Ornegin; koordinatlara gore
taniml1 konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler Dragomir tarafindan

sunulmustur (Dragomir, 2001).

Bu tezde genellestirilmis Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler, konveks fonksiyonlari taban

alan Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler iizerine devam eden c¢aligmalarin 1s1ginda



incelenecektir. Ilk olarak bir integralin alt ve iist smirlarini belirleyen klasik Hermite-
Hadamard esitsizliginin genellestirilmesi ile ana integrale daha yakin alt ve st smurlar
saglayan yeni bir esitsizlik sunulacaktir. Bu sonucun elde edilmesinde konveks fonksiyonlar
ve n par¢adan olusan bir ¢ekirdek kullanilacaktir. Ayrica, n’ in farkli degerlerinde elde edilen
alt ve st sinirlar1 daha kolay belirlemek i¢in Matlab programi yardimiyla kodlar
yazilacaktir. Bu sayede, 6zel konveks fonksiyonlarin integrallerinin hata tahminleri ve
gercek degerleri arasindaki farklar incelenecektir. Bu baglamda, bir integrale alt ve {ist
sinirlar saglayan yeni esitsizlik yardimiyla integralleri hesaplanamayan veya hesaplanmasi

cok zor olan fonksiyonlar i¢in yaklasik degerler saglayan yeni formiiller sunulacaktir.

Gergek hayat problemlerini ¢ozmek icin kullanilan fonksiyonlar genelde birden fazla
bagimsiz degisken iceren fonksiyonlardir. Bu yilizden, bir bagimsiz degisken iceren
fonksiyonlarin yani sira iki bagimsiz degisken iceren fonksiyonlar da bu tez konusu
kapsaminda incelenecektir. iki degiskenli fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler elde edilmesinde koordinatlara gore konveks fonksiyonlar kullanilarak iki katli
integraller i¢in Hermite-Hadamard tipli genellestirilmis esitsizlikler sunulacaktir. Bu
esitsizlikler, Dragomirin (2001) koordinatlara gore konveks fonksiyonlar i¢in ispatladigi
sonucun genellestirilmis versiyonlaridir. Bu sayede, iki katli integrallerin hata tahminlerini

hesaplamak i¢in daha etkili yaklagim metotlar1 incelenebilir.

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard esitsizligi, hata tahminleri, konveks fonksiyon,

koordinatlara gore konveks fonksiyon.

Bilim Alam Kodu: 26D07, 26D10, 26D15, 26A33, 41A55.
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The theory of integral inequalities is one of the most useful mathematical tools in both pure
and applied mathematics. The exact value of an integral cannot be calculated in some
problems. In these cases, it is necessary to develop opproximation methods. Therefore, some
mathematicians worked on integral inequalities for various classes of functions. Hermite-
Hadamard, Ostrowski, Chebyshev, Griiss and Ostrowski-Griiss are some of the important

inequalities in literature.

In recent years, many authors have established a large number of inequalities connected to
the Hermite-Hadamard's inequality. For recent results, refinements, counterparts and
generalizations of classical Hermite-Hadamard inequality and new Hermite-Hadamard-type
inequalities under various assumptions for the functions. For example, Hermite-Hadamard
type inequalities for convex functions on the co-ordinates defined in a rectangle from the
plane are introduced by Dragomir (Dragomir, 2001).

Inspired and motivated by ongoing research on Hermite-Hadamard type inequalities based

on convex functions, generalized Hermite-Hadamard type inequalities will be examined in

this thesis. by using a generalization of classical Hermite-Hadamard inequality. By

vii



generalizing Hermite-Hadamard inequality, which determines the lower and upper bounds
of an integral, a new inequality that provides lower and upper bounds closer to the main
integral will be presented. In obtaining this result, convex functions and a kernel consisting
of n parts will be used. In addition, somem codes will be written to determine lower and
upper bounds which is obtained at different values of n in Matlab program. Herewith, the
differences between error estimations and real values of the integrals of convex functions
will be examined. As a result, with the help of a new inequality which provides lower and
upper bounds to an integral, new formulas that give approximate integral values for functions

whose integrals cannot be calculated or are very difficult to calculate will be presented.

Functions used to solve real-life problems contain usually more than one independent
variable. Therefore, functions containing two independent variables as well as functions
containing one independent variable will be examined within the scope of this thesis. In
order to Hermite-Hadamard type inequalities for functions containing two independent
variables, co-ordinated convex functions will be used. So, generalized Hermite-Hadamard
type inequalities for double integrals will be presented. These inequalities are generalized
versions of Hermite-Hadamard type inequalities which provided by Dragomir (2001) for co-
ordinated convex funstions. Herewith, more effective approximation methods can be

examined for error estimations of double integrals

Keywords: Hermite-Hadamard inequality, error estimations, convex functions, co-

ordinated convex Functions.

Scientific Field Code: 26D07, 26D10, 26D15, 26A33, 41A55.
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1. GIRIS

Geometri, analiz, topoloji, lineer cebir alanlarinda kullanilan konvekslik kavraminin tarihi,
M.O. 250 yilinda Archimedes’in m degerini hesaplamasina kadar uzanir. Buna karsin
konvekslik kavraminin terimsel olarak matematikte yer almasi 19. yiizyilin sonu 20. yiizyilin
basin1 bulmaktadir. ik olarak 1881 yilinda Hermite nin sonucunun, 1883 yilinda Mathesis
dergisinde yaymlanmasiyla konvekslik kavrami ortaya ¢ikmis olur. Hadamard’n 1893
yilindaki ¢alismasinda konvekslige rastlansa da asil ¢galismalar 1905 — 1906 yillarinda J. L.
W. V. Jensen ile baglamistir.

Esitsizlik teorisinin gelismesinde énemli rol oynayan konveks fonksiyon kavramu ile ilgili
ilk monografi 1930’lu yillarda yayinlanmigtir. Hardy, Littlewood, Polya, Beckenbach,
Bellman, Mitrinovic, Pachpatte, Pecari¢ ve Fink gibi matematikgiler esitsizlik teorisi ve
konveks fonksiyonlari bir arada inceleyerek g¢esitli kitaplar ve ¢ok sayida makaleler
yayinlamiglardir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk ¢alisma 1934 yilinda Hardy, Littlewood
ve Polya tarafindan yazilan "Inequalities" adli kitaptir (Hardy vd., 1952). Bu kitabin bir¢ok
baskis1 olmakla birlikte bu giin hala yeni baskisi da bulunmaktadir. ikinci ¢alisma ise E. F.
Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de yazilan 1934 — 1960 yillar1 arasinda elde
edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini iceren "Inequalities" adli kitaptir. Bunu, Mitrinovic
(1970) yayinladig: ve ilk iki kitapta bulunmayan farkli konulara da yer verdigi "Analytic
Inequalities" adli isimli kitap takip eder. Bu kaynaklarin yani sira literatiirde var olan bazi
kaynaklar sunlardir: "Inequalities involving Functions and Their Integrals and Derivaties"
(Mitrinovic vd., 1991), "Classical and New Inequalities in Analysis" (Mitrinovic vd., 1993),
"Mathematical inequalities" (Pachpatte,2005) ve "Convex Functions and Their

Applications” (Niculescu ve Persson, 2006) dir.

Konveks fonksiyonlar teorisi ile iligkili olan esitsizlik teorisi C. F. Gauss, A. L. Cauchy ve
P. L. Cebysev ile gelismistir. Esitsizlikler teorisi ve konveks fonksiyonlar arasindaki iliski
oldukca oOnemlidir. 19.—20. yy’da bulunan o6nemli esitsizliklerin bir¢ogu konveks
fonksiyonlar yardimi ile elde edilmistir. Bu esitsizliklerin en 6nemlilerinden biri, 1981
yilinda Hermite tarafindan ifade edilen Hermite-Hadamard esitsizligidir. Hermite, 1881
yilinin ekim ayinda, Journal Mathesis dergisine ispatsiz olarak yazdigi bir mektup ile
asagidaki ifadeyi sundu. Bu mektup Mathesis 3 de (1883, sayfa 82) su sekilde

yayinlanmistir;



"Sur deux limites d'une integrale define. Soit f(x) une Function qui varie toujours dans le

méme sendde x = a , x = b .On aura les relations

b b b

on bien
b b b
(b—a)f(a;r )>fa f(x)dx>(b—a)w

suivant que la courbe y = f(x) tourne sa convexité ou sa concavite vers I'axe des abcisses".

Bu esitsizlikler integraller i¢in ortalama deger teoreminin fonksiyon ve goriintiilerinin
ortalama degerine iliskin olup fonksiyonun konvekslik veya konkavlik olmasi durumuna

baghdir.

Daha sonra Hermite’nin sonuglarinin genellestirilmesi olarak 1906 yilinda Fejer
trigonometrik fonksiyonlar ile ¢alisirken su esitsizligi elde etmistir:
+b b b (a)+f(b) b
FE)IL 9Gdx < [ fGgeodx < (b - ) EELR 7 g(xdx

Burada g(x) = 1ve x € (a,b) igin Hermit’in esitsizlikleri elde edilir. Fejer’in bu sonucu
ile ilgili son yillarda literatiirde pek ¢ok galisma bulunmaktadir. Bu esitsizliklerin yani sira
1937 yilinda Ostrowski tarafindan elde edilen Ostrowski esitsizligi de mevcuttur. Hermite-
Hadamard esitsizligi ile ilgili ¢alismalarin birgogu S. S. Dragomir ve C. E. M. Pearce
tarafindan 2000 yilinda yazilan "Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and

Applications" isimli kitapta yer almstir.

Ozellikle son 20 y1lda Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin genellemeleri ve farkli konveks
fonksiyon siniflarini taban alan sonuglari {izerine bir¢ok ¢aligma bulunmaktadir. Dragomir
ve Agarwal (1998) tarafindan sunulan Yamuk (Trapezoid) tipli esitsizlikler ve Kirmact
(2004) tarafindan sunulan Orta nokta (Mid-point) tipli esitsizlikler, konveks fonksiyonlar
icin sunulan temel esitsizliklerdendir. Aymi zamanda, diferansiyellenebilir konveks

fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler iizerine yapilan caligmalar da

2



bulunmaktadir (Pearce vePecari¢, 2000; Yang vd., 2004). Tseng ve digerleri (2011) bir
caligmasinda diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar i¢in Fejer tipli agirlikli integral
esitsizliklerini incelemislerdir. Referanslarda yer alan bazi c¢alismalarda ise ikinci
tirevlerinin mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli

sonuclar ele alinmistir (Erden ve Sarikaya, 2016; Sarikaya ve Yildirim, 2010; Sarikaya vd.
2012).

Giincel bir c¢alismada Hermite-Hadamard, Yamuk ve Orta Nokta tipli esitsizliklerin
genellestirilmis versiyonlarina ek olarak yine konveks fonksiyonlari taban alan Bullen tipli
esitsizliklerin genellestirilmis versiyonlar1 Iscan ve digerleri (2021) tarafindan elde
edilmistir. Benzer bir genellestirilmis ¢ekirdek yardimiyla s-konveks fonksiyonlar1 taban
alan Simpson Tipli esitsizlikler ise Kashuri ve digerleri (2020) tarafindan sunulmustur.
Aritmetik-Harmonik konveks fonksiyonlar i¢in ikinci tip Simpson esitsizliginin bir

genellemesi Erden ve digerleri (2020) tarafindan verilmistir.

Bu calismalarin dogrultusunda, klasik Hermite-Hadamard esitsizliginin genellestirilmis bir
versiyonu incelenecektir. Tez konusu kapsaminda, ayni zamanda Dragomir (2001)
tarafindan sunulan iki degiskenli koordinatlara gore konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-
Hadamard tipli esitsizligin genellestirilmis versiyonu da elde edilecektir. Dragomirin
caligmasindan sonra koordinatlara gére konveks fonksiyonlar i¢in bir¢ok integral esitsizligi
sunulmustur. Ornegin, bazi yazarlar referanslarda yer alan makalelerde koordinatlara gore
konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard ve Ostrowski tipli sonuglar gelistirmislerdir

(Erden ve Sarikaya, 2010; Erden ve Sarikaya, 2014; Sarikaya vd., 2010; Sarikaya vd. 2014).



2. LITERATUR OZETI

Bu béliimde, dnceki ¢alismalarda elde edilen ve tez konusu ile baglantili olan bazi1 6nemli
tanim ve teoremlerden bahsedilecektir. Bu tezin amaci tek degiskenli ve iki degiskenli
fonksiyonlar i¢in genellestirilmis Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmektir. Bu
dogrultuda, ilk olarak bir bagimsiz degisken iceren fonksiyonlar i¢in gerekli olan tanim,
kavram ve teoremler verilecektir. Sonrasinda, iki bagimsiz degisken iceren fonksiyonlar i¢in

temel tanim, kavram ve teoremlerden bahsedilecektir.
2.1. Tek Degiskenli Fonksiyonlar i¢in Bazi Temel Kavramlar

Bu kisimda, tez ¢alismasi kapsaminda elde edilecek olan sonuglar konveks fonksiyonlari
taban aldigindan, bu kapsamda gerekli olan fonksiyon tanimlar1 ve aralarindaki iliskileri

aciklayacak olan teoremler verilecektir.

Tanmmm 2.1. (Smirh Fonksiyon) / € R , f: I = R bir fonksiyon ve her x €1 igin

|f (x)| < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna sinirl fonksiyon

denir (Balci, 2012).

Tanmmm 2.2. (Limit) K € R olmak tlizere ¢ : K - R bir fonksiyon ve k sayis1 K
kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. Keyfi bir € > 0 i¢in, 0 < |x — k| < § ikenher x €
K i¢in |p(x) —L| < & kosulunu saglayan en az bir § = §(e) > 0 sayis1 varsa, ¢

fonksiyonunun k noktasindaki limiti L sayisidir denir ve bu durum
limp(x) =1L
x—k

ile gosterilir (Balci, 2012).
Tamm 2.3. (Siireklilik) K ¢ R olmak lizere ¢ : K — R bir fonksiyon ve k € K olsun.
Keyfi bir € > 0i¢in, 0 < |x — k| < § ikenher x € K i¢in |@p(x) — @(k)| < € kosulunu

saglayan en az bir § = §(&) > 0 sayis1varsa, ¢ fonksiyonu k € K noktasinda siireklidir
denir (Balci, 2012).

Stireklilik ayn1 zamanda asagidaki gibi de tanimlanabilir.



Tamim 2.4. (Siireklilik) K € R olmak lizere ¢ : K — R bir fonksiyonve k € K olsun.
limp(x) = @(k)
x—k

ise ¢ fonksiyonu k noktasinda siireklidir denir. Eger ¢ fonksiyonu K kiimesinin biitiin

elemanlarinda siirekli ise, o zaman ¢ fonksiyonu K kiimesi tizerinde siireklidir denir.

Tamm 2.5. (Tiirev) K c R olmak iizere x, € K, x, K’ nin yigilma noktasive ¢ : K = R

bir fonksiyon olsun. Eger

5 @ (x) — p(xo)
m  —-—

XX X — Xy
limiti yada x = xy + h alindiginda ortaya ¢ikan

. @o(xg+h) —p(x0)
lim
h—0 h

limiti varsa ¢ fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve bu limitin degeri ¢

fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevinin degeridir. Ayrica , ¢ fonksiyonunun x,

de(x)
dx lx=x

noktasindaki tiirevi ¢’ (x), yada D¢(x,) sembollerinden biri ile gosterilir
0

(Balci, 2012).

Tamm 2.6. (Konveks Kiime) V' bir lineer uzayve A cV ve x,y € A olsun.
B={teV :t=ax+(1—-a)y, 0<a<1}CcA

seklinde tanimlanabiliyorsa A kiimesine konveks kiime denir. Ancak t € B ise t = ax +

(1 —a)y esitliginde x ve y nin katsayilar1 i¢in bagint1 her zaman dogrudur.

Bundan dolay1 konveks kiime tanimindaki (1 — a), a yerine a + f = 1 sartin1 saglayan
negatif olmayan «a, 8 sayilar1 yazabiliriz. Geometrik anlamda B kiimesi u¢ noktalar x ve y
olan bir dogru pargasin1 belirtmektedir. Sonug¢ olarak konveks kiime bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasina karsilik gelen kiimedir (Bayraktar, 2000).

Tamm 2.7. (Konveks Fonksiyon) vV a,b € I ve t € [0,1] igin



flat+ @A —t)b) <tf(a) + (1 —-2t)f(b)

esitsizligini saglayan f : I € R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (esdeger olarak
t € (0,1) araliginda da segilebilir.). Geometrik olarak bu esitsizlik, f fonksiyonunun grafigi

kirislerinin altindan gectigi anlamina gelmektedir.

Asagida bazi1 konveks fonksiyon 6rnekleri verilmistir (Bayraktar, 2000).

ax

ii) —log(x)

iii) x* ,(RY),a=1vea<0

iv) x* ,(R"),a<0<1

v) |x|%a=1

vi) xlog(x) ,(RY)

Teorem 2.1. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
i) f,(a,b) araliginda siireklidir.
ii) f,la, b] araliginda simirlidir (Azpeitia, 1994).

Teorem 2.2. [a,b] araliginda siirekli her fonksiyon bu aralikta integrallenebilirdir
(Bayraktar, 2000).

Teorem 2.3. f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun konveks olmasi

icin gerek ve yeter sart ' fonksiyonunun artan olmasidir (Bayraktar, 2000).

Teorem 2.4. f: [a,b] — R fonksiyonunun (a, b) tizerinde ikinci tiirevi mevcut olsun.
Eger her x € (a,b) i¢in f""(x) >0 ise f fonksiyonu [a,b] araliginda konvekstir.
(Bayraktar, 2000).



Teorem 2.5. [a, b] kapali araliginda konveks her fonksiyon integrallenebilirdir (Pecaric vd.,
1992).

Tez kapsaminda planlanan sonuglarin elde edilmesi igin gerekli olan bazi esitsizlikler ise

asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 2.6. (Uggen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f,[a,b] araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
< [Ifeol ax

j%mm

esitsizligi gecerlidir (Balci, 2012).

Teorem 2.7. (Integraller icin Hélder Esitsizligi) p > 1 ve %+ i =1 olsun. f ve g, [a, b]

araliginda tanimli reel fonksiyonlar, |f|P ve |g|?, [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

b b % b %
[ gl dxs<j | FEOP dx) (j |g(x)|qu>

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢, 1970; Mitrinovi¢ vd., 1993).

Sonug 2.1. (Power Mean Esitsizligi) g > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda taniml reel

fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b 1—% b q
[ r@gwl dxs(f |f(x)|dx) <f If(x)llg(x)lqu>

esitsizligi gecerlidir. Power Mean esitsizligi benzer sekilde ¢ift kath integraller i¢in

-1 1
q

b b b b q
[] |f(x,y>g<x,y)|dy=<f |f<x,y)|dxdy> (f |f(x,y)||g(x,y>|dedy>

seklinde ifade edilir (Mitrinovi¢, 1970; Mitrinovi¢ vd., 1993).
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Konveks fonksiyonlar igin ispatlanmig klasik Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibi

verilmektedir.

Teorem 2.8. f:[a, b] = R konveks fonksiyon olmak tizere,

b 1 b b
(a; )Sb_aff(x)dxsw (2.1)

esitsizligine Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Burada f fonksiyonunun konkav olmasi
esitsizligi tersine g¢evirir. Klasik Hermite-Hadamard esitsizligi bir f:[a,b] > R

fonksiyonunun ortalama degerinin hesabini saglar (Hadamard, 1893).

Ispat.f fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks oldugundan, t € [0,1] igin
flat+ (1 —=t)b) <tf(a) + (1 —t)f(b)
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte iki tarafinda [0,1] aralifinda t’ye gore integralini alirsak,

1 1 1
ff(at+(1—t)b)dt gf tf(a)dt+f (1—t)f(b)dt:f(a)-2|_f(b)
0 0 0

elde edilir. Diger taraftan f fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks oldugundan, t € [0,1] i¢in,

a+b at+ (1 —-t)b (1—t)a+ bt
f( 2 )=f< 2 * 2 )
S%[f(at+(1—t)b)+(1—t)a+bt]

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda t” ye gore integrali

alinirsa

f(anrb) S%f [f(at + (1 = ©)b) + ((1 — t)a + bt)] dt
0

1t !
:E[L f(at+(1—t)b)dt+f0f((l—t)a+bt)dt



olur. Yukaridaki esitsizligin sag tarafinda ikinci integralde 1 — t = k yazarsak sol taraftaki

esitsizlikte

<a+b

<1 1 1 b)d 1 k 1—-k)b)dk
F(557) 3| £ @ a-omac+ [ s+ a-nom)

1
=f flat+ (1 —t)b)dt

olur. Buradan

b 1 b
f(a;r )sfo f(at+(1—t)b)dtsf—(a);rf( )

elde ederiz. folf(at + (1 —t)b)dt integralinde at + (1 —t)b = x yazarsak,

1 1 b
f flat+ (1 —t)b)dt = —J f(x)dx
0 b-a a
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanr.

1998 yilinda Dragomir ve Agarwal konveks fonksiyonlari taban alan Yamuk (Trapezoid)

Tipli esitsizlikleri elde etmek i¢in asagidaki esitsizligi kurmustur.

Lemma2.1. f: I°c R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir olsun. a < b

sartin1 saglayan a,b € [° elemanlari igin f’ € L[a, b] ise

b b b—a (!
f(a);f()_biafa f(x)dszaJO (1—26)f'(ta + (1 — t)b)dt

esitligi gecerlidir (Dragomir ve Agarwal, 1998).

Teorem 2.9. f: I° € R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir olsun. a < b

sartin1 saglayan a,b € I° elemanlari igin |f'|? ifadesi [a, b] araliginda konveks ise

fla+fk) 1

b (b —a)llf' (@] +1f'(b)]
2 b — afa fdx

8
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esitsizligi saglanir (Dragomir ve Agarwal, 1998).

Teorem 2.10. f : I1° ¢ R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir olsun. a < b
sartim saglayan a,b € I° elemanlari ve $+ % = 1 sartini saglayan p,q > 1 degerleri i¢in

|f'|? ifadesi [a,b] araliginda konveks ise

fl@+fk) 1
2 b —

1
- _b-a) [If' @I +If W)

b
aL f(x)dx >

2(p+ 1P

esitsizligi saglanir (Dragomir ve Agarwal, 1998).

Sonrasinda elde edilen 6nemli esitsizliklerden Orta Nokta esitsizligi ise asagidaki 6zdeslik

yardimiyla elde edilmistir.

Lemma22.f: I°c R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir olsun. a < b

sartim saglayan a,b € I° elemanlari i¢in f' € L[a,b] ise

s e ()

=(b—a) []2 tf'(ta+ (1 — t)b)dt+J1 (t—=Df" (ta+ (1 —t)b)dt
0 2

esitligi saglanir (Kirmaci, 2004).

Tirevinin mutlak degeri konveks olan Orta Nokta tipli esitsizlik ise asagidaki gibi elde

edilmistir.

Teorem 2.11 f: I° € R » R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir olsun. a < b
sartin1 saglayan a,b € I%clemanlar1 i¢in |f’| fonksiyonu [a,b] iizerinde konveks ise

asagidaki esitsizligin var oldugu bilinmektedir (Kirmaci, 2004).

b b —
)| =52 ar @i+ oD

|ﬁfab f(x)dx_f( 2 8
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Konveks fonksiyonlar igin verilen bu temel esitsizlikleri genellestirmek icin Iscan ve

digerleri (2021) asagidaki 6zdesligi gelistirmistir.

Lemma2.3. f : I°c R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir olsun. a < b

sartim saglayan a,b € I° elemanlari i¢in f’ € L[a,b] ise

I,(f,a,b)

— 1 (n—ia+ib (n—i—Da+ G+ Db 1 (P
Z,z—l( ) () e e

( (n—t)a+1b> (1_t)<(n—l—1)a+(1+1)b> tl

n

ozdesligi saglanir (Iscan vd., 2021).

Ispat. Keyfi bir n € N sayis1 ele alindiginda i € {1,2,.....n — 1} degerleri i¢in kismi

integrasyon yontemi kullanilirsa

Ii=f(l—Zt)f’(t(n_i)—a-i_ib+(1_t)(n_i_1)a+(i+1)b>dt

0 n n
I (n—1i)a+ib (m—i—1a+ G+ Db\ 1
_a_b(l—Zt)f<t7+(1—t) . >|o

+

a—>b n
0

n ff(t(n—izla+ib+(1_t)(n—i—1)a+(i+1)b>dt

Sonucuna ulagilir. Yukaridaki 6zdesligin sag tarafindaki integralde

_ oDatib @iz Dat(+Db

n

degisken degistirmesi yapilirsa

B n (n—i)a+ib n—i—Da+ G+ Db
= () )

n

11



(n—i—-1)a+(i+1)b
2n? ;

NCEDE f f&)dx

(n—=i)a+ib
n

elde edilir. Daha sonra, bu integralin her iki tarafi Z_T(Zl ile ¢arpilirsa

b—a 1 (n—1ia+ib n—i—Da+ G+ 1b
=g () )| e

n

(n—i-1)a+(i+1)b
n
1
— f(x)dx

(n—i)a+ib
n

ifadesi bulunur. Son olarak, (2.2) 6zdesliginin her iki tarafi i degerleri igin 0 dann—1"e
kadar toplanirsa

b—a
2nz !
=0
< 1] ((n—Da+ib (n—i—1a+@+1b
D e e T
i=0
(n—i-1)a+(i+1)b
— ! ) fn f(x)dx
b-a i=0 (n—i)a+ib
n-1 b
B 1 (n—i)a+ib n—i—Da+{+1)b 1
2l () () e

sonucu elde edilir.

Sonug 2.2. Yukaridaki lemmada verilen 6zdeslikte n = 1 alinirsa, 0 zaman Lemma 2.1’ de
verilen esitlik elde edilir (Iscan vd., 2021).

Teorem 2.12. f : I° € R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir olsun. a < b

12



sartim saglayan a,b € I° elemanlari ve g > 1 degerleriicin |f’|? ifadesi [a, b] araliginda
konveks ise

n-1 1

nfabl s Y 2t () i@l + (S5 1ol

i=0

esitsizligi saglanir (Iscan vd., 2021).

Sonu¢ 2.3. Yukaridaki teoremde verilen esitsizlikte n =1 ve g =1 alinirsa, o zaman

Teorem 2.9’ da verilen esitsizlik elde edilir (Iscan vd., 2021).

Teorem 2.13. f : I° ¢ R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir olsun. a < b
sartin1 saglayan a,b € [° elemanlari ve $+ % = 1 sartin1 saglayan p,q > 1 degerleri igin

|f'|9 ifadesi [a,b] arahiginda konveks ise

n-—1

b—a ( 1 )% [<2n —:i - 1) ()] +] (Zi: 1) |f'(b)q|%

1 1
ico n22'"q p+

g

[Iof (a,b)| <

esitsizligi saglanir (Iscan vd., 2021).

Sonug 2.4. Yukaridaki teoremde verilen esitsizlikte n = 1 alinirsa, o zaman teorem 2.10°

da verilen esitsizlik elde edilir (Iscan vd., 2021).

Iscan ve digerlerinin (2021) calismasinda kullanilan genellestirme yontemi bu tez
calismasina ilham olmustur. Bu tez ¢alismasinda, benzer yontemler kullanilarak klasik
Hermite-Hadamard esitsizlikleri genellestirilecek ve bu genelleme iizerinden hata tahmini

hesaplamalari yapilacaktir.

2.2. iki Degiskenli Fonksiyonlar i¢in Bazi Temel Kavramlar

Bu kisimda, tez kapsaminda kullanilacak bir diger fonksiyon ¢esidi olan koordinatlara gore

konveks fonksiyonlar i¢in temel tanim ve teoremlerden bahsedilecektir.

Tammm 2.8. R?> de a<b ve c <d sartlarile verilen 4 =:[a,b] X [c,d] bodlgesinde

13



tammli f : A — R fonksiyonu ele alinsin. Eger f fonksiyonu her (x,y),(z,w) € 4 ve
t € [0,1] i¢in

fax+ (A -t)z,ty+ (A —-t)w) <tf(x,y) + (A —-t)f(z,w)

esitsizligini sagliyorsa, o zaman f fonksiyonu A iizerinde konvekstir denir. Ayn1 zamanda,
eger her x € [a,b] icin f, : [a,b]> R, f,(w)=f(u,y) veher y€lcd] igin
fx:lc,dl]> R, f,(v)=f(x,v) kismi tiirevleri konveks ise, o zaman f : A — R

fonksiyonu koordinatlara gore konveks fonksiyondur (Dragomir, 2001).
Tanmm 2.9. Eger f: A=:[a,b]X[c,d] >R fonksiyonu her t,s€[0,1] ve
(x,y),(u,v) € 4 igin
ftx+ (A —-t)y,su+ (1 —-s)v)
<tsfxr,u)+s(I-O)fy,u)+t(l—-s)f(x,v)+ (A1 -t) (1 —s)f(y,v)

esitsizligini saglantyorsa, o zaman f : A — R fonksiyonu koordinatlara gére konvekstir

(Latif ve Alamori, 2009).

Teorem 2.14. Her konveks fonksiyon ayni zamanda koordinatlara gére konvekstir fakat tersi

her zaman dogru degildir (Dragomir, 2001).

Ornegin, f,(x,y) = xy seklinde verilen f, : [0,1] X [0,1] - [0,0) fonksiyonu ele
alinsin. f fonksiyonu [0,1] x [0,1] {izerinde koordinatlara gore konvekstir. (a,0), (0,b) €
[0,1] x [0,1] ve t € [0,1] i¢in

£(t(a,0) + (1 — £)(0,b)) = f(ta, (1 — )b) = t(1 — t)ab
ve
tf(a,0) + (1 —£)f(0,b) = 0
oldugundan her t € (0,1) ve a, b € (0,1) igin
(t(a,0) + (1 — £)(0,b)) > tf(a,0) + (1 — )f(0,b)

olur. Bu durumda f fonksiyonu [0,1] x [0,1] tizerinde konveks degildir.
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Koordinatlara gore konveks olan bir fonksiyonu belirlemek i¢in asagidaki lemma da

kullanilabilir

Lemma 2.4. f fonksiyonu f : 4 - R* seklinde tanimlansin. Iki kez diferansiyellenebilme
sartin1 saglayan f fonksiyonunun A4 iizerinde koordinatlara gére konveks olmasi i¢in gerek
yeter sart  f,(u) = f(w,y) ile tammh f, : [a,b] > R fonksiyonu i¢in f;' >0 ve
fr() = f(x,v) ile tannmhi f, :[c,d] - R fonksiyonu i¢in f;’ >0  kosullarinin
saglanmasidir (Latif ve Alamori, 2009).

Bu dogrultuda koordinatlara gére konveks fonksiyonlar i¢in temel Hermite-Hadamard tipli

esitsizlikler Dragomir (2001) tarafindan asagidaki gibi sunulmustur.

Teorem 2.15. f: A =:[a,b] X [c,d] = R fonksiyonu A {izerinde koordinatlara gore

konveks olsun. O zaman f fonksiyonu i¢in

<a+b c+d>

— (2.3)

<1 1 fb (c+d>d N 1 fd (a+b )d
_2b—aafx'2 xd—chZ'yy

1 b d
= (b—a)(d—c)L J S y)dyds

1 (P 1 (P
ml f(X, c)dx +mj f(X, d)dx

1
4

1 ¢ 1 (¢
+ﬁfc f(a,Y)d)H'ﬁfc f(b'}’)d}’l

flaatflad+fbo)+fbd)
- 4

esitsizlikleri saglanir (Dragomir, 2001).

Ispat. f:4 > R fonksiyonu koordinatlara gore konveks oldugundan g,(y) = f(x,y)

seklinde verilen g,: [c,d] — R fonksiyonu [c, d] tizerinde her x € [a, b] i¢in konvekstir. O
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zaman, g, (y) fonksiyonuna Hermite-Hadamard esitsizligi uygulanirsa, her x € [a, b] igin

saglanan

c+d 1 (¢ 9x(€) + gx(d)
gx( > )Sd_cfch(y)dys >

esitsizlikleri elde edilir. Bu durumda, her x € [a, b] i¢in

d 1 (¢ ) ,d
f(x,c-lz_ )Sd_cj;f(x,y)dysf(x c)-lz—f(x ) (2.4)

esitsizlikleri saglanir. (2.4) esitsizliklerinde [a, b] araliginda x e gore integral alinirsa

! Lbf(x,c-lz_d)dx (2.5)

b—a

d

1 b
NCEDICED) f f £(x,y)dxdy

1 1

P bf(X;C)dX+— bf(x,d)dx
| [ rewas

1
< —
“—2lb—a b—a

olur. Benzer islemler g, (x) := f(x,y) seklinde tanimlanan g, : [a, b] — R fonksiyonu i¢in

uygulanirsa

dicff<a;b,y)dy (2.6)

1 b d
S(b—a)(d_c)LJCf(x,y)dxdy

1[ 1 (¢ 1 [
gilm f flaydy +—— f f(b,y)dyl

Sonucu bulunur. (2.5) ve (2.6) esitsizlikleri kendi aralarinda taraf tarafa toplandiktan sonra
2 ile boliiniirse, 0 zaman (2.3) esitsizliklerinin ikinci {iglincti ve dordiincii kisimlart elde

edilir. Hermite-Hadamard esitsizliklerinin ilk kisimlarindan ayn1 zamanda

(a+b c+d)< 1 fb <c+d)d
g2 )Sp=q), T\ )®
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ve

(a+b c+d)< 1 fd <a+b )d
g2 )=sa=<c) T\7)%

ifadeleri de yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplandiktan sonra ikiye boliiniirse, o
zaman (2.3) esitsizliklerinin ilki elde edilmis olur. Son olarak, klasik Hermite-Hadamard

esitsizliklerinin ikinci kismi1 kullanilarak

f(a,c)+ f(b,c)
2

1 b
ml flx,c)dx <

fla,d) + f (b, d)
2

1 b
m-]- f(x, d)dx <

1 d ’ y
=2 Flayay FEOIED

ve

1 d b, b,d
gtgﬁfwwwysﬂ 2RdiGL

Esitsizlikleri yazilabilir. Bu esitsizlikler de taraf tarafa toplandiktan sonra 4 ile boliiniirse,

(2.3) esitsizliklerinin sonuncusu da elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Yukaridaki esitsizlikler ile baglantili Yamuk (Trapezoid) tipli esitsizlikler elde etmek i¢in

ispatlanan asagidaki 6zdeslik Sarikaya ve digerleri (2010) tarafindan saglanmistir.

Lemma 25. a<b ve c¢<d sartlariile verilen 4 =:[a,b] X [c,d] bdlgesinde kismi

2
tirevlere sahip f:4 — R fonksiyonu ele alinsin. Eger % € L(4) ise

fla,c) +f(ad)+f(bc)+f(bd)
4

1 b (d
" (b—a)(d - C)»L j; f(x,y)dydx
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1

1 (b 1
—z{mfa [f(x,c)+f(x,d)]dx+mj; [f(a,y)+f(b.y)]dy}|

= (b a)(d —9) f f 1-2t)1 - f —t)b,sc + (1 —s)d)dtds

0zdesligi saglanir (Sarikaya vd., 2010).

Teorem 2.16. a < b ve c <d sartlariile verilen 4 =:[a, b] X [c,d] bdlgesinde kismi
tirevlere sahip f : 4 - R fonksiyonu ele alinsin. Eger | | fonksiyonu A4 iizerinde
koordinatlara gore konveks ise

fla,c)+ f(a,d) + f(b,c) + f(b,d) 1
4 (b—a)(d—rc)

L b j " e y)dyds

1( 1 (b 1 e
‘z{mfa [f(x,c)+f(x,d)]dx+mj; [f(a,y)+f(b.y)]dy}|

oL 00|+ ek w0l

_b-a@-0) 55 @ )| + [ggs @ | + |5
16 4

sonucu saglanir (Sarikaya vd., 2010).

Koordinatlara gore konveks fonksiyonlari taban alan Orta Nokta tipli esitsizlikler elde etmek

i¢in ispatlanan asagidaki 6zdeslik Latif ve Dragomir (2012) tarafindan ispatlanmistir.

Lemma 2.6. a<b ve ¢ <d sartlariile verilen 4 =:[a,b] X [c,d] bdlgesinde kismi

2
tirevlere sahip f : 4 — R fonksiyonu ele alinsin. Eger % € L(4) ise

(b—a)lcd ij("”dyd“f(ﬁbczd)

1 jb <C+d)d 1 fd (a+b )d
b—aafx'z xd—chZ'yy
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(b—a)(d - c)f f U(t, s) f (ta + (1 —-t)b,sc + (1 —s)d)dtds

Ozdesligi saglanir (Latif ve Dragomir, 2012). Burada U(t,s) fonksiyonu

( ts (t,s) € [0, %] X [0, %]
ts—1)  (ts)e [0%] X (% 1]
1 1
(t—1)s  (ts)€ (5, 1] X [o, E]
1 1
(t-D6-1 s e (E' 1] x (E' 1]

U(t,s) =«

seklinde tanimlanmaktadir.

Teorem 2.17. a < b ve c <d sartlari ile verilen 4 =:[a, b] X [c,d] bdlgesinde kismi
2
tirevlere sahip f : 4 - R fonksiyonu ele alinsin. Eger %| fonksiyonu A tizerinde

koordinatlara gére konveks ise

‘(b—a)l(d—c)f J ey (452, 55)
_biaj:f<x'c-|2-d)dx_dicjcdf(a;b'y)dy‘

(b—a)(d—c) et (@ c)] + Zf( d)| ds (b’c) + gtza]is(b’d)|
= 16 4

sonucu saglanir (Latif ve Dragomir, 2012).

Bu calismalar 1s18inda, iki degiskenli fonksiyonlar igin verilen temel Hermite-Hadamard
tipli esitsizliklerin genellestirilmis versiyonlar1 incelenecektir. Ozel durumlarda temel
esitsizlikleri saglayan, farkli secenekler icin de daha iyi yaklagim metotlar1 sunan gelismis
sonuclar ile literatiire katki saglanacaktir. Ayrica iki degiskenli fonksiyonlarin integrallerinin

gercek degerleri ve yaklasim degerleri arasindaki farklar incelenecektir.
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3. GENELLESTIRiLMiS HERMITE-HADAMARD TiPLi
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde ilk olarak konveks fonksiyonlar i¢in genellestirilmis Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler ve uygulamalar1 incelenecektir. Daha sonra, konveks fonksiyonlarin iki
degiskenli versiyonlar1 olan koordinatlara gore konveks fonksiyonlar i¢in genellestirilmis

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecek ve yaklasim metotlar1 incelenecektir.

3.1.Tek Degiskenli Fonksiyonlar Icin Genellestirilmis Hermite-Hadamard Tipli

Esitsizlikler ve Uygulamalar

Bu kisimda, tek degiskenli fonksiyonlar igin genellestirilmis Hermite-Hadamard tipli

esitsizlikler kurulacaktir.

Teorem 3.1. f:I SR >R, a<b olmak ilizere a,b € I aralig1 iizerinde konveks bir

fonksiyon ve n keyfi bir pozitif dogal say1 olsun. Bu durumda,

-1

15 .
- 3.1

2(n—i)a+2ib+ (b —a)
(=)

1=0

b
<!t f f(x)dx

If <(n— Da + ib) +f<(n— i—Da+(+ 1)b>l

)

1

M:

IA

=
2n s n n

l

Il
o

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. ilk olarak,

(n—i)a+ib+(n—i—l)a+(i+1)b
n n

:t(n_i)—a-l_ib+(1_t)(n_i_1):ll+(i+1)b
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n—i)a+ib n—i—1a+ ({+1)b
+( ) +t( Ja + ( )

n

(1-1)

ozdesligi yazilabilir. f fonksiyonu [a, b] aralig1 izerinde konveks oldugundan

2(n—i)a+2ib+ (b —a)
()

(n=—Da+ib)t+(1—-t)((n—i—Da+({+1b)
=f< 2n

N (n—da+ib)A-)+((n—i—Da+({+ 1)b)t)
2n

- 1f<((n —Da+ib)t+(1-t)((n—i—Da+ i+ 1)b)>
=2

n

1 ((n-Da+ib)1-6)+((n—i—1a+{+Db)t
el )

n

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafimin t ye gore [0,1] araliginda integrali alinirsa

2(n—i)a+2ib+ (b—a)
(=)

—2 n

<1f1 f(((n—i)a+ib)t+(1—t)((n—i—1)a+(i+1)b)>dt
0

+1j1 f(((n— Dat+ib)A-0+((n—i-Da+(i+ 1)b)t>dt
2 n

sonucuna ulasilir. Yukardaki esitsizligin sag tarafindaki integraller hesaplanmalidir. ik

integral i¢in

(n=—Da+ib)t+ (1 —0)((n—i—1Da+ (i +1b) .
n

doniistimii yapilirsa

a—>b

dt = du
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elde edilir ve

olarak yazilabilir. O zaman,

n

fl f(((n —Da+ib)t+(1-t)((n—i—Da+ (+ 1)b)> it
0

((n-i)a+ib) ((n-i-1)a+(i+1)b)

—-n n n n
~p— af((n—i—1)a+(i+1)b) fwdu = 5— aﬁ(n—i)aﬂb) fw)du
n n

olur. Ikinci integral icin de benzer yontem izlenirse

fl ; (((n —Da+ib)1—t)+((n—i—Da+(+ 1)b)t> "
0

n

((n-i-1)a+(i+1)b)

n

= b — aﬁ(n—i)aﬂb) f(u)du

sonucuna ulasilabilir. Bu durumda,

((n—i—l)a+(i+1)b)

1 <2(n —Da+2ib+ (b - a)) 1 Fu)du (32)

Ef 2n = b — q J((n-Da+ib)
n

esitsizligi yazilabilir. Diger yandan, f fonksiyonu [a,b] arah@i iizerinde konveks

oldugundan

1 ((n=-Da+ib)t+1—-0)((n—i—1a+(+1)b)
2 n )

1 ((n=Da+ib)1—-0)+((n—i—Va+ ({+1b)t
w3 n )

n n

< %tf (((n —Da+ ib)) F-0f <((n —i—Da+({+ 1)b)>
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1 _(((n—i-1Da+ (i+1)b) ((n—Da+ ib)
(LoDt )y ((0mu )

ifadesi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinda t ye gore [0,1] araliginda integrali alinirsa

((n-i-1)a+(i+1)b)
1 n

b — a J((n—Da+ib)
n

f(wdu (3.3)

1
< -

n n

; <((n — i1)1a + ib)> it (((n —i—Da+(i+ 1)b)>l

sonucu bulunur. (3.2) ve (3.3) esitsizlikleri birlestirilirse

n 2n

lf(Z(n— a+ 2ib+ (b — a))

((n—i-Da+(i+1)b)
n

f(w)du

= b — a J((n—da+ib)
n

IA

n n

1 If (((n - izla + ib)> . <((n —i—Da+ @+ 1)b)>l

ifadesi elde edilir. Bu esitsizlik sisteminde i tizerinde 0 dan n — 1’ e kadar toplam

uygulanirsa
n-—1

1 2(n—i)a+2ib+ (b —a)
EZ f( 2n )

~.

no1  (e-i=Da+(+Db

< 1 " d
~— b - aZ J;n—i)a+ib f(x) x

=0 n

n n

ne1 f<(n—i)a+ib)+f((n—i—1)a+(i+1)b)

IA
S|

2

sonucu bulunur. i nin 0 dan n — 1’ e biitiin integral sinirlar: yazilip toplanirsa
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(n-1)a+b (n—-2)a+2b

f(x)dx + f

(n-1)a+b
n

b b
f(x)dx+...+] o f(x)dx —J f(x)dx

n

oldugundan, istenilen (3.1) esitsizliklerine ulasilir. Bdylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.1. Eger (3.1) esitsizliklerinde n = 1 alnrsa, klasik Hermite-Hadamard esitsizligi

elde edilir.

Sonug 3.2. Eger (3.1) esitsizliklerinde n = 2 alinirsa, 0 zaman

2 () (55

b
< ﬁfa f(x)dx

1 a+b\ f(a)+ f(b)
Silf( 2 )+

sonucu elde edilir. Bu sonug ayn1 zamanda

f<a+b)_2[f<3a+b)+f(a-l;3b)]

b
< ﬁja f(x)dx

1
<=
2

a+by  f@+fB)] _f@ +fh)
() ]

olarak ifade edilebilir. Bu esitsizlik, literatiirde verilmistir.

Sonug 3.3. Eger (3.1) esitsizliklerinde n = 3 alnrsa, 0 zaman

%[f(sa;b)+f(a-zl_b)+f(a+65b>]SbiaLb f(x)dx

f(a+2b)+f<2a+b) +f(a) +f(b)l

1
S_
3 3 3 2
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esitsizlikleri elde edilir. Bu sonug ayn1 zamanda

() =2l (57)+ (5

<3l (a) () (67)

_f<a+2b) +f(2a?:|- b) +f(a) ;—f(b)l

IA
N =

[ (a+by_ f@+fB)] _f@+fb)
() R

olarak ifade edilebilir.

Sonug olarak, n degeri arttikga tanimlandig: aralikta konveks olan herhangi bir fonksiyonun
integralinin gercek degerine daha yakin sonuglar elde edildigi goériilmektedir. Bu durum
ornek konveks fonksiyonlar secilerek incelenecek ve bir fonksiyonun integralinin gergek

degeri ile bu ¢alismada verilen yaklasim yontemleri arasindaki hata tanminleri verilecektir.

Ilk olarak, (3.1) esitsizlikleri dikkate alindiginda

b—anz_: f<2(n—i)a+2ib+(b—a)>

n 2n

Qn,l =

i=0

b
Exact =J f(x)dx

Qn,z=b2_na§ lf<(’l“')++”’)+f<(n—i—1)Z+(i+1)b>l

Qn,l + Qn,z
2

Q,(Error) = — Exact
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ifadeleri yazilabilir. Burada @, ; ana integralin alt s, Q,, ana integralin iist smuri,
Q,(Error) ise integralin gercek degeri ile yaklasim metodunun verdigi deger arasindaki

farki gostermektedir.

filx) =e3, fo(x) =x*+x%+1, f3(x) = xlnx ve f,(x) = sinx fonksiyonlar1 dikkate

alindigindan = 10, n = 20 ve n = 30 degerleri i¢in asagidaki tablo elde edilmektedir.

Tablo 3.1: fi, £, f5 Ve f,’ iin integrallerinin alt-iist sinirlart ve hata tahminleri

f1:10,1] f2:10,1]

n Qna Exact Qn,2 Qn(Error) n Qna Exact Qn,2 Q. (Error)

10 6,33805 6,36185 6,40949 0,01192400 | 10 1,53084 1,53333 1,53833  0,001249790
20 6,35589 6,36185 6,37377 0,00298184 | 20 1,53271  1,53333 1,53458  0,000312487
30 6,35920 6,36185 6,36715 0,00132533 | 30 1,53306  1,53333 1,53389  0,000138886

fa:[1,¢€] fa:[m,3m/2]
n Qn1 Exact Qn2 Qn(Error) n Qn1 Exact Qno Qn(Error)
10 2,09603 2,09726 2,09972 0,000615037 | 10 -1,00103 -1 -0,997943  0,000514095
20 2,09696 2,09726 2,09788 0,000153772 | 20 -1,00026 -1 -0,999486 0,000128514
30 2,09713 2,09726 2,09754 6,83439E-05 | 30 -1,00011 -1 -0,999772  5,71164E-05

Tablo 3.1 de acik bir sekilde goriilmektedir ki segilen biitiin konveks fonksiyonlar i¢in
integrallerin alt sinirlart integralin gercek degerinin altinda kalmakta ve ist simirlari
integralin gercek degerinin Uistiinde kalmaktadir. Ayrica, secilen n degeri arttik¢a alt ve {ist
sinirlar integralin gercek degerine yaklasmaktadir. Bu dogrultuda gelistirilen yaklasik deger
hesaplama yontemi n degeri arttikga daha yakin sonuglar vermektedir, ¢linkii n degeri
arttikca hata degeri sifira yaklasmaktadir. Boylece, bu boliimde elde edilen esitsizliklerin

tutarlilig1 incelenmis ve konveks fonksiyonlar i¢in farkli bir yaklasim metodu gelistirilmistir.

3.2. iki Degiskenli Fonksiyonlar Icin Genellestirilmis Hermite-Hadamard Tipli

Esitsizlikler ve Uygulamalan

Bu kisimda, iki bagimsiz degisken igeren fonksiyonlar igin genellestirilmis Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler ve baz1 6zel sonuglar1 verilecektir. Burada sunulan ana sonug

Dragomir (2001) tarafindan verilen (2.3) esitsizliklerinin bir genellemesidir.

[lk olarak, esitsizliklerin daha anlasilir olmasi i¢in baz1 notasyonlar verilecektir.
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P(x,y;n,m) (3.4)

1 f f<x,2(m_j)c+(2j+1)d_c>dx

2m

d — . _
1 1 ff(Z(n l)a+2(jl+1)b a,y)dy

Q(x,y;n,m) (3.5)
m-—1

11 b (m—j)c+jd

_mb—aFo Ua f<x,—m )dx

f <(m ]—1)c+(]+1)d> l
dx

1 1 © [(¢ (n—Da+ib

e | )

+jb f((n—i—l)a+(i+1)b’y>dyl

n

R(n,m) (3.6)
1 nlml[ ((n—t)a+lb (m— ])c+]d>
" 4nm : m
i=0 j=0

+

f (n—l—l)a+(l+1)b (m— ])c+]d)

m

+

f<(n—l)a+lb (m— ]—1)c+(/+1)d)

m
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n m

f((n—i—l)a+(i+1)b (m—j—l)c+(j+1)d>]

_2n—ia+ 2i+1b—a

N
2n

M_Z(m—j)c+(2j+1)d—c
B 2Zm

Teorem 3.2. f:A4 =:[a,b] X[c,d] = R fonksiyonu A iizerinde koordinatlara gore

konveks ve n,m € N* olsun. O zaman f fonksiyonu igin

-1 m-1

3

1

nm 4
L

f(N,M) (3.7)

Jj=0

1l
o

< P(x,y;n,m)

1 b d
s(b_a)(d_c)fa fc f(x,y)dydx

< Q(x,y;n,m)

< R(n,m)

esitsizlikleri saglanir. Burada, P(x,y;n,m),Q(x,y;n,m) ve R(n,m) ifadeleri sirasiyla
(3.4), (3.5) ve (3.6) da verildigi gibi tantmlanmustur.

Ispat. f:4 =:[a,b] X [c,d] = R fonksiyonu A iizerinde koordinatlara gére konveks
oldugundan %, (y) = f(x,y) seklinde tanimlanan #,: [c,d] — R fonksiyonu her x € [a, b]
icin konvekstir. Bu durumda, 4, (y) fonksiyonuna [c, d] araligi iizerinde her m pozitif dogal

sayisi icin (3.1) esitsizlikleri uygulanirsa

m-—1

N (2(m -+ @2j+1)d - c)

1
m £ 2m

Jj=0
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1 da
<
<7=3) mow

m-1 f((m—j)c +J'd)+f<(m—j—1)6+(i+1)d>

m m

S‘I*—‘

2

o

j:

esitsizlikleri elde edilir. 4, (y) = f(x,y) oldugundan,

m-—1
1 2m—j)c+ 2j+1d —c
m . f<x, = (3.8)
j=0
1 d
< — ,y)d
<q=¢) revay
m—j)c+jd m—j—1)c+ (+1)d
lmlf( ( Jrzl ])_{_f(x,( J )m U ))
m 2
j=0
olarak yazilabilir. (3.8) esitsizliklerinde [a, b] araliginda x e gore integral alinirsa
1 1 & [ [ 2m=pec+@j+1Dd—c
%b_aZ) Ja f<x, = )dx (3.9)
J:

1 b d
= (b—a)(d—C)f f f(xy)dydx

a

b _ .
Szi 1 I «LM)M

m

b o .
+j f<x,(m Ji 1)ncl+(1+1)d>dxl

ifadesi elde edilir. Benzer siirecler hy,(x) = f(x,y) seklinde tamimlanan h,:[a, b] = R

fonksiyonu ve n € N* i¢in uygulanirsa
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1 1 a 2Mn-—i 2i +1)b —
LR j‘ f( (n L)a+2(nl+ ) a,y)dy (3.10)
i=0 ¢
1 b d
S(b—a)(d—c)fa fc f(x,y)dydx

1 1 @ ((n—i)a+ib
= md—c4 Uf< n ’y>dy

+fb f<(n_i_1)a+(i+1)b,y>dyl

n

sonucuna ulagilir. (3.9) ve (3.10) esitsizlikleri kendi aralarinda taraf tarafa toplandiktan sonra
2 ile boliiniirse, o zaman (3.7) esitsizliklerinin ikinci ti¢iincii ve dordiincti kisimlar elde

edilir. Ayni1 zamanda, (3.1) ifadesinin ilk esitsizligi 4, (y) fonksiyonuna uygulanirsa

n-—1
1 1 (b 2m—c+ 2j+1d —c
E; f(N,M)S—b_aL f<x, )dx

2m

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi m ile boliiniir ve j tizerinde 0’dan m — 1’

e kadar toplamlar alinirsa,

1n—l m-—1
v f(N, M) (3.11)
i=0 j=0
m-—1
1 1 b 2(m—jc+ (2j+ 1)d —
L LN f<x, (m— e+ +1) C)dx
mb —a £ a 2m

o

~.

sonucuna ulasilir. Benzer sekilde, 4, (x) fonksiyonu i¢in

-1 m-1

S

1

m
i=0 j=

1 1 v (¢ [2-Da+Qi+Db—a
S;al—c,z j; f( 2n ,y)dy
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f(N, M) (3.12)

=
=)




ifadesi bulunur. (3.11) ve (3.12) esitsizlikleri taraf tarafa toplandiktan sonra ikiye boliiniirse,

0 zaman (3.7) esitsizliklerinin ilki elde edilmis olur.
Simdi, (3.1) ifadesinin ikinci esitsizligi 4, (y) fonksiyonuna uygulanirsa

1 b (m—jc+jd
Pl (e

1 f((n—lgla+lb,(m jrzlc+]d)_I_f((n—i—1)z+(i+1)b'(m—]7'21c+jd>

3

IA
S|r

2

,..
Il
=}

elde edilir ve bu esitsizligin her iki tarafi m ile boliiniir ve j lizerinde 0 dan m — 1’ e kadar

toplamlar alinirsa, 0 zaman

b . ,
% ! Lf(x,w>dx (3.13)

m

S
|

=
E
H

1 (n—l)a+Lb (m—j)c+jd
w2 (e )

j=0

...
Il

o
-

+f<(n— i—Da+({+1b (m—j)c +jd>l

n ’ m

sonucu bulunur. Benzer sekilde,

1 ()(m—j—l)c+(j+1)d>dx (3.14)
mb = m
sLn T = lf((n—i)a+ib’(m—j—1)c+(i+1)d>
ml=0 T n m

n ’ m

+f<(n—i—1)a+(i+1)b (m—j—l)c+(j+1)d>l

olur. Son olarak, (3.1) ifadesinin ikinci esitsizligi 4, (x) fonksiyonuna uygulanirsa, o0 zaman
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n-—1

1 1 @ ((n—i)a+ib p 315
R ff — Y)W (3.15)
i=0
n-1 m-1
1 l ((n—i)a+ib (m—j)c+jd>
S— f ,
nm n m
i=0 j=0

n ’ m

+f<(n—i)a+ib (m—j—l)c+(i+1)d>l

ve

n-1

1 1 b —i—-1 i+ 1)b
: | L f<(n i—Da+({+1) ,y>dy (316)

n

n m

n-1 m-1
LZ <(n—l—1)a+(1+1)b (m— ])c+]d)

i=0 j=0

+f<(n—i—1)a+(i+1)b (m—j—l)c+(/+1)d)l

n ’ m

esitsizlikleri bulunur. (3.13)-(3.16) esitsizlikleri taraf tarafa toplandiktan sonra 4 ile

boliiniirse, (3.7) esitsizliklerinin sonuncusu da elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.4. Eger (3.7) esitsizliklerinde n =m =1 ahinir ise, Dragomir (2001) tarafindan

sunulan (2.3) esitsizlikleri elde edilir.

Sonug 3.5. Eger (3.7) esitsizliklerinde n = 1 ve m = 2 alinirsa, 0 zaman

2[f<a+b 3c;—d)+f(a-;b’c+43d>]

sima), 2T e (N aen g [ () o

—a
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4 b d
<Gawa), | S

<7 _afab o +2f (220 4 )] dx+%fcd [F(a,y) + F(b,y)ldy

=)+ ()

1
<SU@O+1@d) +f(b,6)+ fbd}+f o

sonucu bulunur.

Sonug 3.6. Eger (3.7) esitsizliklerinde n =2 ve m =1 alinirsa, 0 zaman

[f(3a+b C;d)+f(a:3b,c-|2_d)]

<ioaf, 1 g [ ) e (o

4 b d
S(b—a)(d—c)L J fxy)dyds

U

b—a

a

<! fb [FGe,0) + (v )l +—2— 2 f [f(ay)+2f(—b y)+f(by)]dy

+b,c)+f(a;b,d)

1
<5 U@ +f@,d) + f(b,0) + fb,d} + f (5
sonucu bulunur.

Sonug 3.7. Eger (3.7) esitsizliklerinde n = m = 2 segilirse, 0 zaman

1[ <3a+b 3C+d>+ <3a+b c+3d>
4 4 4 ' 4
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+(a+3b 3c+d)+ (a+3b c+3d)]
4 ' 4 4 ' 4

< P(x,y;2,2)

1 b d
= (b—a)(d—c)fa f flany)dydx

< Qx,y;2,2) <R(2,2)
esitsizlikleri elde edilir. Burada, P(x,y;2,2), Q(x,y;2,2) ve R(2,2) ifadeleri

P(x,y;2,2)

=%biafab [f<x,3c;-d)+<xc+3d)]dx

4d_cf [f 3a+b ) f(a+3b )]dy

Q(x,y;2,2)

=%ﬁfab [f(x,c)+2f(x, > d) + (x,d)] dx

lﬁfcd [r@y + 27 (“32.5) + 16| dy

ve

R(2,2)

34



LB o) o () v (2

+4f(‘“2Lb C+d)+f(a )+ flad) + f(bc) + fb, d)}

seklinde tanimlanir.

Son olarak, bu kisimda verilen ana esitsizlikler koordinatlara gére konveks fonksiyonlar
secilerek incelenecek ve iki bagimsiz degisken i¢eren bir fonksiyonun iki katli integrallerinin
gercek degeri ile bu ¢alismada verilen yaklasim degerleri arasindaki hata tahminleri

gbzlemlenecektir.

Ilk olarak, (3.7) esitsizlikleri dikkate alindiginda

-1 m-1

3

b— d—
Qs = a)( 2 FN, M)

j=0

,..
Il
o

b [ d
Exact = j j f(x,y)dydx
a c

Qna = (b —a)d—-c)R(n,m)

Qn,3 + Qn,4

— Exact
> c

Q,(Error) =

ifadeleri yazilabilir. Burada Q, 3 ana integralin alt siniri, Q4 ana integralin iist siniri,
Q.(Error) ise integralin gercek degeri ile yaklasim metodunun verdigi deger arasindaki

fark: gostermektedir.

fs(x,y) = e*™Y ve f.(x,y) = x? + y? + 2 fonksiyonlan dikkate alindiginda n = m = 20,
n =m = 40 ve n = m = 60 degerleri i¢in asagidaki tablo elde edilmektedir.

35



Tablo 3.2: f5 ve fi’ nin integrallerinin alt-iist sinirlar1 ve hata tahminleri

f5:11,2] x [2,3] fe:11,2] X [0,1]

n=m Qns Exact Qna Qn(Error) n=m Qn3 Exact Qna Qn(Error)

20 59,2900 59,3024 59,3271 0,006178880 | 20 4,66625 4,66667 4,66750 0,000208333
40 59,2993 59,3024 59,3086 0,001544430 | 40 4,66656 4,66667 4,66688 5,20833E-05
60 59,3010 59,3024 59,3051 0,000686389 | 60 4,66662 4,66667 4,66676 2,31481E-05

Tablo 3.2° de agik bir sekilde goriilmektedir ki secilen koordinatlara gore konveks
fonksiyonlarin iki katli integralleri igin alt sinirlar integralin gercek degerinin altinda
kalmakta ve {ist sinirlar integralin gercek degerinin iistiinde kalmaktadir. Ayrica, segilen n
ve m degeri arttikca alt ve iist sinirlar iki katl integralin gergek degerine yaklagmaktadir. Bu
dogrultuda gelistirilen yaklagik deger hesaplama yontemi n ve m degeri arttikga daha yakin
sonuclar vermektedir, ¢iinkii n ve m degeri arttikca hata degeri sifira yaklagmaktadir.
Boylece, bu boliimde elde edilen esitsizliklerin tutarlilig1 incelenmis ve koordinatlara gore

konveks fonksiyonlar i¢in farkli bir yaklagim metodu gelistirilmistir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlar igin genellestirilmis Hermite-
Hadamard tipli sonuglar iizerinde ¢alisilmustir. ilk olarak bir integralin alt ve iist siirlarmi
belirleyen klasik Hermite-Hadamard esitsizliginin genellestirilmesiyle ana integrale daha
yakin alt ve iist sinirlar saglayan yeni bir esitsizlik elde edilmis, daha sonra koordinatlara
gore konveks fonksiyonlar1 taban alan iki katli integral esitsizliklerinin genellestirmeleri

aciklanmistir.

Bu tez calismasinda gelistirilen esitsizlikler yardimiyla integrallerin yaklasik degerlerini
bulmay1 saglayan, fonksiyonlarin gergek integral degerleri ile tahmini degerleri arasindaki
farklar1 neredeyse sifira yakin hesaplayan yontemler gelistirilmesi amaglanmistir. Ayrica iki
katl integraller i¢cin Hermite-Hadamard tipli genellestirilmis esitsizlikler saglanmis, benzer
sekilde iki degiskenli fonksiyonlarin integralleri i¢in yaklasik degerler ve bazi durumlarda
tam degerlerine ¢ok yakin sonuglar elde edilmistir. Boylece bir fonksiyonun integraline

ihtiya¢ duyulan problemlerde sonuca ulagsmak daha kolay hale getirilmistir.

Bu dogrultuda, tez ¢aligmas1 Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri genellestirmenin yeni bir
yontemini sunmaktadir. Bu yontemle, farkl tiirev dereceleri ve farkli siniflardaki fonksiyon
cesitleri i¢in aragtirmalar yapilabilir. Ayn1 zamanda, tez kapsaminda kullanilan yaklasim
metotlari, hesaplanmas1 zor tek katli veya iki katli integrallere yaklagik degerler
sunmaktadir. Sonug olarak, bu tez calismasi hem yeni teorik caligsmalarin gelistirilmesine
151k tutmakta hem de uygulamaya yonelik hesaplamalarda ¢6ziim yontemi olarak

kullanilabilecek yaklagim metotlar1 sunmaktadir.
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