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Integral esitsizlikleri hem teorik hem de uygulamali matematikte kullanilan en &nemli
araclardan biridir. Baz1 problemlerde integralin tam degeri hesaplanamaz. Béyle durumlarda
yaklasim metotlar1 gelistirmek gereklidir. Bu yiizden, baz1 matematikgiler fonksiyonlarin
cesitli siiflar1 i¢in integral esitsizlikleri {izerine ¢aligmistir. Hermite-Hadamard, Simpson,
Ostrowski, Chebyshev, Griiss ve Ostrowski-Griiss esitsizlikleri, literetiirdeki Onemli
esitsizliklerden bazilaridir. Ornegin, Simpson tipi integral esitsizlikleri, matematiksel
analizde ve sayisal entegrasyon yontemlerindeki kesinlik ve gilivenilirlik sorunlarinin
¢oziimiinde kritik bir rol oynamaktadir. Thomas Simpson tarafindan ortaya konulan
Simpson Kurallari, niimerik integrasyonda kullanilan énemli yaklasim metotlarindandir.
Bunlarin ilki Simpson 1/3 formulii olarak bilinen iki ¢ekirdekli modeldir. Ayn1 zamanda
Simpson’in ikinci formula ya da Newton formulii olarak bilinen Simpson 3/8 kurali ise
Thomas Simpson tarafindan ortaya konulan baska bir yaklagim metodudur. Bu yaklagim
metotlar1 bir integralin yaklasik degerini vermektedir. Yaklagim metotlar1 ve integraller
arasindaki farkin smirlarimi belirlemek i¢in kullanilan yontemlerden biri ise integral
esitsizlikleridir. Bu dogrultuda, Simpson kurallarin1 taban alarak {retilen integral
esitsizliklerine Simpson tipli esitsizlikler denir. Son zamanlarda, bir ¢ok arastirmaci

Simpson esitsiligi ile ilgili ¢ok sayida sonu¢ bulmuslardir. Bu kapsamda klasik Simpson



esitsizliginin daha hassas sonuglari, esdegerleri ve genellestirilmis versiyonlarinin yani sira

fonksiyonlarin farkli kabulleri altinda yeni Simpson tipli esitsizlikler incelenmistir.

Bu tez kapsaminda, konveks fonksiyonlar1 taban alan Simpson tipli esitsizlikler iizerine
devam eden caligmalarin 1s18inda,yliksek mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar igin
Simpson tipli esitsizlikler incelenecektir. ilk olarak ikili ¢ekirdek yardimiyla yiiksek
mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar igceren bir integral 6zdesligi kurulacaktir. Daha
sonra, bu 6zdeslik ve konveks fonksiyon Ozellikleri kullanilarak Simpson tipli integral
esitsizlikleri bulunacaktir. Ek olarak, bu esitsizlikleri ararken ortaya c¢ikan sonuglar
yardimiyla niimerik integrasyonda kullanilabilecek yeni Simpson tipli yaklasim metotlari
gelistirilecektir.  Ayrica, ortaya ¢ikan Simpson tipli sonuglardan elde edilen yaklasik

degerler ve integrallerin gergek degerleri arasindaki iligkiler incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Simpson esitsizligi, Konveks fonksiyonlar, Siirli fonksiyonlar,

Yiiksek mertebeden tiirevler, Sayisal integrasyon
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Integral inequalities are one of the most important tools used in both theoretical and applied
mathematics. In some problems, the exact value of the integral cannot be calculated. In such
cases it is necessary to develop approximation methods. Therefore, some mathematicians
have studied integral inequalities for various classes of functions. Hermite-Hadamard,
Simpson, Ostrowski, Ostrowski, Chebyshev, Griiss and Ostrowski-Griiss inequalities are
some of the important inequalities in the literature. For example, Simpson-type integral
inequalities play a critical role in mathematical analysis and in solving precision and
reliability problems in numerical integration methods. Simpson's Rules, introduced by
Thomas Simpson, are important approximation methods used in numerical integration. The
simplest of these is the two-core model known as the Simpson 1/3 formula. Simpson's 3/8
rule, also known as Simpson's second formula or Newton's formula, is another
approximation method introduced by Thomas Simpson. These approximation methods give
the approximate value of an integral. One of the most effective methods used to determine
the boundaries of the difference between approximation methods and integrals is integral
inequalities. Accordingly, integral inequalities based on Simpson's rules are called Simpson-
type inequalities. Recently, many researchers have found many results related to Simpson's

inequalities. In this context, more precise results, equivalents and generalised versions of the

vii



classical Simpson inequality as well as new Simpson-type inequalities under different

assumptions of functions have been studied.

In this thesis, in the light of the ongoing work on Simpson-type inequalities based on convex
functions, Simpson-type inequalities for higher order differentiable functions will be studied.
Firstly, an integral identity involving higher order differentiable functions will be established
with the help of the dual kernel. Then, using this identity and convex function properties,
Simpson-type integral inequalities will be found. In addition, new Simpson-type
approximation methods that can be used in numerical integration will be developed with the
help of the results obtained while searching for these inequalities. Furthermore, the relations
between the approximations obtained from the Simpson-type results and the real values of

the integrals will be analysed.

Keywords: Simpson’s inequality, Convex functions, Bounded functions, Higher-order

derivative, Numerical integration

Scientific Field Code: 26D07, 26D10, 26D15, 26D20, 26A33, 41A55.
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1. GIRIS

Integral esitsizlikleri hem teorik hem de uygulamali matematikte kullanilan en &nemli
araglardan biridir. Bazi problemlerde integralin tam degeri hesaplanamaz. Boyle durumlarda
yaklasim metotlar1 gelistirmek gereklidir. Bu yiizden, baz1 matematikgiler fonksiyonlarin
cesitli siiflar igin integral esitsizlikleri tizerine ¢alismistir. Hermite-Hadamard, Simpson,
Ostrowski, Chebyshev, Griiss ve Ostrowski-Griiss esitsizlikleri, literetiirdeki Onemli
esitsizliklerden bazilaridir. Ornegin, Simpson tipi integral esitsizlikleri, matematiksel
analizde ve sayisal entegrasyon yontemlerindeki kesinlik ve giivenilirlik sorunlarinin
¢oziimiinde kritik bir rol oynamaktadir. Bu esitsizlikler, belirli bir fonksiyonun integralini
yaklagik olarak hesaplarken veya sayisal entegrasyon yontemlerini kullanirken elde edilen
sonuclarin ne kadar dogru ve giivenilir oldugunu degerlendirmek i¢in kullanilmaktadir.
Sayisal entegrasyon yontemleri, karmasik veya analitik olarak c¢oziilemeyen integral
degerlerini yaklasik olarak hesaplamak i¢in kullanilmaktadir. Bu tiir hesaplamalar 6zellikle
matematiksel modellemelerde, miithendislik uygulamalarinda, fiziksel sistemlerin analizinde

ve istatistiksel hesaplamalarda karsimiza ¢ikmaktadir.

Simpson kurallari, uygulamali matematigin birgok alaninda kullanilmaktadir. Ozellikle,
basit ve karmagik problemlerde yaklasik deger hesaplamanin gerektigi durumlarda Simpson
formilleri ¢6ziime ulasmak i¢in kullanilabilecek metotlardandir. Ayrica, hata sinirlarim
belirleyen esitsizlikler matematiksel ¢calismalarin 6nemli bir pargasi haline gelmistir. Yiiksek
mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlarin esitsizliklerinin genellestirilmesi ve yaklasik
degerlerin hesaplanmasinin etkinligi, bir¢ok arastirmaci tarafindan gilinlimiizde aktif bir

sekilde incelenmektedir.

Simpson Yontemi, belirli integrallerin sayisal yaklasiminda kullanilan bir yontemdir. Bu
yontem, matematikci Thomas Simpson tarafindan Leicestershire, Ingiltere'den
gelistirilmistir. Kepler, benzer formiilleri Simpson'dan yiiz yildan fazla bir siire once
kullanmigtir. Bu nedenle, Almanca literatiiriinde bu yonteme bazen "Kepler Yontemi" de

denilmektedir.



Ote yandan, esitsizlik teorisi, Cauchy, Cebyshev, Gauss ve diger bilim insanlarinin
calismalariyla temelleri atilan ve yaklagim metotlarinin 6nemli bir bileseni haline gelen bir
alandir. Bu esitsizlikler arasinda en 6nemlilerinden biri, Hermite tarafindan 1881 yilinda
konveks fonksiyonlar kullanilarak elde edilen ve ayni zamanda Hadamard tarafindan da
bulunan Hermite-Hadamard esitsizligidir. Bu sonug, 1881 yilinda Hermite tarafindan
Mathesis dergisine gonderilmis ve 1883 yilinda ispatsiz bir sekilde Mathesis dergisinde

yayinlanmistir.

Ostrowski’nin birinci tiirevi sinirlt olan fonksiyonlari taban alarak irettigi ve daha sonra
kendi adiyla anilan Ostrowski esitsizligi, matematiksel uygulama alanlarinda siklikla
kullanilan bir diger 6nemli integral esitsizligidir (Ostrowski, 1938). Ostrowski esitsizliginin
Ooneminin anlagilmasindan sonra bir¢ok matematik¢i bu esitsizligi taban alan caligsmalar
yapmislardir. Ornegin, bu alanda en temel ¢alismalar olan birinci tiirevleri Lebesgue 1-
normu ve Lebesgue p-normuna ait fonksiyonlar i¢in tiretilen Ostrowski tipli esitsizlikler ve
uygulamalar1 sirasiyla (Dragomir ve Wang, 1997) ve (Dragomir ve Wang, 1998)

calismalarinda sunulmustur.

Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan 1934 yilinda yazilan “Inequalities” adli eser, esitsizlik
alanmmi sistemli bir bilim dali haline getirmistir. Ardindan, Beckenbach ve Bellman
tarafindan  1934-1960 yillar1 arasinda yapilan calismalar, “Inequalities” ismiyle
matematiksel analiz literatiiriine girmistir. 1970 yilinda yayinlanan Mitrinovic’in “Analytic
Inequalities” kitabinda ise 6nceki kitaplardaki igeriklerden farkli olarak birgok yeni esitsizlik

literatiire sunulmustur.

Esitsizliklerin uygulama alanlarinin genislemesiyle birlikte Hermite-Hadamard ve
Ostrowski gibi birgok integral esitsizligi, arastirmacilarin ilgisini ¢ekmektedir. Ornegin,
Hermite-Hadamard esitsizliginin kesfinden sonra Fejer (1906), bu sonucun agirlikli

versiyonunu pozitif degerli bir fonksiyon yardimiyla ispatlamistir.

Daha sonralari, Dragomir (2001), iki degiskenli fonksiyonlar: taban alan koordinatlara gore
konveks fonksiyonlar1 kullanarak Hermite-Hadamard tipi yeni esitsizlikler elde etmistir.

Ozellikle son 20 yilda, bu calismalara dayanan yiizlerce arastirma yapilmistir. Konveks



fonksiyonlar i¢in Yamuk ve Orta Nokta esitsizlikleri, Hermite-Hadamard esitsizliginin
onemli sonuglar1 arasindadir. Bu esitsizlikler, konveks fonksiyonlar i¢in Yamuk
Esitsizligi'ni Dragomir ve Agarwal (1998) ispatlarken, Orta Nokta esitsizligi Kirmaci (2004)

tarafindan ispatlanmistir.

Bu calismalarin yani sira, Hermite-Hadamard, Yamuk ve Orta Nokta esitsizliklerinin yant
sira farkli genellestirmeler ve ¢esitli fonksiyon siiflari i¢in yeni sonuglar elde edilmistir.
Ornegin, konveks fonksiyonlar1 taban alan Bullen tipi esitsizliklerin genellestirilmis

versiyonlari Iscan vd., (2021) tarafindan elde edilmistir.

Benzer sekilde, cesitli fonksiyon cekirdekleri kullanilarak Simpson yontemi baglaminda
konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler gelistirilmistir. Alomari ve Darus (2009) Simpson tipi
integral esitsizliklerinin orijinaline dayanarak yeni bir integral esitsizligi ortaya
koymuslardir. Sarikaya vd., (2019) ise elde ettikleri yeni integral esitsizligini konveks
fonksiyonlar i¢in genellestirmislerdir. Erden (2020) yiiksek mertebeden siirekli fonksiyonlar
icin Ostrowski tipi integral esitsizliginden yola ¢ikarak farkli bir fonksiyon cekirdegi ve

Simpson esitsizligi kullanarak yeni bir esitsizlik elde etmistir.

Konveks fonksiyonlar, matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve birgok
farkli matematiksel alanlarda aragtirmacilar tarafindan dogrudan veya dolayli olarak
kullanilmaktadir. Bu fonksiyonlar kullanilarak literatiirde bir¢ok farkli esitsizlik elde
edilmistir. Ornegin, konveks fonksiyonlar kullamlarak arastirmacilar, farkli fonksiyon
cekirdeklerini kullanarak — orijinal konveks ve Simpson Yontemi' ne dayali olarak —

birbirinden farkli integral esitsizlikleri elde etmislerdir.

Bu tez kapsaminda, yiiksek mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar i¢in Simpson tipli
esitsizlikler incelenecektir. Oncelikle yiiksek mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar igin
Simpson tipli sonuglar verebilecek bir 6zdeslik olusturulacaktir. Daha sonra, konveks
fonksiyonlar ve simirli fonksiyonlar1 taban alan Simpson tipli esitsizlikler verilecektir. Son
olarak, tez kapsaminda elde edilen esitsizlikleri arastirirken ortaya ¢ikan numerik yaklagim

metotlar1 uygulama olarak sunulacaktir.



2. LITERATUR OZETI

Bu béliimde, tez ¢alismasinin temel taglarini olusturan anahtar kavramlara odaklanilacaktir.
Tezin hedefleri dogrultusunda gereken temel tanimlar, teoremler ve kavramlar bu bdliimde
sunulacaktir. Tezin ilerleyisi i¢in hayati onem tasiyan bu matematiksel yapi taslari,

caligmanin temel ¢ergevesini olusturacak ve ileri analiz i¢in saglam bir zemin saglayacaktir.

2.1. Baz1 Fonksiyon tanmimlar ve flgili Teoremler

Ilk olarak, ¢aliyma kapsaminda kullanilacak olan fonksiyon smiflarmin tanimlari ve

ozelliklerini agiklayan temel teoremler verilecektir.

Tamim 2.1. (Konveks Kiime). X vektor uzay1 ve bu uzayin bir alt kiimesi A olsun. Keyfi bir
a € [0,1] i¢in ax + (1 — a)y seklinde ifade edilebilen ve bu sekildeki biitiin noktalarin A

kiimesi i¢inde oldugu M kiimesi,

M={zeXz=ax+(1—-a)y,0<a<1}cA

Sekil 2. 1: Konveks Kiime

seklindedir ve A kiimesine konveks kiime denir Kreyszig, E. (1991). Ancak t € B ise t =
ax + (1 — a)y esitliginde x ve y nin katsayilari i¢in baginti her zaman dogrudur. Bundan
dolay1 konveks kiime tanimindaki (1 — ), a yerine a + f = 1 sartin1 saglayan negatif
olmayan a, B sayilar1 yazabiliriz. Geometrik anlamda B kiimesi u¢ noktalar x ve y olan bir
dogru parcasini belirtmektedir. Sonug¢ olarak konveks kiime bos olmayan ve herhangi iki

noktasini birlestiren dogru pargasina karsilik gelen kiimedir (Bayraktar 2000).



Tamm 2.2. (Konveks Fonksiyon). I € R, f:1 — R bir fonksiyon olmak {izere, her x,y € I
vet € [0,1] igin,

flx+ A =0y) <tf()+ A -)f ()

2 e —————
e —————

>X

Sekil 2. 2: Konveks Fonksiyon

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Niculescu ve Persson, 2006).

Asagida bazi1 konveks fonksiyon 6rnekleri verilmistir (Bayraktar, 2000).

i) e
ii) —log(x)

i) x*,(R*),a<0<1
v)|x|%a=1

v) xlog(x), (RY)

Tamm 2.3. (Stmirh Fonksiyon). I/ € R, f : [ — R bir fonksiyon olmak {izere, her x € I
icin | f(x)| < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayis1 varsa f fonksiyonuna sinirl

fonksiyon denir (Balci, 2012).

Tamim 2.4. (Mutlak Siirekli Fonksiyon). / bir aralik olsun. f : [ — R fonksiyonu
tizerinde mutlak siireklidir & {[a;, b;]: 1 <i < n}, I araliginda ki 6rtismeyen araliklarin

sonlu birlesimi olmak iizere, her € > 0 i¢in



DUt - flal <

olacak sekilde

n
Z(bi —a;)) <6
=1

sartin1 saglayan bir § > 0 sayist vardir (Gordon, 2002).

Tamim 2.5. (Tiirev) K c R olmak iizere x, € K, xo K’ nin yigilma noktasive ¢ : K — R

bir fonksiyon olsun. Eger

" @ (x) — p(xo)
m  —-

XX X — Xy

limiti ya da x = x + & alindiginda ortaya ¢ikan

. o(xo +h) — @(xq)
lim
h—0 h

limiti varsa ¢ fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve bu limitin degeri ¢

fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevinin degeridir. Ayrica, ¢ fonksiyonunun x,

de(x)
dx

noktasidaki tiirevi ¢ '(x,), yada Do (x,) sembollerinden biri ile gosterilir (Balct,

2012).

Tamm 2.6. (Siireklilik) K c R olmak iizere ¢ : K — R bir fonksiyon ve k € K olsun.
Keyfi bir e > 0 i¢in, 0 < |x — k| < § iken her x € K igin |p(x) — @ (k)| < & kosulunu
saglayan en az bir § = (&) > 0 sayis1 varsa, ¢ fonksiyonu k € K noktasinda siireklidir
denir (Balci, 2012).

Stireklilik ayn1 zamanda asagidaki gibi de tanimlanabilir.



Tamm 2.7. (Siireklilik) K c R olmak lizere ¢ : K — R bir fonksiyon ve k € K olsun.
lim ¢ (x) = ¢ (k)
x—-k

ise ¢ fonksiyonu k noktasinda siireklidir denir. Eger ¢ fonksiyonu K kiimesinin biitiin

elemanlarinda siirekli ise, o zaman ¢ fonksiyonu K kiimesi tizerinde siireklidir denir (Balci,

2012).

Tanim 2.8. (Diizgiin Siireklilik). f: [a,b] S R = R, x, € [a,b] ve € > 0 verilmis olsun.
X € [a,b] ve |x; —x,| <& sartin1 saglayan Vxq,x, € [a,b] i¢in | f(x1) — f(xy)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayisi1 varsa f, [a, b] de diizgiin siireklidir denir (Bayraktar, 2000).

Teorem 2.1. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

i) f, (a, b) araliginda siireklidir,
ii) f,[a, b] araliginda sinirhdir (Azpeitia, 1994).

Teorem 2.2. Bir f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve f' tiirevi var ve (a, b) araliginda

sinirli ise, bu kapsamda f fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak stireklidir (Gordon, 2002).

Tiirevi smirli olmayan bir fonksiyon mutlak siirekli olabilir. Ornegin; [0,1] araliginda

fx) = i fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon mutlak siirekli bir fonksiyon olmasina ragmen

tirevi f' = — xiZ (0,1) araliginda siurl degildir.

2.2. Trapezoid ve Simpson Kurallar

Tez calismasinin temelini olusturan Simpson kurallari, Thomas Simpson (1710-1761)
tarafindan ortaya konmustur. Simpson kurallar bir fonksiyonun belirli bir aralikta integralini

hesaplamak i¢in kullanilan yontemlerdendir. Bu kurallar f(x) fonksiyonu igin belirli [a, b]

araliginda integralini yaklasik olarak hesaplanabilecegini belirtmektedir. Simpson g ve Z



kurallar1, Trapez kuralin1 daha sik araliklarda uygulamak yerine f (x) fonksiyonunun bilinen
noktalarmi birlestiren bir polinom kullanma fikrine dayanmaktadir. Ornegin, [a, b]
araliginda f(x) fonksiyonun f(a) ve f(b) degerleri bilinmektedir, bunlara ek herhangi bir
Xo € [a,b] i¢in f(x,) degeri de biliniyor ise bu ii¢ nokta bir parabol ile
birlestirilebilmektedir. Dolayisiyla, [a, b] aralifinda f(x) fonksiyonun yaklasik olarak
integrali hesaplanabilmektedir.

Thomas Simpson kurallar1 ve Trapez kurali asagida verilmistir.

Tanmm 2.9. (Trapez Kural). f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, [a, b] aralig1 n esit

pargaya boliinmiis ve pargalarin genisligi h olmak iizere

yn T
/ y = f(x)
Ola X, X, X; X, ... X, veeneens X 1b =)(
Sekil 2. 3: Trapez Kurali
(b—a) .
a=xyg <X <Xy <X3...<Xp,=Db, Ax = - , Xi = a+iA

b A
| £eadx = = SE1r ) + 2 ) + 27 G + -+ 2f G ) + £ )]

b Ax
2

Fdx =~ lim (S-IFCxo) + 27 (ra) + 2 (1) + 2 () + FCi)])

f fonksiyonu [a, b] integralinin yaklasik sonucunu vermektedir ve Trapez Kurali olarak

adlandirilir.



Ornegin, f(x) = x? fonksiyonun [0,4] siireklidir. Dolayisiyla f(x) tanim araliginda
integrallenebilirdir. [0,4] aralig1 n = 4 esit pargaya boliinmiis olsun. f(x) fonksiyonu i¢in

verilen aralikta degerleri asagidaki tabloda verilmistir.

F(x) 0 1 4 9 16

A
T, = —-[F(0)+2f () +2f(2) + 2f3) + FA)],  Br=1

f f(x)dx = T, = 60
0

sonucuna ulasilir. Bu sonu¢ f fonksiyonun belirtilen aralikta yaklasik olarak belirli
integralinin sonucuna esittir. Belirli integralin ger¢ek degeri ile kiyaslamak adina

hesaplanirsa

bulunmaktadir. Hata
E = —38.66

civarinda bulunmaktadir. Hatanin sifira yaklagsmasi beklenmektedir. Calismanin ilerleyen
kisminda ayni igslemler Simpson Kurallar ile tekrardan gergeklestirilerek hata degerleri

karsilastirilacaktir.

Trapez Kurali, toplam alan1 dikdortgenler yerine daha kiigiik yamuklara bolerek egrilerin
altindaki alan1 degerlendiren bir kuraldir. Bu yontem, bir fonksiyonun grafigi altindaki

bolgeyi bir yamuk olarak yaklastirir ve bu alanm1 hesaplar. Bu kural, sol ve sag toplamin



ortalamasini almaktadir. Temelindeki fonksiyon diizgiin oldugunda, Trapez Kurali, Simpson
Kurali kadar dogru bir sonu¢ verememektedir. Bu farklilik, Simpson Kuralinin dogrusal
yaklasimlar yerine ikinci dereceden yaklasimlar1 kullanmasindan kaynaklanmaktadir. Her
iki yontem de integral i¢in yaklasik degerler sunmaktadir, ancak Simpson Kurali, 6zellikle
diizgiin(smooth) fonksiyonlarla ugrasirken daha da kesin bir yaklasim saglamaktadir.
Esasen, ikinci dereceden yaklasimlari kullanarak Simpson Kurali, dogrusal yaklagimlara
dayanan Trapez Kuralindan daha az hata orani ile integralin yaklasik degerini vermektedir.

Simpson Kurallar1 asagida verilmistir.

Simpson é kurali, Trapez kuralina ikinci dereceden interpolasyon uygulanarak elde

edilmistir.

Tamm 2.10. (Simpson % Kural). f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, integrallenebilir

bir fonksiyon olmak iizere

A f )

—
a m b

Sekil 2. 4: Simpson 1/3 Kurali

L f Godx ~ 222 @+ 4 () + £

f fonksiyonu [a, b] araliginda verilen integralin yaklasik sonucudur. Bu kurala Simpson g

kurali denir.
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Kiyas yapabilmek acisindan Trapez Kuralinda ele aldigimiz 6rnegi Simpson % yontemi ile

inceleyelim. f(x) = x? fonksiyonun [0, 4] siireklidir, yani integrallenebilmektedir.

2 € [0, 4] noktasini gerekli bir diger nokta olarak segilmistir. f(x) fonksiyonunun verilen

aralikta degerleri agsagidaki tabloda yer almaktadir.

x 0 2 4
F(x) 0 4 16

f (x) fonksiyonuna tanim araliginda Simpson § kurali uygulanarak

4 64
f fOOdx ~ —
0 3

sonucuna ulasilir. Bu durumda hata,
E=0

olarak bulunmaktir. Trapez kuralinda hata almamiza ragmen Simpson % kural1 ile kesin

sonuca esit bir sonug elde edilmektedir.

Trapez kuralindaki gibi, Simpson kurali da integral araliginin boliinme sayist artirilarak

tyilestirilebilmektedir. B6lme sayist arttikca hata orani sifira yakinsayacaktir. Trapez ve
Simpson % kurallarinin ¢ikis noktasina benzer bir sekilde, tiglincii dereceden bir Lagrange
polinomu kullanilarak dort noktadan gegen bir interpolasyon islemi siirekli ve

integrallenebilir bir fonksiyon i¢in uygulanabilmektedir. Bu yaklasim sonucu Simpson §

kuralinin 1yilestirilmis versiyonu Simpson % kural1 elde edilmistir.

Tamm 2.11. (Simpson % Kurah). f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, integrallenebilir

bir fonksiyon

11



B
»

X, h X; h X, h X;

4

Sekil 2. 5: Simpson 3/8 Kurali

b b
sz f (x)dx Ef fz (x)dx
ve

_(b-a)

="

olmak tzere

3h
I'= 5 1f (o) +3f(x1) + 3f (xz) + 3f (x3)]
Simpson Z kurali denir.

Simpson Z kural, belirli bir fonksiyonun degerlerini belirli noktalarda kullanarak integral

hesaplamalarinda daha verimli bir dogruluk saglayan bir yontemdir. Bu kural, Simpson'in %

kuralindaki ikinci dereceden polinom yaklasimini temel almaktadir ve klasik Simpson
yaklagimin1 dort noktay1 kapsayacak sekilde genisleterek tiglincii dereceden polinomlarla
hesaplama yapmaktadir. Boylece, daha genis bir nokta setini dikkate alarak daha kesin

sonuclar elde etmektedir.

Ayni1 Ornek iistiinden giderek Simpson % verimliligi incelenmistir. f(x) = x2 fonksiyonun

[0,4] stireklidir, integrallenebilmektedir. Simpson Z kuralin1 uygulayabilmek i¢in tanim

12



araliginda dort nokta secilmistir. Bu noktalara ait f(x) fonksiyonun degerleri agagidaki

tabloda yer almaktadir.
X 0 1 2 4
f(x) 0 1 4 16
4
I = f f3 (x)dx
0
1
=5 1f(0) +3f(1) +3f(2) + 3f(4)]
_ 63
==
Ortaya ¢ikan hata,
E =-10.16

olmaktadir. Incelenen 6rnek acisindan Simpson 2 kullanmak verimli degildir. Simpson %
kurali ile hata sifir olarak bulunmustur. Tanim kiimesinin genis oldugu, Simpson %

yonteminin hata sonucunun yiiksek oldugu durumlarda Simpson % tercih edilmektedir.

2.3. Baz1 Temel integral Esitsizlikleri

Bunlara ek olarak, sonuca ulagsmak igin kullanilacak olan temel integral ozdeslik ve

esitsizlikleri bu kisimda sunulacaktir.

Tamm 2.12. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu).f, [a, b] araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
stde

j?@m

13



esitsizligi gecerlidir (Balci, 2012).

Tamim 2.13. (Integraller icin Holder Esitsizligi). p > 1 ve % + % = 1olsun. f ve g, [a, b]

araliginda tanimli reel fonksiyonlar, |f|? ve |g|% [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise
1

b b % b a
f F g dxs<f | FOOP dx) (f |g(x)|de)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢, 1970; Mitrinovi¢ vd., 1993).

Sonug 2.1. (Power Mean Esitsizligi). ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli reel

fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise
1

b b 1—% b 7
] OT) dxg(j If(x)ldx> (f If(x)llg(x)lqu>-

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢, 1970; Mitrinovi¢ vd., 1993).

Teorem 2.3. (Ostrowski Esitsizligi). ¢ :[a,f] > R, (a,f) araligi iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun dyle ki ¢’ : (a, ) = R ayni aralik iizerinde sinirli

olsun, yani ||¢'|l., = sup |@'(§)| < o sart1 saglansin. Bu baglamda, her x € [a, 8] igin
$e(ap)

232y

B —a)

(%) — : fﬁ (@) ds| < 1+ B —a)llell (2.1)
®p ﬁ—aa(p =z ® oo .

esitsizligi saglanir. Burada, i elde edilebilecek en iyi sabittir.

14



Ispat. ¢ : [a, B] = R fonksiyonu (a, B) acik araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon

oldugundan, her x € (a, B) i¢in tanimlanan

E—-—a) ,a<é<x
A(x, &) :={
E—-p) x<E<p

ifadesi igin

1 (F 1 (F
O e R GL ] A GL

esitligi saglanir. Bu 6zdeslik ayn1 zamanda

B 1 B
o) — f PE)df = f 406, ) ' (©)dE

-

1
B—a

(2.2)

olarak ifade edilebilir. (2.2) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra

integraller i¢in ticgen esitsizligi ve ¢ fonksiyonunun siirlilik 6zelligi kullanilirsa,

1 B
o5 [ weras

1 (7 , 1 (# :
< 5= €-ole@lit+ 5 [ G-0lo®la

oIl d
< e[ - + [0 - oa]
el [ =2+ 8- 22
" B-a i 2

ifadesi elde edilir. Son olarak,
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2

) -t

x_a+ﬁ2
%+<w—iﬁ>

2

(x—a)2+(ﬁ—X)2=(x—

= 2(8 - a)?

Ozdesligi (2.3) ifadesinin en saginda yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir. Boylece,

Ispat tamamlanir (Ostrowski, 1938).

Ostrowski esitsizligi, bircok alanda uygulamalara sahip oldugundan (2.1) esitsizligi {izerine
pek ¢ok arastirmaci yogunlasmistir. Ostrowski esitsizligi, birinci tlirevleri sinirli olan, yani
birinci tiirevleri Ly, [a, b] uzayina ait olan fonksiyonlar i¢in elde edilmistir. Birinci tiirevleri
Ly[a, b] ve L,[a, b] uzaylarma ait fonksiyonlar igin Ostrowski tipli esitsizlikler ise Dragomir

ve Wang (1997; 1998) tarafindan sunulmustur.

Ostrowski esitsizligi genis bir uygulama alanina sahip oldugundan, farkl: tipte fonksiyonlar
ve genellestirilmis ¢ekirdekler kullanilarak birgok Ostrowski tipli esitsizlik ispatlanmistir.
Bu tarz calismalarin sayisi ¢ok fazla oldugundan, burada sadece emsal calismalardan
bahsedilecektir. Ornegin, Dragomir (2015) mutlak siirekli fonksiyonlar igin &nemli
Ostrowski tipli esitsizlikler vermistir. Ayn1 makalede, bu esitsizliklerle baglantili olan ¢ok
sayida uygulama da sunulmustur. Bu ¢aligmalara ek olarak, klasik Ortalama deger teoremi
ve Pompeiu ortalama deger teoremi kullanilarak elde edilen Ostrowski tipli sonuglar da

literatiirde fazlasiyla bulunmaktadir.

Tez konusu kapsaminda ele alinacak konveks fonksiyon tiirliniin temel esitsizligi literatiirde

Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinin ve bir integrali alttan ve {istten sinirlayan
ifadedir.

Teorem 2.4. (Hermite-Hadamard Esitsizligi). / :[a, b] = R konveks fonksiyon olmak

luzere

16



b 1 b b
(55) = e roman < LOHO

esitsizligi saglanir.

Hermite-Hadamard integral esitsizligi, konveks fonksiyonlarin ortalama integrali ile belirli
bir araliktaki degerlerinin ortalamasi arasindaki iliskiyi belirtmektedir. Bu teorem, bir [a, b]
araliginda konveks olan bir f fonksiyonu igin f(x) fonksiyonunun [a,b] tizerindeki
ortalama integralinin, aralik u¢ noktalarindaki fonksiyon degerleri ile bu degerlerin

ortalamasi arasinda oldugunu ifade etmektedir. Bu esitsizlik, f(x) fonksiyonunun [a, b]
.. +b . ..
araliginda ortalama degerinin, aT noktasindaki f(x) degerinin ve u¢ noktalar olan a ve b

tizerindeki fonksiyon degerlerinin ortalamasinin arasinda oldugunu vurgulamaktadir.
Ayrica, ¢esitli klasik ortalama esitsizlikleri, fonksiyon f(x) uygun sekilde segilerek bu
teoremden tiiretilmistir. Onemli bir nokta olarak, f(x) konveks degilse (konkav), esitsizlik

yonil tersine donmesi gerekmektedir.

Teorem 2.5. (Agirhkh Hermite-Hadamard Esitsizligi). w:[a,b] » RT = [0, )
fonksiyonu integrallenebilir ve x =asz ye gore simetrik, ve f :[a,b] = R konveks

fonksiyon olmak tizere agirlikli Hermite-Hadamard esitsizligi

fla) +£(b)

f(a -ZI_ b) jabw(x) dx < Jabf(x) w(x)dx < Twa(x)dx

saglanir (Fejer, 1906).

Temel konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafina odaklanarak

sonuglar elde etmistir. Bu ¢alismalarda ulasilan sonuglar asagida verilmistir.

Lemma 2.1. f:I' € R - R fonksiyonu a < b sartin1 saglayan a,b € I’ aralig1 iizerinde

tiirevlenebilir bir doniisiim olsun. Eger f' € L[a, b] ise
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f@+f®) 1

b b —
2 b—a,[;f(x)dx:—

> afl(l —2t) f'(ta+ (1 —t)b)dt

esitligi saglanir (Dragomir ve Agarwal, 1998).

Sonu¢ 2.1. t € [0,1] olmak lizere x = ta + (1 — t)b degisken doniisimii Lemma 2.1.

esitlige uygulanarak

f@+/@) 1 af:f(") de= 2 [ (e - 22 preoax

a

olarak bulunur (Dragomir ve Agarwal, 1998).

Lemma 2.1 de verilen 6zdeslik yardimiyla mutlak degeri Konveks fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri sunulmustur. Ayni zamanda, Sonug 2.1'in bazi

uygulamalar1 Dragomir ve Pearce (2000) tarafindan sunulmustur.

Teorem 2.6. f :1 °C R — R, I iizerinde tiirevlenebilir bir doniisim, a,b € I ° olmak tizere

a < b sart1 saglansin. Eger [a, b] araliginda |f'| konveks ise

(b —a)(f' @] + I (D)D)
8

f@+f®) 1
2 b—a

be(x) dx‘ <

esitsizligi saglanir (Dragomir ve Agarwal, 1998).

Teorem 2.7. f :I" € R - R, I iizerinde tiirevlenebilir bir doniisiim, a, b € I olmak iizere

P
a < bve p > 1 sartilart saglansin. Eger [a, b] araliginda |f'|r-1 konveks ise
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p—1

f@+f) 1
2 b—a

P P
c b-a [lf'@Pt+If Bt

fa o y

2(p+ 1P

esitsizligi saglanir (Dragomir ve Agarwal, 1998).

Hermite-Hadamard esitsizligi, farkli tiirevlenebilir konveks ve konkav fonksiyonlara iliskin
cesitli esitsizlikleri icerir. Ayrica, gercel sayilarin 6zel ortalamalar iizerindeki bazi 6zel

durumlarn da incelemekte ve orta nokta formiilii i¢in hata tahminleri sunulabilmektedir.

Kirmaci (2004) konveks fonksiyonlar i¢in orta nokta tipli esitsizlikler elde etmistir. Bu
calisma, tiirevlenebilir dontistimler i¢in esitsizlikler iizerine odaklanmis ve gergel sayilarin
0zel ortalamalarina ve orta nokta formiiliine uygulamalarini igermektedir. Bu ¢alismalara

yonelik esitsizlikler agagida verilmistir.

Teorem28.a,bel’,a < bve p>1licinf :I" € R — R, I lizerinde tiirevlenebilir bir

doniistim, [a, b] arahiginda |f'| konveks olmak tizere

a+b>

=il e () < (=9 drr@i + 1o

esitsizligi saglanir (Kirmaci, 2004).

Tiirevinin mutlak degerinin kuvvetleri konveks olan fonksiyonlar i¢in orta nokta tipli
sonuclar Kirmaci (2004) tarafindan ayni makalede sunulmustur. Bulunan esitsizlikler ile
baglantili olarak Orta nokta formiilii ve 6zel ortalama uygulamalar1 da verilmistir (Kirmaci,

2004).
Hermite-Hadamard integral esitsizligi, konveks fonksiyonlar i¢in gegerli oldugunu goéz

oniinde bulundurarak tiirevlenebilir konveks doniistimler i¢in bazi esitsizlikler Kirmaci ve

Ozdemir (2004) tarafindan sunulmustur. Ayrica, Yazarlar gercel sayilarin 6zel

19



ortalamalarina iligkin bazi uygulamalar1 ayni ¢alisma i¢inde sunmuslardir ve orta nokta

formiilii i¢in bazi hata tahmin sonuglarina ulasmislardir (Kirmaci ve Ozdemir, 2004).

Pearce ve Pecari¢ (2000), Dragomir ve Agarwal'in konvekslikle iligkili hata tahminlerine
yonelik gelistirmeler yapmistir. Bu gelistirmeleri trapezoidal formiili {izerinde
uygulamiglardir. Ortalama nokta formiilii i¢in benzer tahminler de gelistirmislerdir. Ayni
calismada, konveks fonksiyonlara uygulanan benzer metodlar1 konkav fonksiyonlar i¢in de

kullanarak, literatiire farkli esitsizlikler ve hata tahmini yaklagimlar1 sunmuslardir.

Integrallerin yaklasik degerlerini incelemek incelemek icin genellikle yiiksek dereceden
tiirevlenebilir fonksiyonlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu esitsizlikler, belirli bir derecede
tiirevlenebilir olan fonksiyonlarm 6zelliklerini incelemek igin kullanilmaktadir. Ozellikle,
bazi Simpson tipi esitsizliklere ulasmak igin, ikinci veya ligiincii dereceden tiirevlenebilme
ozelligi gerektirmektedir. Bu nedenle, bu esitsizlikleri yiiksek mertebeler i¢in dogru bir
sekilde uygulayabilmek i¢in fonksiyonlarin yiiksek mertebeden tlirevlenebilmesi durumuna
thtiyag duyulmaktadir. Bu c¢alismada dogrudan yiiksek mertebeden tilirevlenebilir

fonksiyonlarla iliskilidir. Bahsedilen durumlarin her biri bu ¢alismada kullanilmistir.

Anastassiou (1995), Ostrowski esitsizligini kullanarak gesitli sonuglar ve esitsizlikler elde
etmistir. C™([a, b]) fonksiyon smifinda, bir fonksiyonun ortalamalarindan sapma igin
optimal st sinirlar vermistir. Bu ¢alismada, Ostrowski'nin (1938) ve Fink'in (1992)
calismalarindan esinlenmistir. Dragomir (2003), sinirli varyasyona sahip fonksiyonlar ve
mutlak siirekli fonksiyonlar i¢in sonuglar1 tamamlayan, konveks fonksiyonlar i¢in bir
Ostrowski tipi esitsizligi literatiire kazandirmistir. Alomari vd., (2010) ikinci dereceden s-
konveks mutlak degerli fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikleri olusturmuslardir. Bu

calismada elde ettikleri ikinci dereceden s-konveks Ostrowski tipli esitsizliklere orta nokta

(x = asz) ve s = 1 durumlarin1 uygulayarak 6zel sonucglara ulasmiglardir. Ayni1 zamanda,

calismada konveks fonksiyonlara uygulanan benzer yaklasimlar s-konkav fonksiyonlar i¢in
de uygulanmistir. Iscan (2016) yaptig1 calismada yukarida bahsedilen calismalara benzer
olarak p-konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler elde etmis. Yakin tarihte,
Erden vd., (2020) baz1 fonksiyon g¢esitleri igin Ostrowski tipi esitsizlikleri literatiire

kazandirmistir.
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Birinci ve ikinci mertebeden tlirevleri igeren problemlerin yani sira herhangi bir mertebeden
tiirevin gerekli oldugu problemlerle de karsilasilabilmektedir. Bu yiizden bazi arastirmacilar
esitsizliklerin yiiksek mertebeden tiirevler igeren versiyonlarini da ¢alismislardir. Ornegin,
yiiksek mertebeden tiirevler igeren bazi Ostrowski tipli sonuglar Cerone vd., (1999a)
tarafindan elde edilmistir. Ek olarak, bazi arastirmacilar herhangi bir mertebeden tiirevleri
p-norm ya da sonsuz norma ait olan fonksiyonlar igin genellestirilmis esitsizlikleri
saglamislardir (Sofo, 2002; Wang ve Zhao, 2009). Birka¢ matematik¢i daha yiiksek
mertebeden tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar icin farkli tarzda Ostrowski tipli yeni sonuglar
elde etmislerdir (Anastassiou, 1995; Fink, 1992). Erden vd., (2018), yiiksek mertebeden
tirevler iceren esitsizliklerin agirlikli versiyonlarini gelistirmisler ve bu esitsizlikler
yardimiyla rassal degiskenleri momentleri i¢in uygulamalar vermislerdir. Kechriniotis ve
Theodorou (2008), n kez diferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢in yeni esitsizlikler gelistirmis
ve olasilik yogunluk fonksiyonlari i¢in bazi uygulamalar vermislerdir. Baz1 matematikgiler
yiiksek mertebeden tiirevler icin esitsizlikleri arastirirken ortaya c¢ikan etkili kuadratik
formiiller ile bir integralin gercek degeri ve yaklasik degeri arasindaki iligskiyi incelemistir

(Kashif vd., 2016; Qayyum vd., 2017; Erden ve Baskir, 2021).
2.4. Simpson Tipli Esitsizlikler

Bu kisimda literatiirde yer alan temel Simpson tipli esitsizliklerden bahsedilecektir. Simpson
esitsizligi bu caligmanin temel yap1 taslarindan biridir. Simpson esitsizligi, bir fonksiyonun
tanim araliginda Simpson integrali ile bu araliktaki ortalama degerleri arasindaki iligkiyi
aciklar. Dragomir, Alomari, Darus, Sarikaya ve Noor gibi birgok matematik¢i Simpson
esitsizligi tizerine son donemde g¢alismalar yapmistir. Dragomir vd., (1999) calismasinin
girisinde Simpson esitsizliginden ve Simpson kuadratik formiiliinden bahsetmislerdir. Ik

olarak, literatiirde Simpson esitsizligi olarak verilen asagidaki esitsizlik verilecektir.

Teorem 2.11. (Simpson Integral Esitsizligi). f :[a,b] — R siirekli doniisiimii (a, b) acik

arahiginda dort kez tiirevlenebilir ve [[f®]| = sup [f®| < oo olmak iizere
®© (e@b)

21



1{f(a) + f(b) a+b 1 (b
§< 2 +2f( 2 ))‘b—afaf(x)dx

@ (h—a)*
< 2850 Il ="

esitsizligi saglanir.

Dragomir vd., (1999) dordiincii mertebeden daha diisiik tiirevler igin Simpson tipli

esitsizlikleri asagidaki gibi sunmuslardir.

Teorem 2.12. f :[a, b] = R siirekli doniistimii (a, b) agik araliginda tiirevlenebilir olsun.
f' € L[a, b] yani

b
11l = f £ GOldx

ise

b—a, ,
<—If'll

1(f(a)+ f(b) a+b 1 (P
§< 2 +2f< 2 )>_b—ajaf(x)dx

esitsizligi saglanir (Dragomir vd., 1999).

Teorem 2.13. f :[a, b] = R mutlak siirekli bir doniisiimii olsun. $+% = 1 olmak tizere

f' € Ly[a, b] ise, 0 zaman

1[{f(a) + f(b) a+b 1 (P
‘5[ 2 +2f< 2 )l_b—afaf(x)dx

291 +1
3(g+1)

1
<

~6

l (b— a)qllf Il

esitsizligi saglanir (Dragomir vd., 1999).
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Dragomir vd., (1999) f fonksiyonu dort kez siirekli tiirevlenebilir degil ise ya da dort kez
tiirevlenebilir f®, (a,b) araliginda sinirh degil ise, klasik Simpson integral formiilii
uygulanamaz. Bu formiil bu g¢alismada da 6nemli bir role sahiptir ve pratikte sikca
kullanilmaktadir. Sinirli varyasyona sahip fonksiyonlar kiimesi i¢in Simpson esitsizliginde

kalan kismin st sinirini belirleme {izerine odaklanmustir.

Lq[a, b] i¢in, gergel sayilarin keyfi bir alt uzay1 olan I tanim kiimesi i¢inde tiirevlenebilen
ve birinci tiirevi sinirlt olan f fonksiyonu igin Ostrowski esitsizligine, Griiss esitsizligi
uygulanarak fonksiyonun alt ve st araliklariyla iligkili bir esitsizlik elde etmislerdir
(Dragomir vd., 1999). Lebesgue uzayir Ly[a,b] 'deki tiirevlenebilir mutlak siirekli
doniistimler igin paragrafin basinda bahsedilen sorunu ele almiglardir ve bu duruma baglh

cesitli esitsizlikler bulmuslardir (Dragomir vd., 1999).

Simpson esitsizliginin gelisim siireci, birinci tiirev baz alinarak, s-konvekslik ve konkavlik
temelli baz1 Simpson tipi esitsizlikler tanitilmistir. Ornegin, Alomari ve Darus (2009) Orta
nokta esitsizliklerini taban alan birinci tiirevleri s —konveks olan fonksiyonlar i¢in Simpson
tipli esitsizlikleri literatiire kazandirmistir. Ayni ¢alismada 0Ozel ortalamalar i¢in hata

tahminleri ve bazi sayisal integral yaklagim kurallar1 da elde edilmistir (Alomari vd., 2009).
Teorem 2.14. a,b € I , a < b olmak tlizere f :I € R — R mutlak siirekli bir doniigiim

t ! te[ol)
6’ "2

-5 e[l
6) 2'

olsun.

q(t) =

fonksiyonu i¢in

%[f(a) +4f (a%b) + f(b)] = ﬁf:f (x)dx

= (b - a)J q@®)f'(th+ (1 —t)a)dt
0
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0zdesligi saglanir (Alomari vd., 2009).

Sonug¢ 2.2. a,b € I, a < b olmak lizere f :I € [0,0) — R siirekli bir doniisiim, [’ €

Li[a, b] olsun. Eger |f'| ifadesi [a, b] lizerinde konveks ise, bu durumda

@+ ar (S0 + ] -2 [ o

5(b— a)
——f @+ If b

esitsizligi saglanir (Alomari vd., 2009).

Hermite-Hadamard integral esitsizligi ile baglantili olan bazi tiirevlenebilir konveks
fonksiyonlar igin birgok esitsizlik elde edilmis ve aymi c¢alisma igerisinde konkav
fonksiyonlar benzer teknik islemler ile esitsizlikler elde edilmistir (Yang vd., 2004).
Sarikaya ve digerler (2010a) mutlak degeri ve mutlak degerinin kuvvetleri konveks olan
fonksiyonlar igin Simpson tipli esitsizlikler saglamistir. Ayrica ayni yazarlar s-konveks
fonksiyonlar i¢in Simpson tipli yeni esitsizlikler bulunmus ve Simpson esitsizligi ile
baglantili olan tiirevlenebilir konveks eslemeler i¢in esitsizlikler literatiire kazandirilmistir,
ayrica gercel sayilarin 6zel ortalamalarma yonelik bazi uygulamalar da sunulmustur
(Sarikaya vd., 2010b). Ertugral ve Sarikaya (2018) farkli bir genelleme kullanarak birinci
tirevinin mutlak degeri konveks olan fonksiyonlar i¢in genisletilmis Simpson tipli
esitsizliklere ulagmiglardir. Sarikaya vd., (2013) ikinci mertebeden tiirevinin mutlak degeri
ve mutlak degerinin kuvvetleri konveks olan fonksiyonlar i¢in Simpson tipli sonuglar elde

etmislerdir.

llerleyen yillarda mutlak degerli tiirevleri konveks olan fonksiyonlarmn smifi icin Simpson
benzeri esitsizliklerin yeni genellestirmelerini olusturulmustur (Sarikaya ve Bardak, 2019).
Ayrica, 6zel durumlarda elde edilen esitsizlikler, daha Once bilinen sonuglarin daha

inceltilmis ve gelistirilmis halini sunmaktadir.
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Sarikaya vd., matematiksel esitsizliklerin analizinde Onemli olan Simpson tipi yeni
esitsizlikler elde etmek amaciyla konveksiteye dayali 6zgiin bir yontem gelistirmislerdir. Bu
calismada, gergel sayilarin 6zel ortalamalari i¢in bu esitsizliklerin pratik uygulamalarina da
odaklanilmistir. Ozellikle, belirli gergel sayilarin farkli ortalamalarinin arasinda kurulan
iliskiler ve bu iliskilerin matematiksel agidan incelenmesi lizerinde durulmustur. Birinci
tiirevlerinin mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer tipi
bir esitsizligini konveks fonksiyonlar kullanarak genisletilmis ve yeni sonuglar ortaya
konulmustur (Sarikaya vd., 2014). Ilerleyen siirecte tiirevlenebilir déniisiimler ve birinci
tiirevlerinin mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar i¢in genel bir integral 6zdesligi
tiretilmistir, gergel sayilarin 6zel ortalamalari igin bazi uygulamalar da sunulmustur (Erden,
2017).

Calismanin temel taslarindan biri, yiiksek mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar igin
Simpson esitsizlikleridir. Dragomir'in klasik Simpson integral esitsizligi tanimindan
esinlenen Liu, yiiksek mertebeden siirekli doniistimler igin Simpson esitsizligini bilim

diinyasina sunmustur (Liu, 2005).

Teorem 2.19 f : [a, b] — R lizerinde yiiksek mertebeden tiirevlenebilir bir dontisiim, [a, b]

araliginda ||f(")||oo = SUPyeap) |f™] < 0 igin

ja feodx - 228 2 [r@ + 47 (2 ) +£)]

1
2

(k—1)(b—a)?** . (a+b
Z 3(2k + 1)! 22k1 ! k)( 2 )

an"(b—a)"! (n—-2)(b—a)""!

- ) 3'
wi ) U FDIE™ 3+ Dizn e
<[ ™1, (- 2)(b— )+ :
) 2 3;
3(n + 1)! 27 n

[(nT_l)] ifadesi, nT_l teriminin tam say1 kismini ifade etmektedir ve esitsizlik saglanir (Liu,

2005).
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Liu (2005) yaptig1 calismasinda yan1 zamanda elde ettigi yiiksek mertebeden tiirevlenebilir
fonksiyonlar i¢in Simpson tipi integral esitsizligini kullanarak n = 1,2,3,4 degerleri i¢in 6zel

durumlar1 da sunmustur. Bulunan bu Simpson integral esitsizlikleri

[ s =222 @ + 47 (S50 + 1)) < o - 0
f(x)dx ~2 0@+ 4 (D) + £ )| < o 1M = 0%,
81
f Fedx ~ =2 f@ + 41 (“37) + F®)] <z (b~ )

olarak literatiire kazandirilmistir.

Bu calismalar, Hermite-Hadamard ve Simpson esitsizliklerinin genis bir yelpazede
genellestirilmesi ve uygulama alanlarmin incelenmesiyle, bu temel esitsizliklerin

matematiksel alandaki 6nemli gelisimlerini temsil etmektedir.
Bu kisimda verilenler dogrultusunda, tezin ana boliimiinde yiiksek mertebeden tiirevlenebilir

konveks olan fonksiyonlar i¢in kesirli integraller igeren Simpson tipi integral esitsizlikleri,

bazi 6zel durumlar ve sonuglar incelenecektir.
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3. YUKSEK MERTEBEDEN TUREVLENEBILIR FONKSiYONLAR
ICIN SIMPSON TiPLi INTEGRAL ESITSIZLIKLERI VE
UYGULAMALARI

Bu tezin ana sonuglar1 olan yiiksek mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in Simpson tipi
esitsizlikler ve uygulamalar1 bu kisimda sunulacaktir. Sonuglar daha anlasilir ifade edilebilmesi

i¢in alt basliklar halinde verilecektir.
3.1. Yiiksek Mertebeden Tiirevlenebilir Fonksiyonlar i¢cin integral Ozdeslikleri

Bu kisimda, yiiksek mertebeden kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar i¢in integral
Ozdeslikleri kurulacak ve 0zel sonuclar1 verilecektir. Daha sonraki boliimlerde bu 6zdeslikler

yardimiyla Simpson tipli sonuglar elde edilecektir.

Lemma 3.1. n € N* olmak lizere f:[a, b] = R fonksiyonu n kez diferansiyellenebilir olsun.
Oyle ki f in (n — 1). inci mertebeden tiirevleri [a, b] {izerinde mutlak siirekli olsun. O zaman,

her x € [a, b] i¢in

1 b

[0 r™@a o
_ < (—1)ntk a + 5b\ <t 5q + by <+l
‘kzom[(x‘ 6 ) _(x_ 6 ) lf(")(x)

n-—1
(_1)n+1 b — k+1 b

" i) rP@+ D O®) + J f@)dt

=S(f,n;x)

esitsizligi gecerlidir. Burada p(x, t) ifadesi
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p(x,t) = <t_5a6+b):' t € [a,x)
( _a+65b) , tE€][x,b]

seklinde tanimlanmaktadir.

Ispat. p(x,t) ifadesinin tanimi dikkate alinarak (3.1) in sol tarafindaki integrale kismi

integrasyon yontemi uygulanirsa

faxl(t B 5a6+ b)nf(”)(t)dt .\ jb%(t a +65b)n -

!
n! L N

_ 1 {(x _Sa+ b)nf(n_l) (x) — (b_>nf(n—1(a)

—a
n! 6 6

(2 oy = (- Y pnen (x)}

n-1

_ﬁ]: (e 5“6+ b) FED ()t

_ﬁij (t 2 +65b)n_1f(n—1)(t)dt

Ozdesligi elde edilir. Daha sonra, n — 1 kez daha kismi integrasyon uygulanir ve ortaya ¢ikan
ifadelerde birbiriyle baglantili olanlar ayni toplam sembolii igerisinde yazilirsa (3.1) 6zdesligi

elde edilir.

Sonug 3.1. Lemma 3.1’ in sartlar1 altinda x = asz aliirsa

a+b b

LT - (t — 5a6+ b>n F™()dt + f l(t _4 +65b>nf(”)(t)dt (3.2)

n! a+bn!

k+1

S TS RS

k=0
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(L)L sy — g R ,
93 Ek1+)1)! (=) U@+ CoE )] + D f f() dt
k=0 .

(it

ifadesine ulasilir.

Sonug 3.2. Lemma 3.1’ in sartlar1 altinda n = 1 alinirsa

fax (t - 5a6+ b)f’(t)dt + f: (t - #)f’(t)dt (3.3)

b—a b
=22 @+ 4f 0+ FO - [ F@a
ifadesi bulunur.

Sonug¢ 3.3. (3.3) esitliginde x = “zﬂ yazilirsa

a+b
> b

L <t - ?)f(”dt * Ja+b (t - +65b>f'(t)dt

2
=22 r@+ar (D) + )] - | o at

0zdesligi saglanir.

Benzer sonucglar n = 2 durumunda veya gerekli olan tiirev derecesinde elde edilip istenilen

alanlara uygulanabilir.
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3.2. Smirh Fonksiyonlar icin Integral Ozdeslikleri

Bu kisimda, yiiksek mertebeden kismi tiirevleri sinirli olan ya da p norma ait olan fonksiyonlar
icin Simpson tipli esitsizlikler incelenecektir. Ilk olarak sinirli fonksiyonlar: taban alan

esitsizlikler ve 6zel durumlar1 incelecektir.

Teorem 3.1. n € N* olmak lizere f:[a, b] = R fonksiyonu n kez diferansiyellenebilir olsun
oyleki f in (n — 1). inci mertebeden tiirevleri [a, b] iizerinde mutlak siirekli olsun. Eger f™ €

L, [a,b], yani [|[f®]| = t:(ue))|f(")(t)| < oo ise, 0 zaman her x € [a, b] i¢in
a,

IS(f, 5 %) (3.4)
- £ g 21 (b — a>"+1 N ( S5a + b)”“
NCEE] 6 *T e
N £ e (b — a)"“ N (a +5b )”“
- X
(n+ 1) 6 6

esitsizligi saglanir.

Ispat. (3.1) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra mutlak deger igin {iggen

esitsizligi ve f™ fonksiyonunun verildigi araliklar {izerinde sinirliligi kullanilirsa

IS(f,m; )| (3.5)

fxl 5a + b|" a+5b
a

m v 1
— |t — M (t)|dt —|t—
n! 6 |f ()l +Ln! 6

< |F™(@)|dt

) x1q 5a + b (n) b1 a+ 5b"
o e I T T | I
a * X "

ifadesi elde edilir. Sonuca ulagsmak i¢in (3.5) esitsizliklerinin sagindaki iki integral

hesaplanmalidir. Bu durumda, ilk integral
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dt (3.6)
1 6 (5a+Db x 5a + b\"
= —f ( —t) dt+f (t— ) dt
nlJ, 6 5a+b 6
6

~ j 1) ((b 5 a)”“ * (x B 5616+ b>n+1>

olarak bulunur. Benzer sekilde, ikinci integral sinirlara dikkat edilerek

n! 6
o n#1 n+1
:(ni1)!<(b6a) +<a+65b_x) )

seklinde hesaplanir. (3.6) ve (3.7) sonuglar1 (3.5) ifadesinde yerine yazilirsa (3.4) elde edilir.

b1 a+5b"
j dt 3.7)
X

Sonu¢ 3.4. Eger (3.4) esitsizliginde x = % orta noktasi kullanilirsa, o zaman yiiksek

mertebeden tiirevleri sinirlt olan fonksiyonlar igin

(02

21 41 h — a\"! - -
n n
<ornier) Wr®lasey, + 1@l ]

< 27’l+1 + 1
=2n. 30 (n + 1)!

(b _ a)n+1 ”f(n) ” o

orta nokta esitsizligine ulagilir. Burada S (f, n; asz) ifadesi (3.2) de tamimlandig1 gibi

verilmistir.

Sonug 3.5. Teorem 3.1’ in kosullar altinda n = 1 segilerek islem yapilirsa
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(3.8)

b — b
@@ ol [ o

< ”f’”[a,x]m [(b - a)z N (x _Sa+ b)zl

2 6 6

N ”f’”[x’b]m [(b - a)z N (x _a+t Sb)zl

2 6 6
esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.6. (3.8) esitsizliginde x = aZLb secilirse

‘% |F@ + ar (aTer) + £ - = fa Fwar

5 , '
<2 =) I lpasty, + 17 lasn, .|

< > b '
—%( _a)”f ”[a,b],oo

ifadesine ulasilir. Bu esitsizlik Dragomir vd., (2000) tarafindan ispatlanmig ve Liu (2005)

tarafindan 6zel sonug olarak verilmistir.

Sonug 3.7. Eger (3.4) esitsizliginde x = % ve x = a+3—2b ayr1 ayr1 yazildiktan sonra ortaya

cikan esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve ikiye boliiniirse

2a+b a+2b
at2by 59)

|S(f T T
PN e (= RN G I

k=0

<[ro () oo ()
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nolo Nn+t — q\k+! ’
(-1) (b a) [f®(a) + (~D*FR®B)] + (—1)" f fO)at

+
Li(k+ DI\ 6 )
Wz, ez — gy
= (n-l—].)' ( 6 )
1o # W otz — gyt — 0y
+ 2-(n+ 1! [( 6 ) +< 2 ) l

- 1 b_an+1 b_an+1 -
S CEEN 3( 6 ) +( 2 ) 1l

esitsizlikleri elde edilir.

Sonug 3.8. (3.9) ifadesinde n = 1 segilirse

Kl () (52 0] o

1 , '
<73 0= I, zusmy, + 1 sz, |

. | ,
+—b-a|lf lzaso ), + IF ”[a'“E—Zb]'w]

(b — a)”f!”[a,b],oo

N

<

esitsizlikleri elde edilir.

Teorem 3.2. n € N* olmak ilizere f:[a, b] —» R fonksiyonu n kez diferansiyellenebilir olsun
oyleki f in (n — 1). inci mertebeden tiirevleri [a, b] iizerinde mutlak siirekli olsun. Eger f™ €

L, [a,b], yani

1

b s
el = ([ 1ol

ise, 0 zaman her x € [a, b] i¢in
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IS(f,n; 20)| (3.10)

1

< %((nql-l- 1) [(b ; a)mm + (x - 5a6+ b>nq+1l> £ o2

1
1 1 b—a\""1  a+5b ng+11\q o
— — n
ralmplCe) HEEE ) ) Wl

Ispat. (3.1) esitliginde her iki tarafin mutlak degeri alindiktan sonra integraller igin iiggen

esitsizligi kullanilirsa

NOAJIEI] (3.11)

1 r* 5a+b a+5
< —
—nlJ,

|f(n)(t)|dt+_j |t— |f(n)(t)|dt

esitsizligi bulunur. (3.11)’ in sagindaki integrallere Holder esitsizligi uygulanirsa, ilk integral

i¢cin

X
5
] _sath |f(n>(t)|dt (3.12)
a
X1 5a+b™ a0 P %
s( - dt) <f lF™ @] dt)
a a
([ 5a+bnq l )
([ == ) Wl

) (Te (5a+b ”qd x 5a+b""d )
B fa ( 6 _t) t+ﬁ:a+b(t_ 6 ) g,
6

1 b—a\"" 5a +b\""
= —_ n
 (ng+1) l( 6 ) * (x ) l If ”[a,x],p

6
sonucu bulunur ve benzer sekilde
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a+5

b
f t— |f(")(t)|dt (3.13)
b nq 2 b !
s(f t — dt)qU |f(n)(t)|pdt>pdt
1
i ”q+1 a+5b \"T\
1l (| C5) () )

ifadesine ulasilir. Bu baglamda, (3.12) ve (3.13) ifadelerinin sonuglari (3.11)’de karsilik

a+5b
6

geldikleri yerlere yazilirsa istenilen (3.10) esitsizligine ulagilir.

Sonug 3.9. Eger yukardaki teoremde verilen esitsizlikte x = aTer alinir ise

s(rm*2)

1 2nq+1+1 b— nqg+1
SE((nq+1)< 6 ) > [”f()” a”’] +||f()||[a+b b], ]

sonucu bulunur. Burada S (f, n; aZLb) ifadesi (3.2) de tanimlandig gibi verilmistir.

Sonug 3.10. Eger (3.10) esitsizliginde n = 1 secilirse

(3.14)

b—a b
Pt r@ 4+ £ - [ T

1

< <(q i - l(b ; a)qﬂ N (x _ 5a6+ b)q+1l>6 ”f,”[a,x]m

* <(q }L 1) [<b : a)qﬂ " (a +65b - x)q“l)q 1 N1

sonucuna ulasilir.

35



Sonug 3.11. Eger (3.14) esitsizliginde x = 2 alnir ise

‘% [f(a) +4f (aTer) + f(b)] - ﬁfabf (t)dt

1 /294 4 1\ A '
<! (W) (b - |If loezy, + 1 llase b],p]

>
sonucu bulunur.

Teorem 3.3. n € N* olmak lizere f:[a, b] - R fonksiyonu n kez diferansiyellenebilir olsun
oyleki f in (n — 1). inci mertebeden tiirevleri [a, b] iizerinde mutlak siirekli olsun. Eger f™ €

L,[a, b], yani

1

b P
IF 1L, = ( f If(x)lpdx>

ise, 0 zaman her x € [a, b] i¢in

IS(f, m; x)| (3.15)
1 1
<2l e,
(ng + 1)4
nq+1

X

1
5a + b\ ,a+5b nq+lig
+(x_ 6 ) +( 6 _x)

2(45)

esitsizligi saglanir.

Ispat. (3.1) esitliginde her iki tarafin mutlak degeri alindiktan sonra ortaya ¢ikan esitsizligin

sag tarafinda Holder esitsizligi uygulanirsa

NOACEI]
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1 b
<o) e ol lF O @lae

1/ " % b P
s;(L |p(x,t)|th> <fa |f(”)(t)|pdt>
b

( 5a+b dt+f

ifadesi bulunur. Yukaridaki ifadenin sag tarafindaki integraller Teorem 3.2°nin ispatinda

|

1
a+ 5p™

q
) 1

t_

hesaplandigi gibi hesaplanir ve yerine yazilirsa istenilen (3.15) esitsizligi bulunur.

Sonu¢ 3.12. Eger (3.15) esitsizliginde x yerine “ZL” yazilirsa, o zaman yliksek mertebeden

fonksiyonlar i¢in orta nokta tarzinda

s (755

- 1(b—a)*[2mtl +1
“n!l 6" 3(ng +1)

1
q
(b - a)l ”f(n)”[a'b]’p

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.13. Eger (3.15) esitsizliginde n = 1 segilirse, 0 zaman

b—a b
‘T[f(a)+4f(x)+f(b)]—f f (t)dt (3.16)
< 1||f||[ab
(q+ D1
b—a\?*? 5a+ b\ ra+5b a+17q
Xl2(6) e B l

sonucu bulunur.
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Sonug 3.14. Eger (3.16) esitsizliginde x = > alinrsa

‘% |F@ + ar (L2 + o) -5 fa @

291 + 1 a.
=0 1 oy

N
6|3(g+1)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik, Dragomir vd., (2000) tarafindan literatiire kazandirilmastir.

Sonug¢ 3.15. Eger (3.15) sonucunda x = % ve x = a+32b yazildiktan sonra ortaya ¢ikan

esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve ikiye boliiniirse

2a+b a+2b
s(rm=5—"5-)

17
T (3.17)

1
1(b—a)*[3m*! +3 q
S b=ayf [lF®
n! 6 6(ng +1) [a.p]p

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.16. (3.17) ifadesinde n = 1 yazilirsa, o zaman

|% [+ 27 (B552) 2 (52 + 1) - 5= [ @

1 l3q+1 +3

T
<tfern®-o W,

sonucu bulunur.

Bu sonuclara ek olarak istenilen herhangi bir tiirev mertebesinde sartlari saglayan fonksiyonlar

i¢in iist sinirlar elde edilebilir. Ayn1 zamanda, bu boliimde deginilmeyen x = 3a4+b, X = 5a6+b
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X = afb ve x = # Ozel degerleri ya da gerekli olan herhangi bir deger i¢in sonuglar

incelenebilir.
3.3. Konveks Fonksiyonlar i¢in Simpson Tipi Integral Esitsizlikleri

Bu kisimda, yiiksek mertebeden tiirevlerinin mutlak degerleri ve mutlak degerinin kuvvetleri
konveks olan fonksiyonlar igin Simpson tipli esitsizlikler incelenecektir. Ayrica bulunan ana
esitsizliklerin 6zel durumlar verilecek ve literatiirde daha 6nceden saglanan esitsizlikler ile
baglantilar1 agiklanacaktir. ilk olarak, herhangi bir mertebeden tiirevinin mutlak degeri konveks

olan fonksiyonlar i¢in nasil esitsizlikler ortaya ¢ikacagi asagidaki teoremde incelenecektir.

Teorem 3.4. n € N* olmak lizere f:[a, b] —» R fonksiyonu n kez diferansiyellenebilir olsun
oyle ki f in (n—1). inci mertebeden tiirevleri [a, b] tizerinde mutlak siirekli olsun. Eger

|f ™| fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks ise, 0 zaman her x € [a, b] igin

NOAJIEI] (3.18)

1 (b—a)"+
<
“m+DI\ 6
n+1

+1 1 1 ( 5a+b) (a+5b
nb—am+2)|\* " 6 6

[|f™ @]+ [f™®)]

n+1
- x) ] (D™ @]+ F™®)]

. 1 1( 5a+b)"+1+5<a+5b
(n+1)'6 6 6

~x) ] (™1™ (@) + [ B)]]

esitsizligi saglanir.

Ispat. (3.1) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra integraller igin licgen

esitsizligi uygulanirsa

IS(f,m; x| (3.19)
<fx1t 5a+bn|<n)t|dt+fb1|t a+5bn|(n)t|dt
<[ ro@lae+ [ o= e
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sonucu bulunur. Burada |f ™ (t)|, [a, b] iizerinde konveks oldugundan

o] = [0 (b + 7))

a
t—a b—t
. () (n)
< |fO®)] + 1 —|F " @]

ifadesi gecerlidir. Bu baglamda, (3.19) esitsizliginin sag tarafi

*1 5a + b|" + 5b|"
[ 2= 22 ool [ 2~ 222 ol (3.20)
. N
1 r* S5a+b|" /t—a b—t
<L _ Q) Pt m )
~n! 6 |(b—a|f (b)|+b—a|f (a)| dt
+5b
- ()| + | @) d
1|f™(b 5a+ b|" ™) 5a + b|"
= _uf — a ( )dt +—|f (a)l _a— —_ t)dt
nl b—a J, 6 b—a Jg
1|f™ @b + 5b" +5b|"
+_u _ar>b (t — )dt+ a_ —t)dt
n' b—a 6

X

ifadesini saglar. Burada hesaplanmasi gereken dort integral vardir. Mutlak degerden dolay1

integrallerin pargcalanma noktalarina dikkat edilerek integraller hesaplanirsa birinci integral

x 5a + b|"

f t— t — a)dt

a

5 b
(e 5a+bh " el 5a + by" ;
_ja ( z —t) (t—a) t+fSa+b<t— e )(t—a) t

6

B 1 (b—a)"+2+ 1 ( 5a+b)n+2
“m+Dn+2)\ 6 mn+2)\" " 6

n+1

b—a 1 ( 5a+b)
6 m+D\' " 6
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seklinde hesaplanir. Benzer sekilde yukaridaki integralin (b — t) ile garpilmis hali

x 5a + b|"
f t — ¢ (b —t)dt
a
5a+b
[ (satb_ N\ x 5a + by"
_fa ( z —t) ( —t)dt+.l;a+b<t— G )(b—t)dt
6
5 b_an+2 1 b_an+2
:(n+1)( 6 ) +(n+2)( 6 )
5b—a) 1 ( 5a+b)"+1 1 ( 5a+b)"+2
6 m+D\V' 6 m+2)\* " 6

olarak bulunur. Sinirlar1 farkli olan ti¢ilincii integral igin

b a+ 5b|"
f t— (t —a)dt
X
5b
_(Yeja+sh N\ s [ a+5b\" ;
_]x ( z —t) (t—a)t+L+5b<t— e )(t—a)t
6
1 5(b—a)(a+5b )”“ 1 <a+5b >”+2
NCER G 6 m+2)\ 6 "
1 b_an+2 5 b_an+2
+(n+2)( 6 ) +(n+1)( 6 )
sonucu bulunurken son integral
b +5b|"
f r—2 (b — t)dt
x 6
5b
_(Teash_ N[ atsh"
_fx ( . —t)(—t)t+L+5b(t— - )(—t)t
n+1 1 n+2

‘b;a(ni1)<a+65b_x) +(n+2)<a+65b"">
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o n#2
+ (n+ 1)1(n +2) (b 6 a)

seklinde hesaplanabilir. Buradaki dort integralin sonuglari (3.20) ifadesinde karsilik geldikleri

yerlere yazilirsa

*1 5a + b|" a+5b"
fﬁ — | |f(”)(t)|dt+f —|t— |F™@)|de
.
1|f™m)|( 6 (b — a) 1 ( 5a + b)"+2
== + X —
nl b—a (n+1\ 6 (n+2) 6
b—a 1 ( 5a+b)"+1
6 m+D\" "6
1 5(b-—a)/a+5b nl 1 /a+5b 2
+ =) w7
n+1) 6 6 (n+2) 6
1 |f(”)(a)| ( _a)n+2 N 1 <5a+b )n+2
n! b—a (n+1\ 6 (n+2) 6 x
b—a 1 (5a+b >”+1
6 m+D\ 6
1 5(b-a) a+ 5p\"*! 1 a + 5b\"*?
+ (-7 el
n+1) 6 6 (n+2) 6

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlik |S(f,n; x)| ifadesinin sag tarafin1 kapsamaktadir.
Temel analiz islemleri kullanilarak ortak terimler parantezlere alinirsa, (3.18) sonucuna ulasilir

ki bu da ispat1 tamamlar.
Sonug¢ 3.17. Eger (3.18) ifadesinde x = % durumu dikkate alinirsa

(2)

1 b _ n+1
swroile) Urr@i+ireol

F2" ()M O @] + [F@)[])
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sonucu bulunur.

Sonug¢ 3.18. Eger (3.18) ifadesinde n = 1 durumu dikkate alinirsa, o zaman

(3.21)

b — b
P @+ - [ @

1/b—a\’ . :
<5 (=) Ir @+ ol

6
reralt- ) - (52 -4) el -l
" % [(x - 5a6+ b)z 5 (a +65b - x)] [If (@] +|f @]

ifadesi elde edilir.

Sonug¢ 3.19. (3.21) esitsizliginde x = asz alinarak yeniden hesaplanirsa

‘% [f(a) + 4f (QTM) + f(b)] - ﬁf:f(t) dt

5 , '
<— b -alf @] +|r®]

sonucu elde edilir ki bu esitsizlik Alamori vd., (2009) tarafindan sunulmustur.

Sonug 3.20. Eger (3.18) ifadesinde x = % ve x = a+32b durumlart ayr1 ayr1 hesaplandiktan

sonra ortaya ¢ikan esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve ikiye boliiniirse

(3.22)

|S( 2a+Db a+2b)|
f!nl 3 ) 3
n+1

1 b —
Sermie) Irr@l+rmol
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1 3n+i 1 /b — n+1
Tt > (57)  [comro@l + o)

esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 3.21. Eger (3.22) esitsizligi n = 1 alinarak yeniden hesaplanirsa

B oo (<52

)+fwﬂ—3é;L?uwu

1 , '
<G =a[lf @]+ ®)]

sonucu ortaya ¢ikar. Bu esitsizlik, Ertugral ve Sarikaya (2018) tarafindan tlirevinin mutlak
degeri konveks olan fonksiyonlar i¢in verilen esitsizlik ile sol taraflar1 ayn1 olsa da yeni bir {ist

siir sunmaktadir.

Teorem 3.5. n € N* olmak tlizere f:[a, b] = R fonksiyonu n kez diferansiyellenebilir olsun

oyleki f in (n — 1). inci mertebeden tiirevleri [a, b] izerinde mutlak siirekli olsun. Eger p > 1

ve %+ é = 1 olmak tlizere |f(")|p fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks ise, 0 zaman her x €

[a, b] i¢in

NOACEI] (3.23)

1

S e (= AL

fO@| ((b-a)? (b-x)?
(=77

1
oo e -a? | b
b—a 2 b—a

1

s 2 ™)

44



|

[FPBF (0-a? -\ [fP@] 6 -0
b—a 2 2 b—a 2

esitsizligi elde edilir.

Ispat. (3.1) 6zdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra ortaya ¢ikan ifadenin

sag tarafina integraller i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa

NOAJIEI] (3.24)

1 r* 5a+b
S_
nlJ,

|f(n)(t)|dt + —j |t ——|n |f(”)(t)|dt

1

nq g x %)

dt)q (f lF™ | dt)p
nq 1

i) ([ oo a)

esitsizligi gegerlidir. Teoremin sartlari geregi | f ™ |p ifadesinin [a, b] tizerinde konveks oldugu

5a+b

1
a+5b

t —
6

diisiintildiiglinde

t—a b—t \|°
|f<”)<t>l”=|f‘”)( - b+b—aa>|

a

< T |f(") ®)|" + |f(”) @)

esitsizligi saglanacaktir. O zaman, (3.24)’lin sagindaki iki integral yukaridaki esitsizlik

yardimiyla

f xlf ™ ()|” dt (3.25)
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X 4 _ xb_
< If(")(b>|pf e+ |f(”)(a>|pf p—dt
a a

ol - fP@l ((b —a? (b- x>2>

b—a 2 b—a 2 2

ve

b
[ Iroer a (3.26)

_Pof (0-o? c-a?\ fP@ b -7
_b—a<2_2>+b—a2

seklinde hesaplanabilir. Diger yandan, daha dnce hesaplandigi gibi

fx L (b - a)”q+1 N ( 5a + b)"q+1 227
. 6 “g+D|\ 6 T e (3.27)
ve
fb o_atspM 1 (b - a)”q“ N (a +5b )nq“ 228
§ 6 “g+D|\ 6 6 (3.28)

integral karsiliklar1 yazilabilir. Burada elde edilen (3.25)-(3.26) esitsizlikleri ve (3.27)-(3.28)
integraller esitlikleri (3.24) ifadesinde karsilik geldigi yerlere yazilirsa istenilen (3.23)
esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 3.22. Eger (3.23) esitsizliginde x = asz durumu hesaplanirsa

s(rm2)
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1
1 2nq+1 a
< +1 (b _ a)n+1
2-6"-n!|3(ng+1)

{(V Do) + 3|f<"><“)'p>5 ('f O@l + 3|f<")(b)|p)5}
x 4 + 4

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.23. Eger (3.23) ifadesinde n = 1 alinir ise

h— b
‘T“ [F(@)+4£G) + )] - | fyde (3.29)

1
1 b—a\?™! S5a + b\ \4
S((q+1)l( 6) +(x_ 6 ) D
1
(rolc-a® @ (-0 G-
b—a 2 b—a 2 2
q+1 a+5h T\
<<q+1)[ )+ D

(ol (- G-t | [f@ b-0%
b—a 2 2 b—a 2

sonucu bulunur.

Sonug¢ 3.24. Eger (3.29) esitsizliginde x = asz durumu hesaplanirsa, o zaman

@ (% )+f<b>]——f f©)de
= 112 gz::Sl_( -
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1 1
y (lf’(b)l” + 3|f’(a)|”>p s (lf’(a)l’” + 3|f'(b)|p>”
4 4

sonucuna ulasilir. Ozel sonug olarak sunulan bu esitsizlik Sarikaya vd., (2010a) tarafindan

literatiire kazandirilmistir.

2a+b +2b
o vex =12 3 durumlart ayr1 ayr1 hesaplandiktan

Sonug¢ 3.25. Eger (3.29) ifadesinde x =

sonra ortaya ¢ikan esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve ikiye boliiniirse

@z () 2 () ] -5 [ Fwar

_b-a ( 1 )% <|f'<b>|”+5|f'(a>|”>5+(lf’(a>|”+5|f'<b)|”>5

6 6

1 1
Y [3q+1 w17 | (1 @) + zlf’(a>|p>p + <|f @[ +2|f '(b)lpy)
2(g+1) 3 3

sonucuna ulasilir.

Son teoreme gegmeden Once, teoremin ifadesinin daha anlasilir olmasi i¢in bazi notasyonlar

verilecektir.

N(f,n;x) (3.30)

™) 1 b —a\"*? 1 S5a + b\"*?
BEY {(n+1)(n+2)( 6) +(n+2)("_ 6 )

+b—a 1 ( 5a+b)n+1
6 m+D\" " 6

n |f(n)(a)|p{ 1 (b — a)n+2 5 (b _ a>n+2

b—a |m+2\ 6 TarD\ e
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N - i S 5(b6— a)( 3 5a6+ b)"+1 - i . (x ~ 5a6+ b>n+z}’

R(f,n;x) (3.31)
_ |f(n)(b)|p 1 b — g\ "+2 5 b — a\"2
~ b-a {(n+2)( 6 ) +(n+1)( 6 )

N - i . 5(b6— a) (a +6Sb _ x)n+1 - i > <a +65b B x>n+z}

F™(@)]? 1 b—a\"*? 1 (a+5b \"*?
b—a {(n+1)(n+2)< 6) +(n+2)( 6 _x>

N

+b—a 1 <a+5b >”+1
6 m+D\ 6 1)

Teorem 3.6. n € N* olmak lizere f: [a, b] - R fonksiyonu n kez diferansiyellenebilir olsun

oyleki f in (n — 1). inci mertebeden tiirevleri [a, b] izerinde mutlak siirekli olsun. Eger p > 1

olmak lizere | fm™ |p fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks ise, 0 zaman her x € [a, b] i¢in

1S(f,m; ) (3.32)

1

= %ln Jlr 1 <<b ; a)m * (" N 5a6+ b)w)ll_ﬁ NG, s )P

+% — j_ T <<b ; a)n+1 + (a +65b — x)n+1>l K [R(f,n; x)]%

esitsizligi saglanir. Burada N(f,n;x) ve R(f,n; x) ifadeleri sirastyla (3.30) ve (3.31) de

tanimlandig gibidir.

Ispat. (3.1) dzdesliginin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra ortaya ¢ikan ifadenin

sag tarafina integraller i¢in mutlak deger esitsizligi uygulanirsa

NOACEI] (3.33)
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1 X
< —

5a+

|f(n)(t)|dt+—f |t——| lF™(0)|dt

esitsizligi elde edilir. Daha sonra, (3.33) esitsizliginin sag tarafindaki ifadelere integraller igin

Kuvvet Ortalama (Power Mean) esitsizligi uygulanirsa

* 5a+b
f i |f(n)(t)|dt (3.34)
a
Y| sa+b” \P[(*| Sa+b|" ;
a-+ p a-+
s(j t— t) <] t— lF™ | dt)
a 6 a
ve
b + 5b|"
f t—a6 £ (6| de (3.35)
X
1 1
a+5b a+5b|"

([ k-5 ) " (-

esitsizlikleri bulunur. Burada sonuca ulasabilmek icin (3.34) ve (3.35) ifadelerindeki dort ana

lF™ @) |pdt>p

integralin hesaplanmasi gereklidir. ilk olarak, daha sade integrallerin sonuglari

x 5a + b|"
j £ — (3.36)
a 6
1 (b — a)"” N ( 5a + b)"“
“n+1\\ 6 T %
ve
b a+ 5b|"
J t— dt (3.37)
X 6

1 (b——a)n+1*_<a-k5b >"+1
“n+1\\ 6 6
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olarak belirlenebilir. Daha sonra, |f™|” ifadesi [a, b] iizerinde konveks oldugundan dolay:

ortaya ¢ikan

Foof = !f“” (et += t“)\p

a b—a

|f(") ®)|° + |f(”) @]
esitsizligi dikkate alinarak

5a+b

X

f t— |f(">(t)| dt (3.38)
a
@m)|P (*|  5a+ b 5 +b

Suf _aro (t—a)dt+ a4 —t)dt
b—a a 6

IO 1 b—a\"*? 1 5a + b\"*?
=~ bh_a {(n+1)(n+2)( 6) +(n+2)("_ 6 )

+b—a 1 ( 5a+b)n+1
6 m+D\' " 6

+|f<“><a>|”{ 5 (b—a>”+2 1 (b_a)m

b—a |m+D\ 6 T\ e

5b—a) 1 5a + b\"*! 1 5a + b\"*?

6 (n+1)<x_ 6 ) _(n+2)<x_ 6 ) }

ve

fb a+5b|"

t— lF™ @) dt (3.39)
lFO®m° 2 a+5b" [f™ @] )| a+5b|"
Sﬂfx T | tmwdtt T J T | (bt

FO®P( 1 s-aya+5h "' 1 a+5b "
"~ b-a {(n+1) 6 ( 6 —x) _(n+2)< e —x)
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_ n+2 _
+(nj-2)(b6a) +(ni1)(b6a

lFf®@"(b—a 1 ja+5b
b—a {6 (n+1)( 6

_ n+2
+(n+1)1(n+2)(b6a) }

+

sonuglarina ulasilabilir. (3.36) ve (3.38) ifadeleri (3.34) esitsizliginde, ve (3.37) ve (3.39)

ifadeleri de (3.35) esitsizliginde yerine yazilirsa istenilen sonuca kolaylikla ulasilabilir.

Sonug 3.26. Eger (3.32) esitsizliginde x = axb secilerek islem yapilirsa
2

(3

1

1 2n+1 + 111_5 (b _ a)n+1

“nl

n+1 6

lF® )| +

6n + 11 + 2™*1(3n + 8)

2"1(3n+4)+1
[ 6(n+1)(n+2)

6n + 11 + 2"*1(3n + 8)
6(n+1)(n+2)

sonucu bulunur. Burada S (f, n; “7) ifadesi (3.2) de tanimlandi gibi verilmektedir.

Sonug¢ 3.27. Eger (3.32) esitsizliginde n = 1 secilerek islem yapilirsa

INA

52

1
e ? [P
6(n+ D(n+2) Ir¢ )(a)|l

2"1(Bn+4) +1
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esitsizligi bulunur. Burada N(f,1;x) ve R(f,1;x) ifadeleri sirasiyla (3.30) ve (3.31) de

tanimlanan 6zdesliklerde n = 1 seg¢ilerek elde edilebilir.

Sonug 3.28. (3.40) esitsizliginde x yerine asz yazilirsa

6[f(a)+4f( )+f(b)]—— [roa

IA

|f(n)( )l 1296

ﬁ] 1296 |f(n)( )| ]

[1296 Fo®) +T59¢ |f(”)(a)| ] (b —a)

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlik Alomari vd., (2009) tarafindan s = 1 6zel sonucu olarak

verilmistir.

Sonu¢ 3.29. (3.32) esitsizliginde p = 1 yazilirsa, o zaman Teorem 3.4’de verilen (3.18)

esitsizligi tekrar elde edilir. Boylece islemlerin dogrulugu saglanmais olur.
3.4. Niimerik integrasyon Uygulamalar1 ve Hata Tahminleri

Bu alt boliimde tez boyunca elde edilen esitsizlikleri arastirirken ortaya ¢ikan kuadratik
formiillerin tahminlerini belirlemede yardimer olacak yeni yaklagimlar incelenecektir. Ayni
zamanda, yliksek mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlarin sagladig: yaklasik degerler ve
fonksiyonlarin gercek integral degerleri arasindaki iliskiler incelenecektir. ilk olarak, tez
kapsaminda incelenen fonksiyon siniflarindan 6rnekler secilerek bu calismada verilen yaklasim

metotlari ile fonksiyonun integral degeri arasindaki hata tahminleri incelenecektir.
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Tez konusu kapsaminda ortaya ¢ikan ve tiiretilmeye miisait {i¢ yaklasim metodu asagidaki gibi

verilmigtir.

b
[ rode~ 0utin

"i (k + D! ( 5 a)k+1 [f® (@) + (—D*fO®b)]

=) - (-2 oo
0]

fbf(t) dt = Q. (f; ! ; b)

a

:

= [1 + (1) ]( 3a>k+1f(k)<a+b>

L (k+1D)! 2

- 1 b—a\* X .

DR o) IR ORNCRIO)
k=0

[T a = 0, (2452, 422

N a ey e MY G B

k=0
<[ (57) oo (5]

k+1

n-1 | .
+kz=0 (k + 1)'( 6 ) [f(k)(a) + (_1)kf(k)(b)]

Bu formiiller yardimiyla integrallerin yaklasik degerleri ve gergek degerleri arasindaki iligkiler

incelenebilir. Burada, ifadeleri daha agik yazabilmek i¢in

b
Exact =f f(x)dx
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Qni(Error) = |Qn,i - Exact|, i =1,2,3icin

gosterimleri yazilabilir. Burada Q,, ve Q,3 hata tahminleri ile integralin ger¢ek degeri
arasindaki iliskiler incelenecektir. Q,, ; ifadesi x degiskeni igerdiginden 6zel degerlerde farkli
sonuglar sunmaktadir. Okuyucular bu durumu kullanarak gerekli olan 6zel durumlarda
hesaplamalar yapabilme imkani1 bulmaktadir. Burada, Q,,, ve Q3 tarafindan sunulan hata

tahminleri incelenecektir.
i) =e*, fL(x)=x*+x*+1, f;(x)=xlnx ve f,(x)=sinx fonksiyonlar
tanimlandiklar1 araliklarda dikkate alinarak farkli n degerleri igin asagidaki tablolar elde

edilecektir.

Tablo 3.1: @, , niimerik metodu ile f; ve f, fonksiyonlarinin integralinin hata tahminleri

£10,1] f210,1]
n Exact Q.2(Error) n Exact Qn2(Error)
5 3.1945280 0.0000260441 3 1.53333 0.00092593
10 3.1945280 7.901190 x 10710 4 1.53333 0.00169753
15 3.1945280 4.440892 x 10716 5 1.53333 0.

Tablo 3.2: @, ; niimerik metodu ile f3 ve f; fonksiyonlarmin integralinin hata tahminleri

f311, €] fal0, 7]
n Exact Qn2(Error) n Exact Q.2(Error)
10 2.097264 1.8418202 x 1078 10 2.0 1.04351416 x 10710

20 2.097264 1.6875390 x 10714 20 2.0 2.22044604 x 10716

30 2.097264 8.88178420 x 10716 30 2.0 2.22045 x 10716
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Tablo 3.3: Q,, 3 niimerik metodu ile f; ve f, fonksiyonlarinin integralinin hata tahminleri

£110,1] f2[0,1]
n Exact Q. 3(Error) n Exact Qn3(Error)
5 3.1945280 0.00036845 3 1.53333 0.00473251
10 3.1945280 3.52222039 x 1078 4 1.53333 0.00632716
15 3.1945280 1.77635684 x 10~ 14 5 1.53333 0.

Tablo 3.4: Q,, 3 niimerik metodu ile f3 ve f; fonksiyonlarinin integralinin hata tahminleri

f311, €] fal0, ]
n Exact Qn3(Error) n Exact Q. 3(Error)
10 2.097264 1.29055 x 107° 10 2.0 3.30037 x 107°
20 2.097264 3.2424596 x 10710 20 2.0 1.63713680 x 1071¢
30 2.097264  2.2248870 x 10713 30 2.0 3.6758708 x 1017

Tablolarda agik bir sekilde goriilmektedir ki segilen biitiin fonksiyonlar igin integrallerin gergek
degeri ve tahminsel hesaplamalar1 arasinda ¢ok diisiik hatalar vardir. Bu durum, integralleri
hesaplanamayan fakat yiiksek mertebeden tiirevleri alinabilecek biitiin fonksiyonlar i¢in hata
tahminlerinin kullanilabilecegi anlamma gelmektedir. Ayrica, segilen n degeri arttik¢a hata
tahminleri integralin gercek degerine yaklagmaktadir. Bu dogrultuda gelistirilen yaklasik deger
hesaplama yontemi n degeri arttikca daha yakin sonuglar vermektedir, ¢ilinkii n degeri arttik¢a
hata degeri sifira yaklagmaktadir. Boylece, bu boliimde elde edilen yaklasim degerlerinin
tutarlilig1 incelenmis ve yiiksek mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in farkli bir yaklasim

metotlar1 gelistirilmistir.
Simdi, yiiksek mertebeden tiirevleri sinirli ya da konveks olan fonksiyonlar: taban alan

esitsizlikleri arastirirken ortaya ¢ikan hata tahminlerinden bahsedilecektir. Ilk olarak, kuadratik

formiiller igeren esitsizlikleri daha kolay ifade etmek i¢in bazi tanim ve notasyonlar verilecektir.
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Lp ¢+ a=x9<x1 <...<Xpm-1 <X, =b ifadesi, 0 < a < b sartin1 saglayan [a, b] kapah

araliginin bir pargalanist olsun. Ayni zamanda, burada ortaya ¢ikan alt araliklar i¢in i = 0

..,m — 1 olmak tizere &; € [x;,x;+1] V& h; = x;41 — x; olsun. Bu kabullerden yola ¢ikarak

yantabiln
Qn1(f+ € Im) (3.41)
- kzmz s () 1) + )
D e N e G
Qn2(f, Im) (3.42)
' km (k ; DING (ﬁ)kﬂ £ + (~DFF P i)
"
Qn3(f) Im) (3.43)
R ORSCN
[ () e (B
+ km( T (5 oo + 140 0]

notasyonu asagidaki teorem ve sonuglarin ifadesinde kolaylik saglayacaktir.
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Teorem 3.7. n € N* olmak ilizere f:[a, b] —» R fonksiyonu n kez diferansiyellenebilir olsun
oyle ki f in (n — 1). inci mertebeden tiirevleri [a, b] iizerinde mutlak siirekli olsun. Eger f™ €

L, [a,b], yani |[f®]| = t:(ue))|f(n)(t)| < o ise, 0 zaman her x € [a, b] i¢in
a,

b
[ £ dt = Qs 61) + R F- 611,

gosterimi ile yazilabilir. Burada, @, 1(f,¢, ;) ifadesi (3.41) esitliginde tammlandig: gibidir

ve i =0,...,m — 1 degerleri i¢in #; = x;,1 — x; olmak iizere R, ; (f, ¢, I,,) kalan terimi

|Rn 1(f, E: Im)l (3-44)

+1

Z n+1 M)n F)|
(Tl + 1)' 6 ETRIES

Tl+1 x +5x n+1
(n+1)'2[ 6 6 = fi) ]”f(n)” R

tahminlerini saglar.

Ispat. Teorem 3.1’ de verilen esitsizlik i = 0,1,...,n — 1 olmak iizere [x;, x;, ] arahg: {izerinde
tekrar ele alinir ve elde edilen esitsizlikler taraf tarafa toplandiktan sonra tiggen esitsizligi

uygulanirsa (3.44) tahmini bulunur.

Sonu¢ 3.30. Eger teorem 3.7°nin aymi sartlar1 altinda §; = % durumu goz oniinde
i > g

bulundurularak islem yapilirsa,

b
[ 7@ dt = QuaFot) + Ruaf ),

gosterimine ulasilir. Burada, Q,,,(f, I,,) ifadesi (3.42) esitliginde tanimlandig: gibidir ve i =

0,...,m — 1 degerleri i¢in ; = x;44 — x; olmak iizere R,, ,(f, I;,) kalan terimi
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|Rn2(f11m)|

2(:1"1_)? [”f( )”[ a+b] + ||f( )” . b] ]Z ( )n+1

2n+1 + 1 —
< (n) 2 A+
—2n. 37’l+1 . (n + 1)| ”f ”[a,b],oo - (hl)
1=

tahminini saglar.

2Xi+Xi41

Sonug 3.31. Eger teorem 3.7’ nin ayn1 sartlari altinda &; = ve ¢ = % durumlari

g6z onilinde bulundurularak islem yapilirsa,

b
| 70 dt = Qualh ) + Rus(F ),

gosterimine ulasilir. Burada, @, 3(f, I,,) ifadesi (3.43) esitliginde tanimlandig: gibidir ve i =

0,...,m — 1 degerleri igin ; = x;41 — x; olmak lizere R,, 3(f, I,,) Kalan terimi

|Rn3(f, In)|
”f(n)”[alw] + ”f(n)”[a+2bb] m-1 h; n+1

= 3 (:+ 1! 3 m;(%)
Ir N zars p, + 1Nz st gy men g e
— a2 |@) 6]

”f( )” . n+1 l n+1
N (n+1)b' ZI ) l

tahminini saglar.
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4, SONUC VE ONERILER

Bu ¢alisma, yiiksek mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in Simpson tipi esitsizliklerin ve
uygulamalarinin incelenmesini amaglamistir. Bu dogrultuda, ilk olarak yiiksek mertebeden
tiirevlenebilir fonksiyonlar1 taban alan bir integral 6zdesligi kurulmus ve farkli siniflardaki
fonksiyonlar i¢in Simpson tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra, elde edilen esitsizlikleri
arastirirken ortaya ¢ikan niimerik integrasyon formiilleri de uygulama olarak verilmistir.
Yiiksek mertebeden fonksiyonlarin bir ¢iktis1 olarak hata tahminleri {lizerine incelemeler

yapilmistir.

Elde edilen sonuglar, tiirevlenebilir olma mertebesi yiiksek olan fonksiyonlar igin integral
esitsizliklerini icermekte ve bu esitsizliklerin pratik uygulamalarini vurgulamaktadir. Tiiretilen
Simpson tipi esitsizlikler, belirli fonksiyon siniflari i¢in énemli araglar sunmakta ve bu tiir
fonksiyonlarla ilgili analizlerde kullanilabilir potansiyel tasimaktadir. Bu sonuglar, yiiksek
dereceden tiirevlenebilirlik gerektiren matematiksel problemlerin ¢oziimiinde yeni agilimlar
sunabilir ve ilgili alanda gelecekteki arastirmalara 1sik tutabilir. Simpson tipli esitsizlikler
tizerine calisan arastirmacilar burada uygulanan yontemleri farkli fonksiyon siniflari igin
kullanarak yeni esitsizlikler elde edebilirler. Ayn1 zamanda, daha genis kapsamli ¢ekirdekler

kullanilarak daha hassas sonuglar verebilen yaklasim metotlar1 gelistirilebilir.
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