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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KESIRLI INTEGRALLER ICEREN ESITSiZLIKLER

Burcin GOKKURT OZDEMIR

Bartin Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Tez Damismani: Do¢. Dr. Samet ERDEN

Bartin-2024, sayfa: 44

Son yillarda, kesirli analiz teorisinin gelisim gdsterdigi iyi bilinmektedir. Matematigin pek
cok uygulama alaninda kullanilan kesirli integraller ve tiirevler, reel nesnel ve islemlerin
matematiksel modellemesinin yeterince sagladigint gostermektedir. Matematiksel
problemlerde her zaman net sonuclara ulasilamaz. Bu durumlarda yaklasim metotlart
gelistirmek gerekir. Iste bu noktada esitsizlik teorisi on plana c¢ikmaktadir. Ornegin,
Riemann-Liouville kesirli integral ve tlirevin tanimlar1 integrale bagli oldugundan, birgok
fonksiyonun kesirli integral ve tiirevlerini hesaplamak kolay degildir. Bir integralin tam
degeri hesaplanamadigi zaman, esitsizlikler yardimiyla integralin yaklasik degeri tahmin
edilebilir. Boyle durumlarda esitsizlige ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu dogrultuda, integral
esitsizlikleri hem teorik hem de uygulamali matematikte kullanilan en 6nemli araglar
arasinda yerini almistir. Bazi problemlerde integralin tam degeri hesaplanamaz. Bdoyle
durumlarda yaklasim metotlar1 gelistirmek gereklidir. Bu yilizden, bazi matematikgiler
fonksiyonlarin gesitli siniflar1 icin integral esitsizlikleri iizerine ¢ahismustir. Ornegin,
Hermite-Hadamard ve Ostrowski esitsizlikleri, literatiirdeki Onemli esitsizliklerden

bazilaridir.

Bu tez kapsaminda, kesirli integral iceren esitsizlikler {izerine yiiriitiilen ¢aligmalar 1s181nda;

yiiksek mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar igin kesirli integral esitsizlikleri ve

vi



uygulamalar1 sunulacaktir. Ilk olarak, yiiksek mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar
kullanilarak Riemann-Liouville kesirli integrallerini igeren 6zdeslikler verilecektir. Daha
sonra, yiksek mertebeden tlirevleri sinirli olan fonksiyonlar icin kesirli integral
esitsizlikleri kurulacaktir. Ayrica, bu esitsizlikleri arastirirken ortaya cikan kuadratik
formiillerin hata tahminleri incelenecektir. Son olarak, ele alinan yiiksek mertebeden
fonksiyonlarin en uyumlu formatlarindan olan {istel fonksiyonlar i¢in uygulamalar

sunulacaktir.

Anahtar Kelimeler: Integral esitsizlikleri, niimerik integrasyon, Ostrowski esitsizligi,

Riemann-Liouville kesirli integrali, yliksek mertebeden tiirevler

Bilim Alam1 Kodu: 26D10, 26D15, 26A33, 26A46, 41 A55.
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis

INEQUALITIES INVOLVING FRACTIONAL INTEGRALS

Bur¢in GOKKURT OZDEMIR

Bartin University
Graduate School

Department of Mathematics

Thesis Advisor: Assoc. Prof. Dr. Samet ERDEN
Bartin-2024, pp:44

It is well known that in recent years, the theory of fractional analysis has evolved.
Fractional integrals and derivatives, which are used in many application areas of
mathematics, show that mathematical modeling of real objects and processes is adequate.
Clear results can not always be achieved in mathematical problems. In these cases, it is
necessary to develop approach methods. At this point, inequality theory comes to the fore.
For example, it is not easy to calculate fractional integrals and derivatives of many
functions because the definitions of the Riemann-Liouville fractional integral and
derivative depend on the integral. When the exact value of an integral cannot be calculated,
the approximate value of the integral can be estimated with the help of inequalities. In such
cases, inequality is needed. In this regard, integral inequalities have become among the
most important tools used in both theoretical and applied mathematics. In some problems,
the exact value of the integral cannot be calculated. In such cases, it is necessary to develop
approach methods. Therefore, some mathematicians have studied integral inequalities for
various classes of functions. = Hermite-Hadamard and Ostrowski are some of the

important inequalities in literature.

Within the scope of this thesis, in the light of the studies carried out on inequalities

involving fractional integrals; Fractional integral inequalities for higher-order
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differentiable functions and their applications will be given. First of all, new identities
involving Riemann-Liouville fractional integrals are presented by using higher-order
differantiable functions. Afterwards, fractional integral inequalities for functions whose
higher order derivatives are bounded are established. The error estimates of the quadratic
formulas that arise when investigating these inequalities are also examined. Finally,
applications for exponential functions, which are one of the most adaptive forms of the

higher order functions considered, are presented

Keywords: Higher-order derivatives, integral inequalities, numerical integration,

Ostrowski’s inequality, Riemann-Liouville fractional integral

Scientific Field Code: 26D10, 26D15, 26A33, 26A46, 41 A55.
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. o.. mertebeden kesirli integral
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p : Beta fonksiyonu
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: n-boyutlu 6klit uzay1
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I° I ‘nim ici
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() : o.. mertebeden fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli integrali
+ : fonksiyonunun sag tarafli Riemann-Liouville anlaminda kesirli integrali
fonksiyonunun sol tarafli Riemann-Liouville anlaminda kesirli integrali

IR : fonksiyonunun tanimli oldugu araliktaki mutlak degerinin integrali

O] :[ , ]araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
[, ] :[ , Jaraliginda . kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
ol 1 ] :[ , ]araliginda integrali sinirli olan fonksiyonlarin kiimesi
[l oo . fonksiyonunun tanimli oldugu araliktaki maksimum degeri
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1. GIRIS

Kesirli analiz, tiirev ve integral operatorlerinin gercel veya karmasik sayi kuvvetlerini
tanimlayan bir matematiksel analiz dalidir. Kesirli tiirev ve integral kavramlari,
diferansiyelleme ve integrallemenin tamsayi olmayan keyfi mertebeye genellestirilmesidir
(Ata, 2017). Kesirli tiirev ve integral kavramlari, tiirev ve integral ifadelerinin sadece tam
sayl mertebeleri mi vardir yoksa kesirli mertebeden tiirev ve integral hesaplanabilir mi
sorusundan ortaya ¢ikmistir. Bu kapsamda kesirli analizin baslangici, tamsay1r mertebeden
analizin baslangic1 gibi eskiye dayanmaktadir. Kesirli tiirev ve integraller, literatiirde ilk kez
1965 yilinda L’Hospital ile Leibniz arasindaki mektuplagmalarda goriilmektedir (Kilbas,
Srivastava, & Trujillo, 2006). L’Hospital, 1695 yilinda Leibniz‘e yazdigi mektupta ( ) =

. . . c. . . .. o - 1 .
lineer fonksiyonunun . tlirevi igin — ifadesini kullandigin1 ve eger = > olursa nasil bir

sonu¢ verecegini sormustur. Bu soru karsisinda Leibniz; “Bir giin cok 6nemli sonuglar ortaya
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cikaran agik bir paradoksdur” seklinde ifade ederek ( = 22 icin) —»=

% V2= 2 \/: olarak cevap vermistir. Bdylece, kesirli analizin temelleri ortaya
atilmistir (Leibniz, 1965). L’Hospital ve Leibniz‘in aragtirmalarinin ardindan kesirli analiz,

bir¢ok matematik¢inin dikkatini ¢ekmis ve ¢alisma konusu olmustur.

Kesirli tiirev ve integral kavramlariin gelismesinde ise ilk adim1 Riemann ve Liouville ortaya
atmiglardir. Daha sonra devaminda bir¢ok matematikg¢i tarafindan kesirli tiirev ve integral
calismalar1 yapilmistir. 1772 yilinda Lagrange diferansiyeller operatorler i¢in kuvvet alma
kanunu ile kesir analizine onemli katkilar saglamigtir. Laplace integraller yoluyla kesirli
tiirevi 1812 yilinda tanimlamis (akt. Laplace, 1820) ve bu tanim Lacroix’in (1819) eserlerinde
yer almistir. Tauchore problemi olarak adlandirilan integral denklemini ¢6zmek icin kesirli
operatorler, N. H. Abel tarafindan 1823 yilinda kullanilmistir. Ayrica fizik, kimya, biyoloji ve
mekanik uygulama alanlarinda ortaya ¢ikan matematiksel problemleri ¢ozmek i¢in Abel’in
integral denkleminden yararlanilmigtir. Son yillarda kesirli analiz, matematik, fizik, biyoloji
ve miithendislik alanlarinda olduk¢a yaygin uygulama alani bulmustur. Bunun temel nedeni,
viskoelastiklik ve sonlim, kaos, yayilim ve dalga hareketleri, filtreleme ve tersinemezlik,

kontroldr tasarimi gibi bircok olgunun kesirli analiz kullanilarak daha gercege uygun



modellenebilmesi ve acgiklanabilmesidir (Karadeniz, 2008). Benzer sekilde kesirli analiz, fen
ve mithendisligin akigkan akisi, elektromanyetik teori ve olasilik, reoloji gibi pek cok alanda

kullanilmistir (dos Santos 2018; Fernandez, 2018; Sandev, 2017).

Liouville, kesirli analiz tanimlarin1 1832 yilinda teorik problemlere uygulamistir. Ayni
zamanda, Liouville sag ve sol tarafli tlirev ve integrallerin varligin1 ilk kez ortaya koyan
arastirmacidir. Diger taraftan Riemann (1859) kesirli integral teorisini ortaya koymus ve bu
yontem Liouville (1832) yontemiyle beraber Riemann-Liouville ¢6ziim yaklagimi olarak
adlandirilmigtir. Kesirli tiirev ve integraller iizerine bir diger dnemli ¢aligmalar 1867 yilinda
Griinwald tarafindan yapilmistir. Griinwald, 1867 yilinda ise kesirli operatdr iizerinde
caligmalarini yiiriitmustiir. Benzer sekilde Letnikov’un (1868) yaptig1 aragtirmalar da kesirli
hesaplamaya farkli yaklagim sunmustur. Letnikov’un yiirlitmiis oldugu bu arastirmalar,
Griinwald’in (1867) ¢alismalartyla beraber alanyazinda Griinwald-Letnikov ¢oziim yontemi
olarak bilinmektedir. Benzer sekilde bir¢cok arastirmact 1900 ile1990 yillar1 arasinda kesirli

hesaplama yontemi lizerinde pek ¢ok ¢alisma yiirlitmiistiir (Miller & Ross, 1993).

Riemann (1892) yaymmladigr bir calismasinda, Taylor serisinin bir genellestirmesini
kullanarak kesirli integrasyon teorisini gelistirmistir. Ek olarak, Hardy, Samko, Riezs,
Oldman, Ross, Kilbas, Bagley, Miller, Caputo gibi bir¢ok matematik¢i 1900’lerden
giiniimiize kesirli hesaplamalarin gelismesinde biiylik katkilar saglamistir. Diger yandan
esitsizlik teorisi, yaklagim metotlarinin temelini olusturmada Oonemli bir yere sahip olan
Cauchy, Cebyshev, Gaus ve diger bilim adamlarinin ¢alismalarindan bu yana dikkat ¢eken bir

alan haline gelmistir.

Son zamanlarda esitsizliklerin uygulama alanlarinin artmasindan dolayr Hermite-Hadamard
ve Ostrowski basta olmak iizere bir¢ok integral esitsizligi aragtirmacilarin dikkatini
cekmektedir. Bu esitsizliklerden Hermite-Hadamard esitsizligi; 1881 yilinda Hermite
tarafindan konveks fonksiyonlar kullanilarak elde edilen ve es zamanli olarak Hadamard
tarafindan da bulundugu i¢in literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinen sonugtur.
Bu sonu¢ 1881 yilinda Hermite tarafindan Mathesis dergisine gonderilmis ve 1883 yilinda
ayn1 dergide basilmistir (Akt Kiliger, 2023). Hermite-Hadamard esitsizliginin bulunmasindan



sonra Fejer (1906), pozitif degerli bir fonksiyon yardimiyla bu sonucun agirlikli versiyonunu
ispatlamistir. Bu ¢alismalarin 1s1¢inda, Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan 1934 yilinda
yazilan “Inequalities” adli eser esitsizlik alanini sistematik bir bilim dali haline getirmistir

(Akt. Hardy vd., 1952).

Bir diger onemli integral esitsizligi, Ostrowski (1938) tarafindan birinci tiirevi sinirli olan
fonksiyonlar kullanilarak elde edilmistir. Ozellikle son 25 yilda Ostrowski esitsizligini temel
alan binlerce ¢aligma yaymmlanmigtir. Ornegin, birinci tiirevleri Lebesgue 1-normu ve
Lebesgue p-normuna ait fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli sonuglar Dragomir ve Wang’in
(1997, 1998) calismalarinda sunulmustur. Iki degiskenli fonksiyonlarin kismi tiirevleri smirl
olan fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli sonu¢ Barnett ve Dragomir (2001) tarafindan literature
kazandirilmigtir. Bunun yani sira, iki degiskenli fonksiyonlarin kismi tiirevleri, Lebesgue
p-norma ait olan fonksiyonlar icin Ostrowski tipli sonucglar ise Dragomir vd., (2003)
tarafindan ispatlanmistir. Temel sonuglarin 1s18inda, Ostrowski ve Hermite-Hadamard
esitsizliklerinin birinci, ikinci ve yliksek mertebeden tiirevlienebilir fonksiyonlar i¢in bir¢ok

sonucu elde edilmistir.

Son 20 yilda, bu calismalar1 referans alan yiizlerce g¢alisma yapilmistir. Bunlara ek olarak
calisma kapsaminda gergeklestirilecek kesirli integraller igceren esitsizlikler iizerine de bir¢ok
calisma bulunmaktadir. Ornegin, Hermite-Hadamard esitsizliginin kesirli integraller iceren
versiyonu, Sarikaya (2014) tarafindan sunulmustur. Arastirmacilar ayni ¢alismada Riemann
Liouville kesirli integrallerini iceren Hermite-Hadamard tipli baz1 sonuglar vermistir. Iki
degiskenli fonksiyonlarda, koordinatlara goére konveks olma durumu s6z konusudur.
Koordinatlara gore konveks fonksiyonlar icin iki katli Riemann-Liouville kesirli integralleri

iceren Hermite-Hadamard esitsizligi Sarikaya tarafindan ispatlanmistir (Sarikaya, 2014).

Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren Montgomery tarzindaki 6zdeslik ve bu esitlik
yardimiyla ortaya ¢ikan Ostrowski tipli kesirli integral esitsizlikleri Agli¢ Aljinovi¢ (2014)
tarafindan saglanmistir. Ek olarak, Dragomir, sag ve sol tarafli Riemann-Liouville
integrallerinin toplamina karsilik elde ettigi bir 6zdeslik ile sinirli varyasyonlu fonksiyonlar,

Holder siirekli fonksiyonlar, Lipschitzian fonksiyonlar ve ¢esitli Lebesgue norm uzaylarina ait



mutlak siirekli fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler elde etmistir (Dragomir, 2017a,
2017b, 2017c, 2017d). Erden vd., (2020), farkli Lebesgue uzaylarina ait iki degiskenli
fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integraller igeren Ostrowski tipli bazi1 sonuglar
sunmustur. iki degiskenli smirli varyasyonlu fonksiyonlar icin Riemann-Liouville kesirli
integraller iceren Ostrowski tipli sonuglar ise Erden, Budak ve Sarikaya (2020) ¢alismasinda
sunulmustur. Ayni zamanda, Dragomir (2020) sinirli tiirevleri kullanarak mutlak stirekli
fonksiyonlarin Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in Ostrowski ve trapezoid tipli bazi

esitsizlikler sunmustur.

Birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri igeren problemlerin yan1 sira herhangi bir mertebeden
tiirevin gerekli oldugu problemlerle de karsilagilabilmektedir. Bu yilizden bazi arastirmacilar
esitsizliklerin yiiksek mertebeden tiirevler igeren versiyonlarini da calismislardir. Ornegin,
yiiksek mertebeden tiirevler iceren bazi Ostrowski tipli sonuglar Cerone vd., (1999) tarafindan
elde edilmistir. Ayn1 zamanda, koordinatlara gore konveks fonksiyonlar i¢in kesirli integraller
iceren Ostrowski tipli esitsizlikler Latif ve arkadaglart (2012) tarafindan incelenmistir. Ek
olarak, bazi arastirmacilar herhangi bir mertebeden tiirevleri p-norm ya da sonsuz norma ait
olan fonksiyonlar i¢in genellestirilmis esitsizlikleri saglamislardir (Sofo, 2002; Wang & Zhao,
2009). Birka¢ matematik¢i daha yiiksek mertebeden tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar igin
farkll tarzda Ostrowski tipli yeni sonuglar elde etmislerdir (Anastassiou, 1995; Fink, 1992).
Erden vd., (2018), yiiksek mertebeden tiirevler iceren esitsizliklerin agirlikli versiyonlarini
gelistirmisler ve bu esitsizlikler yardimiyla rassal degiskenleri momentleri i¢in uygulamalar
vermislerdir. Baz1 matematikgiler yiiksek mertebeden tiirevler i¢in esitsizlikleri arastirirken
ortaya c¢ikan etkili kuadratik formiiller ile bir integralin ger¢ek degeri ve yaklasik degeri
arasindaki iliskiyi incelemistir (Erden & Baskir, 2021; Kashif vd., 2016; Qayyum vd., 2017).

Bunlara ek olarak iki degiskenli fonksiyonlarin yiiksek mertebeden kismi tiirevleri sinirlt olan
fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli sonuglar da literatiire kazandirilmistir (Changjian & Cheung,
2010; Hanna vd., 2002; Ujevi¢, 2003). Hem yiiksek mertebeden tiirevlerin hem de
Riemann-Liouville kesirli integrallerinin kullanildig1 bir ¢alisma Qayyum ve digerleri (2019)
tarafindan literatiire kazandirilmistir.  Yazarlar yliksek mertebeden tiirevler igin

Riemann-Liouville kesirli integraller i¢eren genisletilmis Ostrowski tipli esitsizlikler ortaya



cikarmiglardir (Qayyum vd., 2019). Ayn1 zamanda, yiiksek mertebeden kismi tiirevleri sinirl
olan fonksiyonlar icin iki degigkenli fonksiyonlarin Riemann-Liouville kesirli integrallerini
iceren bazi kesirli integral esitsizlikleri Erden ve arkadaslar1 (2024) tarafindan literatiire
kazandirilan en giincel ¢alismalardandir. Bu bilgilere ek olarak, kesirli hesaplamalar ile ilgili
integral esitsizlikleri {izerine yapilan bazi 6rnek calismalar referanslara eklenmistir (Farid,

2017; Lakoud & Aissaoui, 2013; Sarikaya & Filiz, 2014).

Bu kisimda bahsedilen calismalardan yola cikilarak tez konusu kapsaminda, yiiksek
mertebeden kismi tiirevleri mutlak siirekli olan fonksiyonlar i¢in kesirli integral esitsizlikleri
kurulacaktir. 11k olarak, yiiksek mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar kullanilarak sag ve sol
tarafli Riemann-Liouville kesirli integrallerini igeren 6zdeslikleri elde edilecektir. Ikinci
olarak, elde edilen o6zdeslikler yardimiyla yiiksek mertebeden tiirevleri smirli olan
fonksiyonlar i¢in integral esitsizlikleri olusturulacaktir. Daha sonra, ortaya c¢ikan kesirli
integral esitsizlikleri i¢in niimerik integrasyon uygulamalart hesaplanacak ve istel

fonksiyonlar i¢in uygulamalardan 6rnekler sunulacaktir.



2. LITERATUR OZETi

Bu kisimda; tez ¢alismasinda elde edilen ana sonuglarin bulunmasinda 6nem tasiyan temel
kavramlardan bahsedilecektir. Tez kapsaminda gerceklestirilecek olan hedefler dogrultusunda

gerekli olan ve temel tegkil eden tanim, teorem ve kavramlar verilecektir.

Tez caligmasi kapsaminda elde edilecek 6zdeglikler yardimiyla farkli fonksiyon siniflar1 i¢in
esitsizlikler incelenecektir. Ilk olarak; bu amag¢ dogrultusunda gerekli olan fonksiyon

tanimlar1 ve aralarindaki iligkileri aciklayacak olan teoremler asagidaki gibi verilmistir.

Tamm 2.1 (Smirh Fonksiyon): , N bir fonksiyon ve her icin

| ()] = olacak sekilde bir  pozitif reel sayist varsa  fonksiyonuna sinirli fonksiyon

denir (Balci, 2012).

Tamm 2.2 (Siireklilik): olmak {tizere . bir fonksiyon ve olsun.
Keyfibir >0 igin, 0<| — |< iken her icin | ()= ()< kosulunu
saglayan en az bir = () >0 sayisi varsa, fonksiyonu noktasinda stireklidir

denir (Balci, 2012).
Tanim 2.3 (Siireklilik): olmak iizere : -  bir fonksiyon ve olsun.

lim ()= ()

ise  fonksiyonu  noktasinda siireklidir denir. Eger = fonksiyonu  kiimesinin biitiin

elemanlarinda siirekli ise, o zaman  fonksiyonu kiimesi tizerinde siireklidir denir.

Tamim 2.4 (Mutlak Siirekli Fonksiyon): bir aralik olsun. : - fonksiyonu I
uzerinde mutlak sureklidir < {[ ] 1ls < }, araligindaki Ortlismeyen araliklarin

sonlu birlesimi olmak iizere, her >0 i¢in



| ()= ()<

=1

olacak sekilde

sartin1 saglayan bir > 0 sayis1 vardir (Gordon, 2002).

Tanim 2.5 (Lipschtizian Fonksiyon): : -  bir fonksiyon ve >0, olsun. Eger

her , igin

()= Ol=s | — |

oluyorsa  fonksiyonu L sabiti i¢in Lipschitz kosulunu saglar ve ~ fonksiyonuna Lipschitz

fonksiyonu denir (Gordon, 2002).

Tanmm 2.6: [ , | -  fonksiyonu (0,1] ve >0 olmak lizere |, [ , ] i¢in
O- O= | - |
esitsizligini sagliyorsa, fonksiyonuna [ , | lizerinde — Holder siireklidir denir. Eger
=1 ve = alinirsa fonksiyonuna [ , | {izerinde — Lipschitzian fonksiyon

denir (Gordon, 2002).

Tamm 2.7 (Diizgiin Siireklilik): [ , ] - ,0 [.] ve >0 verilmis olsun.

[ 1vel 1= 2[< sartmisaglayan 4, o [, ] i¢in | ()= (2)[<

olacak sekilde bir >0 sayisivarsa ,[ , ] de diizgiin siireklidir denir (Bayraktar, 2000).



Sonu¢ 1. ,[ , ] Lipschitz sartin1 sagliyorsa ,[ , ] diizgiin siireklidir (Gordon, 2002).

Teorem 2.1: N fonksiyonu Lipschitz sabiti i¢in Lipschitz fonksiyonu ise, bu

durumda f fonksiyonu araliginda mutlak stireklidir (Gordon, 2002).

Teorem 2.2: Bir f fonksiyonu [ , ]| araliginda siirekli ve  tiirevi var ve (a,b) araliginda
sinirl ise, bu kapsamda f* fonksiyonu [ , | araliginda mutlak stireklidir (Gordon, 2002).

Tiirevi siirlt olmayan bir fonksiyon mutlak siirekli olabilir. Ornegin; [0,1] araliginda () =

V~ fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon mutlak siirekli bir fonksiyondur. Ancak tiirevi =~ =

1

ENE (0,1) araliginda smirl degildir.

Simdi, tez konusu kapsaminda elde edilecek esitsizliklerin ortaya ¢ikarilmasinda biiyiik nem

arz eden temel integral esitsizlikleri verilecektir.

Tamm 2.8 (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): ,[ , ] araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

‘ ()‘S I (Ol

esitsizligi gecerlidir (Balci, 2012).

Tanmm 2.9: (=[,] , >=[, ] < <0 , -0 < =<o0 ve

(., ) 1 » uzerinde tanimh olsun. Bu durumda,

seklindeki esitlige denir (Samko vd., 1993).



Tamim 2.10 (Fubini Teoremi): ( , ) fonksiyonunun < < , < < araliklar

tizerinde Olciilebilir olmak iizere

dir (Samko vd., 1993).

Tamim 2.11 (integraller icin Hélder Esitsizligi): > 1 ve 2+2=1 olsun. ve ]

araliginda tanimli reel fonksiyonlar, | | wve | |,[, ] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

1 1

HON@] S( @] >_< | Ol )_

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢, 1970; Mitrinovi¢ vd., 1993).

Sonug 2.2 (Power Mean Esitsizligi): =1 olsun. ve , [, | araliginda taniml reel

fonksiyonlar, | |ve| | ,[ , ]| aralifinda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1-1 1

| () O S( I (Ol ) < I OOl >_

esitsizligi gecerlidir. Power Mean Esitsizligi benzer sekilde ¢ift katli integraller igin

1 1

I C.) € =< ¢ )1__< ¢l >_

seklinde ifade edilir (Mitrinovi¢, 1970; Mitrinovi¢ vd., 1993).

Teorem23: :[, | -  konveks fonksiyon olmak iizere,



esitsizligine Hermite-Hadamard Esitsizligi denir. Bura da  fonksiyonunun konkav olmasi
esitsizligi tersine c¢evirir. Klasik Hermite-Hadamard esitsizligi bir i I

fonksiyonunun ortalama degerinin hesabini saglar. (Hadamard, 1893).

Teorem 2.4 (Ostrowski Esitsizligi): [0,0) ~ , O da diferensiyellenebilir bir
doniistim olsun. ' [ , ] olacak sekilde smirli olsun. Burada < ve dir. Eger

| ‘()] = ise
JR— < 1
()—— () _(_)Z+

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Ostrowski Esitsizligi denir (Ostrowski, 1938).

Ostrowski tipi esitsizlikler, bir fonksiyonun degerine yaklasmada fonksiyonun ortalama
degeri yardimiyla 6nemli hata tahminlerinin tespit edilmesini saglar. Ostrowski esitsizligi, pek
cok alanda uygulamalara sahip oldugundan alanyazinda bircok arastirmaci bu esitsizlik
tizerine odaklanmistir. Birinci tiirevleri [ , ] wuzayma ait olan fonksiyonlar igin elde
edilen Ostrowski esitsizligi, farkli tipte fonksiyonlar ve genellestirilmis c¢ekirdekler
kullanilarak da ispatlanmigtir. Ornegin, Dragomir ve Wang (1997; 1998) tarafindan birinci
turevleri [, ]ve 1[ , ] uzaylarna ait fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizliklere yer
verilmistir. Benzer sekilde mutlak siirekli fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler,
Dragomir (2015) tarafindan sunulmustur. Alanyazin incelendiginde, iki degiskenli
fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli bazi esitsizliklere rastlamak miimkiindiir (Sarikaya, 2010).
Lakoud ve Aissaoui (2013) ile Sarikaya ve Filiz (2014) arastirmalarinda da

Riemann-Liouville kesirli integraller i¢ceren Ostrowski tipli sonuglar incelenmistir.
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Tezin ana amaclarindan birisi de Riemann-Liouville kesirli integraline karsilik gelen bazi
0zdeslikler elde edilmesidir. Bu dogrultuda Gamma fonksiyonu ile Riemann-Liouville kesirli

integralin tanim1 gerekmektedir.

Tamm 2.12 (Gamma Fonksiyonu): Bu fonksiyon >0 i¢in,

seklinde tanimlanir. Bu integral >0 i¢in yakimsaktir. Gamma fonksiyonunun onemli

ozellikleri asagidaki gibidir (Kilbas vd., 2006).

i. ( +1)= ()
R

Tanim 2.13: fonksiyonu [ , ] araliinda Lebesgue anlaminda integrallenebilir olsun.
Mertebesi >0 olan Riemann-Liouville Kesirli Integralleri (RLKI) ve  _

sirastyla

R
+()—()( O

A

1
(=== (=) (O, <,
()
seklinde tamimlanir. Burada () ifadesi Gamma fonksiyonunu ifade etmektedir. Yani
()= O°° - 1 esitligini vermektedir. . ve _  integralleri sirasiyla sol
tarafli ve sag tarafli RLKI olarak adlandirilir. Ayn1 zamanda, (,) i¢in % ()=

O, ()= () ©obzdesliginin saglandig1 da belirtilmelidir (Gorenflo & Mainardi, 1997;
Ortigueira & Tenreiro Machado, 2015; Podlubni, 1999).

11



Dragomir (2017a) bu tanimlar1 kullanarak ti¢ farkl: kesirli integral 6zdesligi ispatlamig ve bu
Ozdeslikler yardimryla Riemann-Liouville kesirli integraller igeren esitsizlikler elde etmistir.

Bu calismalarin temelini olusturan o6zdeslikler asagidaki teoremde verildigi gibi elde

edilmistir.
Teorem 2.5: [, 1>  kompleks degerli fonksiyonu, [ , | reel araligi iizerinde
Lebesgue anlaminda integrallenebilir olsun. Bu durumda; her (, ) igin
_ 0O
+()+—()—m[(_)+(_)]
N N A
® (=)7L )= ()
Loy (y-
0 (=)7L O ()
ve
_ O
+()+—()—m[(—)+(—)]
_L 5= _
® (=)7L )= ()
Ly (y-
+ ® (=) 0L O ()
Ozdeslikleri saglanir. Ayni zamanda, her [, ] igin
+ O+ - ()
( )2
BT AR
N G I el I
» > [ O- O

esitligi saglanmaktadir (Dragomir, 2017a).

Dragomir’in elde ettigi 6zdeslikler mutlak siirekli fonksiyonlar yardimiyla kurulmustur.

Dragomir ayni zamanda bu 06zdeslikleri kullanarak farkli fonksiyon sinirlari igin

12



Riemann-Liouville kesirli integrallerini igeren esitsizlikler ortaya cikarmistir (Dragomir,

2017a; Dragomir, 2017b; Dragomir, 2017¢).

Bu tez calisma kapsaminda gergeklestirilmesi planlanan 6zdeslikler ise yliksek mertebeden
tiirevleri mevcut fonksiyonlar i¢in elde edilecektir. Yiiksek mertebeden tiirevler kullanildig:
icin Taylor formiilii yardimryla kesirli integrallerin yaklasik degerleri incelenebilir. Yiiksek
mertebeden tiirevleri mevcut fonksiyonlar i¢in 6zdesliklerin elde edilmesinde Taylor serisi

formiiliinden yararlanilacagi i¢in asagida buna yer verilmistir.

Tamm 2.14 (Taylor Serisi):  fonksiyonu, a noktasini iceren bir agik araliktaki  degerleri

i¢in

olsun. Bu durumda

[oe]

(=)= O+ ‘O = )%= "()( =

()()
! 2!

=0

ot OO =)+

olur. Bu ifadeye, fonksiyonunun a noktasindaki Taylor serisi veya acilimi denir. Eger a=0
ise

()(o
@6

ifadesine de Mclaurin serisi veya a¢ilimi denir (Balci, 2012).
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Fink (1992) yiiksek mertebeden tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar ig¢in Ostrowski tipli
sonuclar1 elde etmek i¢in Taylor formiiliinden yararlanmigtir. Fink’ in ¢aligmasindan ilham
aldigmmi sdyleyen Anastassiou (1995) bir fonksiyonun ve belli bir araliktaki integralinin

farkina en uygun st sinirlar1 yine Taylor formiilii yardimiyla belirlemistir.

Bu kisimda verilenler dogrultusunda, tezin ana boliimiinde yiiksek mertebeden tiirevleri sinirli
olan fonksiyonlar i¢in kesirli integraller igeren Ostrowski tipli sonuglar incelenecektir. Ayni
zamanda, elde edilen sonuclarin Niimerik integrasyon uygulamalar1 ve iistel fonksiyon

uygulamalari verilecektir.
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3. KESIRLI INTEGRALLER iCIN OSTROWSKI TiPLi SONUCLAR VE
UYGULAMALARI

Bu kisim; “Yiiksek Mertebeden Tiirevlenebilir Fonksiyonlar icin Kesirli Integral
Ozdeslikleri”, “Smirli Fonksiyonlar i¢in Kesirli Integral Esitsizlikleri”, “Niimerik Integrasyon
Uygulamalar” ve “Ustel Fonksiyonlarmn Kesirli Integrallerini iceren esitsizlik Uygulamalar”
olmak iizere dort alt baslik altinda sunulmustur. Ilk olarak yiiksek mertebeden tiirevlenebilen
fonksiyonlar i¢in kesirli integral 6zdeslikleri hesaplanmustir. Ikinci olarak, yiiksek mertebeden
tirevleri sinirlt olan fonksiyonlar icin Riemann-Liouville kesirli integrallerini igeren
esitsizlikler bulunmustur. Ugiincii olarak kesirli integraller igin niimerik integrasyon
uygulamalar1 ortaya konmus ve son olarak iistel fonksiyonlar icin uygulamalara yer

verilmistir.

3.1. Yiiksek Mertebeden Tiirevlenebilir Fonksiyonlar icin Kesirli integral Ozdeslikleri
Bu kisimda yiikksek mertebeden tiirevleri mutlak siirekli olan fonksiyonlar igin
Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in 6zdeslikler elde edilmistir. Sonraki kisimlarda

verilecek olan ana sonuclarin elde edilmesinde asagidaki 6zdeslik kullanilacaktir.

Lemma 3.1: * olmak lizere :[ , ] - fonksiyonu +1 kez diferansiyellenebilir

olsun dyle ki  in . inci mertebeden tiirevleri =0 olmak sartiyla [ , ] {izerinde mutlak

sirekli olsun. Bu durumda, her >0 ve (, )ig¢in
([ Gy (3.1)
( +) '

1 . .
+—(+) (=) 1( @ )
= + )+ _ ()

=t OO+ DT — ) O)
(+ +1)
=0
_ (=) "+ "

@)
(+ +1) ()
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0zdesligi saglanir.

Ispat: Temel analiz islemleri kullanilir ve

(+1)() = ()()_ ()()

0zdesligi dikkate alinirsa

5 (- o) (32)
+(];_) (_)+—1< (+1)()>
-1 1 Oy - 20 v+
) «( =) () (+)()( )
=1 — Y+ -1 () — (= ) — )+ -1
) (=) () -¢D ) (=)
__ 1 — )+ -1 () 1) —y+-1 O
) (=) () ) (=) )

(=T (=)

( + +1) ()()

Eger (3.2) ifadesinin sag tarafindaki integrallere kez kismi integrasyon uygulanirsa, o

zaman
1 _ + -1 () 3.3
5 () O (33)
_ ST C=) O
=0
A\~

16



(-1

<53 ()00 (34)

TED (- ) OO

(-1 - ()- D

=0

sonugclar1 ortaya ¢ikacaktir. (3.3) ve (3.4) 6zdesliklerinde elde edilen sonuglar (3.2) ifadesinde
karsilik geldigi yerlere yazilirsa, (3.1) sonucu bulunur.

Lemma 3.2: *

olmak tizere :[ , ] - fonksiyonu + 1 kez diferansiyellenebilir
olsun Oyle ki in . inci mertebeden tiirevleri = 0 olmak sartiyla [ , ] tizerinde mutlak

stirekli olsun. Bu durumda, her >0 ve (, )igin

<5 (o) (35)

1 + - +
5 () 1<<1>()>
. G D M
=D - O+ + () (+ +1D O0)

=0
esitligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1’ in ispatinda kullanilan yéntemler ayni sirada uygulanirsa, (3.5) ifadesi

elde edilir.

+

Lemma 3.3: olmak tizere :[ , ] - fonksiyonu + 1 kez diferansiyellenebilir

olsun 6yle ki  in . inci mertebeden tiirevleri = O olmak sartiyla [ , ] tizerinde mutlak

stirekli olsun. Bu durumda, her >0 ve (, )igin

5 (o) (36)

17



1 . .
+—(+) C =) 1( (1)()>
2( =) 7

=D - ()+ ()—m

Tt OO+ O]
( + +1)

()()

=0
esitligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 3.1’ in ispatinda kullanilan yéntemler ayni sirada uygulanirsa, (3.6) ifadesi

elde edilir.

3.2. Simirh Fonksiyonlar icin Kesirli Integral Esitsizlikleri

Bu kisimda, yiiksek mertebeden kismi tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli
esitsizlikler sunulacak ve bu sonuglarin 6zel durumlart verilecektir. Ayni1 zamanda, bu 6zel

durumlar ve literatiirde verilen esitsizlikler arasindaki baglantilar da incelenecektir.

Teorem 3.1: * olmak tizere :[ , ] - fonksiyonu + 1 kez diferansiyellenebilir

olsun Oyle ki in . inci mertebeden tiirevleri = 0 olmak sartiyla [ , ] tizerinde mutlak

siirekli olsun. Eger (*D [, ] yani
|2, = | (O] <o
oo )
kosulu saglaniyorsa, her >0 ve (, )igin
(=) "+(C-)"
— — @)
L O+(=D - O T () 37

18



=T OO +ED (=) O0)
(+ +1)

=0
1

=T+ +1) ( + ){( R I TR G | (+1)”[,],oo}

*t+ = nc+) (7

esitsizlikleri saglanir. Burada verilen ( ( +1)) ifadesi

( (+1)) (3.8)
( ((_ )++1_|_(_)++1)”(+1)”[‘]V00

1 1
(R R TR I G R by

1 1
, >1lve—+—=1

1 + + +1
el B+ =]

seklinde tanimlanmaktadir.

ispat: (3.1) ifadesinin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra (*1 [ ]

kabulu dikkate alinirsa

(=) "+(-)"

+ )+ (=1 - ()- (+ +D O0)
(=) OOFED (=)t <><>‘
(+ +1
:ol
=75 (-)*+7 (”)()‘
1 + — +
v (o o |
1
=T C=" [ 2l .
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1
ey e
= ()
sonucu ortaya ¢ikar. Burada verilen ifadeler igin || (+1)||[ o = I (+1)||[ oo

| ¢ +1)||[ o = | ¢ +1)||[ | Oldugundan

1

|
Bl

R O e IR
(_)++1 (_)++1}

e ra—y

+[| ¢
( +) [ ]

ifadesi elde edilir. Boylece ilk esitsizlik elde edilmis olur. Ikinci esitsizligi elde etmek igin

= 0 pozitif sayilari i¢in gegerli olan Holder tipindeki

{1 +)
1 1
o= ( + )Y +( + ) for >1,1+1=1 (39)

esitsizligi kullanilacaktir. Bu baglamda

( - ) N +1” (+1)”[ ’ ]’oo"'( - ) N +1” ( +1)||[ , ]yo0
( {” (+1)||[ e ” (+1)||[ | ]‘m}(( - )+ +1+( - )+ +1)

1 1
SV 20 L) (=0 + = )t D)

Sl A ] A B (I R TG I I

esitsizlikleri saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.1: Eger (3.7) esitsizliklerinde =0 durumu ele alinirsa, toplam semboli yok

olacagindan ve kalan ifadelerde = O yazilacagindan

20



O ()‘

1 o o
S(T)(){( = =L
s ()
=(+D O

sonucuna ulasilir ki bu sonu¢ Dragomir (2017b) tarafindan daha once verilmistir. Burada
(") ifadesi
() (3.10)
( =) +C=

: 1
(0 o+ 1l ) (€= 6™+ =)

= 11
, >1lve—+—=1
Ut T -] ]
seklinde tanimlanmaktadir.
Sonug 3.2: Teorem 3.1° in kosullar1 altinda = % secilerek iglem yapilirsa, o zaman

)y (). R 0xen s 0ol

27 (+ +1)
(- +
27T (+ +1) ()( 2 >|

=0

( _ )+ +1 . +
S22+ (¢ +1){” ( 1)”[’%]'°°+” ( 1)”[%’]’“}
( _ )+ +1

(+D)
S2+ ( + ) + +1)|| ’ ”[,],oo

0zel durumuna ulasilir. Bu 6zel durum yiiksek mertebeden kismi tiirevleri sinirli olan

fonksiyonlar i¢in orta nokta tarzinda kesirli integral esitsizlikleridir.
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Teorem 3.2: * olmak tizere :[ , ] - fonksiyonu + 1 kez diferansiyellenebilir
olsun Oyle ki in . inci mertebeden tiirevleri = 0 olmak sartiyla [ , ] tizerinde mutlak

siirekli olsun. Eger (*D [, ], yani

20, = 0RO <e
® )

kosulu saglaniyorsa, her >0 ve (, )igin

D" (=-)"+( -7

D - O+ + ()= D O()

=0

(3.11)
1
sl Pl B =

l +
=+ +p (')

esitsizlikleri bulunur. Burada verilen (¢ *D) ifadesi (3.8) de verildigi gibidir.

ispat: (3.5) ifadesinin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra ¢ +1) ol + |

kabuli dikkate alinirsa

D" (=-)"+(-)"

D - O% L O 2 OO| 6312
=5 (- o

vy (o

=51 (o e,
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R A A
1
sl e (=)

R e el

ifadesine ulasilir. Simdi yukaridaki sonucun sag tarafindaki integraller hesaplanmalidir. Bu

integrallerden birincisinin hesaplanmasi igcin = (1— ) + degisken doniisiimiinden
faydalanilirsa
1
(=) —-) =(—->H)+* Tta- ) (313)
0
=(-)""(+ .2
1 ( _ ) + +1

() + 1)

sonucuna ulagilir. Burada  ( , ) ifadesi literatiirde bilinen Beta fonksiyonuna karsilik
gelmektedir. Benzer sekilde ikinci integral icin = (1— ) + degisken dontsiimii

kullanilirsa

1
(=) =) =y pl -0t 6w

sonucu ortaya ¢ikar. (3.13) ve (3.14) 6zdeslikleri (3.12) de karsilik geldigi yerlere yazildiktan
sonra elde edilen sonucun sag tarafina pozitif sayilar i¢in gegerli olan Holder tipli (3.9)

esitsizligi uygulanirsa (3.11) esitsizliklerine ulasilir.

Sonug 3.3: Eger (3.11) esitsizliklerinde yerine O yazilarak islem yapilirsa, o zaman
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(-)+(C—-)

‘_()++<)— D ()|
1 . :

Sm{” ”[’]]oo( . )+1+|| ”[,],00( o )+1}
1 :

v U

sonucuna ulasilir ki bu sonu¢ Dragomir (2017b) tarafindan daha 6nce sunulmustur. Burada

( ) gosterimi (3.10) ifadesinde tanimlandig1 gibi verilmektedir.

Sonug 3.4: Teorem 3.2’ in kosullar1 altinda = % secilerek iglem yapilirsa, o zaman

(=)D +1] G+
R L S Gy “(z)|
=0

sgea gl Ul gt )
_ )++1

S2+ ( + +2)||

A

0zel durumu saglanir. Bu 06zel durum yiiksek mertebeden kismi tiirevleri smirli olan

fonksiyonlar i¢in orta nokta tarzinda kesirli integral esitsizlikleridir.

Teorem 3.3: * olmak tizere :[ , ] - fonksiyonu + 1 kez diferansiyellenebilir

olsun dyle ki in . inci mertebeden tiirevleri = 0 olmak sartiyla [ , ] tizerinde mutlak

siirekli olsun. Eger (*D [, ], yani
<P, == [P0 <e
® (!
kosulu saglaniyorsa, her >0 ve (, )igin
2( = )"

D -+ + ()- O0) (3.15)

(+ +1)
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= [En OO+ O
( + +1) |

=0

(__ )_,__..1_'_( _ )++1_( _ )++1
< (e o+ el L)

- (+ +2)

(=" . "
+m(( RL IR P bl 1)”[,],00)

<
(+ +2) (+ +2)

esitsizlikleri bulunur.

e = R R KE T

Ispat: (3.6) ifadesinin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra integraller icin iicgen

esitsizligi uygulanirsa

2 — +
D - O L O-Z25 00

(= )* [ OO)y+ OO

S (+ +D |
=5 (- o
1
s (T 0
U - -
< (=) (=) M -)

) (( )+ )
+1
N

=L R S A [

ifadesi saglanir. (3.16) ifadesinin sagindaki integraller

[(=)*"7*+C=)"7C-)
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(3.17)



B (_)++1 .
S+ )+ +D

(=) —-(C=-) (=-)*+7

_(—)++1+(—)++1—(—)++1+ ="
- ( + ) + +1) ( ) + ’
A\~
(=) r+(C =)+ 1(-) (3.18)
_ .- (-
= (=) 1(_)_'_(+)(++1)
_(—)++1+(—)++1—(—)++1+(_)(—)+
B ( + ) + +1) +

seklinde hesaplanabilir. (3.17) ve (3.18) ifadelerinde bulunan sonuglar (3.16) ifadesinde
karsilik geldigi yerlere yazilirsa, (3.15) ifadesindeki ilk esitsizlik elde edilir. Daha sonra,

|| (+1)||[ J.0o" || (+1)||[ ]OOS || (+1)||[ o matematiksel gergegi kullanilarak ispat
tamamlanir.
Sonuc¢ 3.5: Eger (3.15) esitsizliklerinde =0 durumu ele alinirsa, toplam sembolii yok
olacagindan ve kalan ifadelerde = O yazilacagindan

2( =)

‘—()"' +()—m()‘
<( - )M+ (=)= =-)H"

+2) (e
(-

(O e C=Ol )
(= )"+ —)*"- -1 N :
{2 Corant O

sonucuna ulasilir ki bu sonug¢ Dragomir (2017b) tarafindan daha dnce saglanmustir.
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Sonug 3.6: Teorem 3.3’ iin kosullar1 altinda = % secilerek islem yapilirsa, o zaman

20 - )+ +
-1 _()+ +()—m()(7> (3.19)
(=)D OO)+ OO

Y ( + +1) |

(_+ _1)2+_1+1 + + + +
=27 (+ +2 (=) 1<||( 1)||['%]voo+||( 1)”[%,],00)
( + —1)2+_1+1( _ oy e
271+ +2) [ ]

ifadesi ortaya c¢ikar. Bu 0zel durum yiiksek mertebeden kismi tlirevleri sinirli olan

fonksiyonlar i¢in orta nokta tarzinda kesirli integral esitsizlikleridir.

3.3. Integral Esitsizliklerinin Niimerik Integrasyon Uygulamalar

Bu kisimda, yiliksek mertebeden tiirevleri sinirli olan fonksiyonlar1 taban alan esitsizlikleri
arastirirken ortaya ¢ikan hata tahminlerinden bahsedilecektir. Diger bir ifadeyle, yiiksek
mertebeden tiirevleri [ , ] uzayma ait fonksiyonlar kullanilarak elde edilen kesirli integral
esitsizlikleri icin kuadratik formiil tahminlerine yeni yaklasimlar gelistirilecektir. Ilk olarak,
kuadratik formiiller igeren esitsizlikleri daha kolay ifade etmek i¢in bazi tanim ve notasyonlar

verilecektir.

= o< 1<...< _1< = ifadesi,0< < sartimisaglayan [ , ] kapali
araliginin  bir pargalanist olsun. Ayni zamanda, burada ortaya c¢ikan alt araliklar
icin =0, ..., —1 olmak iizere [ , 411 v¢© = 41— olsun. Bu kabullerden

yola ¢ikarak yazilabilen

aCoy ) (3.20)

(=) OO+ = )" OC 40
(+ +1)
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I R D

+ D O,
=0
20, ) (3.21)
L EDT (=D a0t
0 o (+ +1
Ve
30, ) (3.22)
— - 2( )+ ()( + +1)
B L, (+ +D 2
L O ED T OCw+ O]
0 o (+ +1

notasyonlar1 asagidaki teorem ve sonuglarin ifadesinde kolaylik saglayacaktir.
Teorem 3.4. * olmak tizere :[ , ] - fonksiyonu + 1 kez diferansiyellenebilir
olsun dyle ki in . inci mertebeden tiirevleri = 0 olmak sartiyla [ , ] tizerinde mutlak

siirekli olsun. Eger (*9 [, ], yani

20, = P00 <e
® (.

kosulu saglaniyorsa, her > 0 i¢in

+()+(_1) —(): ,1(11 )+ ,1(11 )

gosterimi verilir. Burada  ;( , , ) ifadesi (3.20) esitliginde tanimlandig: gibidir ve =

0,..., —1ldegerleriigih = ,;— olmakiizere (, , )kalan terimi
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| ¢, ) (3.23)

1
(+)(+ +1)
-1
< ) {( — )+ (+1)”[ | ],oo+( = ) (+1)||[ | +1],oo}
- 1
(+1)
o+ +n )
tahminini saglar. Burada ((+1), . )ifadesi
() (3.24)
( -1
[ N (G D AN QR I
=0
(Do Pl ) (= 00D+ pgm ) D)
:< :O 1 ' v +10
1
, >1lve—+—=1
-1 L o + +1
1 1 - +
) BO |

seklinde tanimlanmaktadir.

ispat. (3.7) ifadesinde verilen esitsizlikler =0,1,..., —1 olmak tizere [ , 1] aralig

tizerinde tekrar ele alinir ve elde edilen esitsizlikler taraf tarafa toplandiktan sonra iicgen

esitsizligi uygulanirsa (3.23) tahminleri bulunur.

Sonu¢ 3.7. Eger teorem 3.4’ {in ayni sartlar1 altinda = % durumu goz Oniinde

bulundurularak hesaplamalar yapilirsa,

() e S (5)= A+ aG
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gosterimi yazilabilir. Burada  ;( , ) kalan terimi

| ,1( ) )|
D, D[, -
. S )
27 (4 )+ +D
[ -
[, ] ( ) + +1

<
27 (+ )+ D _

tahminlerini saglamaktadir.

Teorem 3.5. Teorem 3.2° de verilen biitiin sartlar saglandig1 durum g6z 6niine alinarak

D O+ + ()= 0., )+ 0., )

gosterimi verilsin. Burada  ,( , , ) ifadesi (3.21) esitliginde tanimlandig1 gibidir ve
=0,..., —1ldegerleriigin = 4;— olmakiizere ,( , , ) kalan terimi
| ,2( v )l
1
S—
(+ +2)
-1
< ) {( — )+ +1” (+1)”[ | ]'oo+( - )" +1” (+1)||[ | +1]’°o}
()

S—
(+ +2)

(D ) ifadesi (3.24) de verildigi gibidir.

tahminlerini saglamaktadir. Burada

Ispat. Teorem 3.4’ iin ispatinda kullanilan yontemler sirasi bozulmaksizin ayni seklide

uygulanirsa istenilen sonuca ulagilacaktir.

30



Sonu¢ 3.8. Eger teorem 3.5’ in aym sartlar1 altinda = % durumu gbéz Oniinde

bulundurularak hesaplamalar yapilirsa,

gosterimi yazilabilir. Burada  ;( , ) kalan terimi igin

| ,l( | )|
( +1) + ( +1) -1

(R PES P I [ES
2+ +1 ( + + 2)

2l N
< [ e
27 (+ +2 0

=

()++1

=0

()++1

tahminlerini gegerli olacaktir.

Son olarak, (3.19) esitsizligi kullanilarak alt araliklarda elde edilen esitsizliklerin

birlesiminden olusan kalan terim tahminleri verilecektir.

Sonuc¢ 3.9. Eger (3.19) ifadesinde verilen esitsizlikler dikkate alinarak alt araliklarda islem

yapilirsa, kalan terime tahminler elde etmek i¢in ilk olarak

D O+ +O)= s, )+ 5(, )

gosterimi yazilabilir. Burada  3( , ) ifadesi (3.22) de tanimlandigi gibidir ve =

0,..., —1degerleriicin = ,;— olmakiizere 3( , ) kalan terimi
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| ,3( ) )|

_ -1
(+ —-D2* 1+1<|| (4|

. ( +1) . + +1
=727 (+ +2 [T]'°°+” ||[T‘]‘°°> =O( )

-1

” ( +1)”[ e ()*+t
=0

(+ —D2+71+1
21 (+ +2)

tahminlerini saglar.
3.4. Ustel Fonksiyonlarin Kesirli Integrallerini i¢eren Esitsizlik Uygulamalari

Bu kisimda, bolim 3.2 de verilen esitsizliklerde 6zel olarak {istel fonksiyonlar dikkate
alindiginda nasil esitsizlikler ortaya c¢ikacagi incelenecektir. Burada, esitsizliklerde yer alan
kesirli integrallerin hesaplanmasinda ortaya cikan iki degisken i¢in Gamma fonksiyonu da

verilmelidir. , ve (), () >0ise, ozaman iki degisken i¢in Gamma fonksiyonu

integrali ile tanimlanir (Islam vd., 2020). Bu fonksiyonun tek degiskenli Gamma fonksiyonu
ile baglantisin1 agiklamak i¢in ( , ) = (—) 0zelliginin verilmesinde fayda vardir. Ayni

zamanda, esitsizliklerin daha anlasilir ve okunabilir olmasi i¢in bu alt bolim boyunca

kullanilacak olan (), ( )ve () notasyonlari
=) +=DT(C=-)"
()= (+ +D , (3.25)
():(—1)+(—)++(—)+ (3.26)

(+ +1

Ve
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(=) +( =)

® D (327)
seklinde verilmistir.
Ayni zamanda, olmak tizere ()=  fustel fonksiyonu ele alindiginda < <
degerleri i¢in
2l = > TPl = vell Ol = (328)
sonuglar1 bulunur.
Bu durumda, (3.7) esitsizliginde 6zel olarak () =  {stel fonksiyonu segilirse, (3.28) de
verilen 6zdeslikler yardimiyla her (, ) ve >0 degerleriigin
[1+(=1) 7] —ﬁ[(, - )+ (., = )] (3.29)
-1
- () - ()
=0
= (=)= +(-)*m )
( +)(+ +1)
1
= ()
(+ +) (+)
esitsizlikleri elde edilir. Burada, ( ) ifadesi
(
=) ""+(C-)""H
1 1
( + )_((_ )(++1) +(_)(++1))_
= 1 1
()= with , >land —+—-=1 (330)

+ +1

e
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seklinde tanimlanirken, () ve () ifadeleri de sirasiyla (3.25) ve (3.27)" de verildigi

gibi tanimlanmustir. Ayrica, esitsizliklerde kullanilan (-, ) ifadesi iki degiskenli Gamma

fonksiyonudur. Ozel olarak, (3.29) ifadesinde = % durumu ele alinirsa

e 071 F 5[ () ()

G R S G Bl Bt o ]|
27T (+ +1) L, 2" (+ +D
(e

S2++1<+§<+ +)1>

- (_)++1

=27 (+ )+ +D

sonuclar1 ortaya ¢ikacaktir. Burada, iistel fonksiyonlar i¢in orta nokta tarzinda bir esitsizlik

elde edilmistir.

Bunlara ek olarak, (3.11) esitsizliklerinde 6zel olarak () =  istel fonksiyonu segilirse,

(3.28) de verilen 6zdeslikler yardimiyla her (, ) ve >0 degerleriigin

(-1~ B L v
T[(H(, )]+()[()+(, )] . ()] (331
_ (=) (-
( + +2)
1

=+ +a U

esitsizliklerine ulasilir. Burada, () ve () ifadeleri sirasiyla (3.30) ve (3.26)’ da

tanimlandi@1 gibi verilmistir. Ayrica, esitsizliklerde kullanilan (-, -) ifadesi iki degiskenli
Gamma fonksiyonudur. Ozel olarak, (3.31) esitsizliklerinde  olan yerlere % yazilarak

yeniden hesaplanirsa
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%[(” ( ;>]+ ()[()+ (%)]
(-)* D+ ] 20-)* =+

(+ +1) (+ +1
(—-)++ i
S2++1(+ +2){2+}
(_)++1
27 (+ +2)

=0

=

ifadesi bulunur. Boylece, iistel fonksiyonlar i¢in kesirli integraller iceren orta nokta tarzinda

esitsizlikler ortaya ¢cikmaktadir.

Son olarak, (3.15) ifadesinde 6zel olarak () = iistel fonksiyonu segilirse, (3.28) de
verilen 6zdeslikler yardimiyla her (, ) ve >0 degerleriigin
(-~ _ L _
0 [ ()+ C, )]+()[()+(, )] (332)
2 -0t (=0t [En o+ ]
( + +1) 0 ( + +1)
D R Gl Bl Gl IR
(+ +2)
(=)

s rC=0)
(_)++1+(_)++1 + -1 .
{2 (+ +2 T+ ¢ ) 1}

<

esitsizlikleri saglanir. Burada  (-,-) ifadesi iki degiskenli Gamma fonksiyonunu

gostermektedir. Eger (3.32) ifadesinde = % durumu dikkate alinarak hesaplamalar

yapilirsa
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(-1~
()

(=)D +1] +
27 (+ +1)

[ (OO+ (., - H+—j{()+(, = )l

=0
(+ —-1D2*1+1
2% (+ +2)
(+ —1D2*+1+1
T2l (+ +2)

( — )++1{%+ }

(_ )++1

sonucuna ulagilir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasi, yiiksek mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar igin kesirli integral
0zdeslikleri ile sinirli fonksiyonlar i¢in integral esitsizliklerinin elde edilmesini ve niimerik
integrasyon uygulamalarini hata tahminleriyle birlikte incelemeyi amag¢lamaktadir. Literatiir
incelendiginde, Riemann-Liouville kesirli integraline karsilik yliksek mertebeli klasik tiirev ve
integrallerden olusan bir Ozdeslik-esitsizlik {iretildigi ve bu esitsizlikle ilgili niimerik
integrasyon uygulamalarinin incelendigi arastirmaya rastlanamamistir. Bu tez ¢alismasinda
sunulacak kesirli integral esitsizlikleri matematiksel problemlerde yaklasik degerler vermeyi
hedeflerken kesirli integrallerin niimerik yaklagimlari da hata tahmini gerektiren birgok
matematiksel problemin ¢ozlimiine alternatif yollar sunmay1 hedeflemektedir. Bu kapsamda
elde edilen 6zdeslikler ile esitsizlikler literatiire yenilik getirecektir. Ayrica bu tez ¢alismasi
kapsaminda elde edilen esitsizliklerin baz1 uygulamalar1 verilerek sonuglarin kullanilabilirligi

gosterilmistir.

Tez c¢alismasinda elde edilen esitsizlikler farkli fonksiyon c¢esitleri ele alinarak yeni
esitsizlikler ortaya cikarilabilir. Ayn1 zamanda, farkli ¢ekirdek modelleri i¢cin de daha genel ve
yeni sonuglar elde edilebilir. Bulanabilecek yeni sonuglar i¢in iki farkli uygulama yontemi bu
calismada sunulurken, secilen fonksiyon tarzina gore yeni uygulamalar eklemek miimkiin
olabilir. Bu baglamda, tez caligmasinin Riemann-Liouville kesirli tiirevlerini iceren yeni
sonuclar yapilabilecek birgok calisma icin arastirmacilara yol gosterici olacagi

distiniilmektedir.
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