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Bu c¢alsmada, teknik problemlerin gerginlk deformasyon durumunun incelenmesi genel
metotlarm ¢ozimii ile miimkiin olmamaktadwr. Parcalarda fazla yiiklenmelerden dolay
bazen caligmalar swrasinda enine ve boyuna catlaklar meydana gelmektedir. Bu catlaklarmn
biiyiimesiyle parcalarm genellkle de makinalarm hasar almalarmm yam swra kazalar1 da

meydana getirmektedir.

Elastiklik teorismin yasst problemleri birgok kaynaklarda basit bigcimli levhalarm ¢ozimii
verimigtir. Lakin karmagskk yapilarda ve c¢atlakh levhalarm deformasyon geriime durumu
bizim  ¢ahsmamizda  yikksek ~ matematkk  kullanmakla  belirlenmistr. = Kompleks
fonksiyonlarm yardmu ie ve aym zamanda konform inkas fonksiyonlarmm kolosov-
musxelisvi formiilleri destegi ile problem ¢Ozilmiistir. Burada esas olarak yer degistirme
ve gerginlik Dbilesenlerni hesaplamak i¢cin @(z) ve P(z) analitk fonksiyonlarmm

secilmesiyle problemin ¢oziimiine varimistir.

Calsma sonucunda bir adet gercek problemin c¢ozimii ele almmustr. Bu problemin
¢Ozimii yeni bulunan denklemler yardimiyla yapilmistir.
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In this project, the examination to the state of the tensile deformation of the technical

problems is not possible with the analysis of general methods.

Occasionally, within the parts, a couple of longitudinal and transverse cracks may occur
due to overloading while they are operating. Along with the growth of the crack size;
besides damaging, accidents of the parts or most likely machine accidents may also

happen.

Flat problems of the theory of elasticity is given as a simple solution to flat problems in
many sources. However, in this project; the tensile deformation conditions of complex
structures and cracked plates defined by using higher math analysis. The problem was
solved with the help of the complex functions and kolosov muskhelishvili formulas of
conformal inikas functions. Mainly, the solution to the problem obtained by choosing the
analytical functions ¢@(z) and w(z) to calculate the displacement and components of

tension.
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In conclusion, as a result of the study, a solution to a real problem is examined. In addition,

the solution to the problem is obtained with the help of newly found equations.
Keywords: Isotropic  State plates; tension components; elasticity theory; plane
deformation; the tension of the functions; complex variable functions; cylindrical tension

condition.
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BOLUM 1

GIRIS

Giliniimiiz de modern teknigin gelisimi, giivenilir ve bilimsel esaslnmis metotlarla tasarim
par¢acikklarmm ve makine bolimlerinin gerginlk durumlarmm hesabi temel problemlerden
biri olmustur. Farkh faktorlerden, levhalardan, kabuklardan ve OoOrtiiklerden olusan cesith

yapilar hesaplanmasinda modern miihendis diizeneklerinden yararlanilir.

Celik  konstrilksiyonlarmmn  azaltlmast amaciyla  yapi-teknolojisi  bakimindan  istismar
sartma bagh olarak bu yap1 parcaciklarmn bitinkigii cesitli deliklerle, catlaklarla vb.
faktorlerle  zayflatiirlar.  Bu  faktorlerin  etrafindaki  gerginlk  konsantrasyonu ile
yararlanir ki, onun da degeri birgok hallerde bu malzemeler icin bakilan gerginlk degeri

artabilir.

Yap1 parcacklarmm yik tasima Kkabiliyetleri gergmliklerin maksimum olan yerlerinde,
parcanm dayankhik ve gerginlik durumu beli olur. Ciinkii yalniz gergnliklerin fazla
oldugu yerlerde cisim ¢okiis gosterir. Farkh levhalarda ve makine parcalarmm is kabiliyeti
bunlarda olusan gerginlklere baghdr. Buna gore de pargada olusan deliklerden,
catlaklardan vb. olusumlarm etrafinda gergmlk ve deformasyonlarm paylasmlarm

ogrenmek elastiklik teorisinin esas amaglarindandir.

Deformasyona ugrayan kati cisimler mekaniginin esas problemlerinden biri yukaridaki
Olusumlarm gerginlk deformasyon durumlarmm belli edilmesidir. Son zamanlarda ¢esitlik
kuvvetler altnda ve zor durumlarda pargaciklarm durumunu (gerginlk ve deformasyon
durumunu) belli etmek icin  matematiksel olarak esas olmus elastiklk teorisinin
metotlarmdan yararlandr. Malumdur ki, elastiklik teorismin en etkili metotlarmdan biri
analitik ve konform iikas fonksiyonlar1 metodudur.

Gosterilen etkiler etrafindaki gergnlik durum problemlerini inceleyen bircok bilim adamu
vardrr. Gergnlk durumunu ik defa Q.Kirs gostermistir. Bircok levhann yuvarlak deligi
etrafindaki gergmlikleri belli etmekle mesgul olmustur. Sonra 1909 yilmnda Q.V.Kolosov
ise dizlem deformasyon ve diizlem gergmlk durumlarmda yer degistime ve gerginlik



bilesenlerini iki analitik ¢(z) ve P (z) fonksiyonlar1 araciligiyla ifade etmisti. Bu metoda
sonralari N.I.Musxelisvili tarafindan ele almmistir (Kolosov, 1935).

Bu cahsmada -elastiklik teorisinin izotrop malzemeler iizerindeki etkilerle meydana gelen
gergimlikler ve  deformasyonlarnn  diizlemsel  olarak  matematiksel  fonksiyonlarla
mncelenmistir.  Konform mikas fonksiyonlarm yardmm ile diizlem meselelerinde belli smir
sartlarmi1 karsilayan analitik fonksiyonlari yapilmasi islenip hazirlanmistir.

1.1 Elastiklik Teorisinin Esas Denklemleri

Mutlak kati cisim; herhangi bir giigten dolayr keyfi ki nokta arasmdaki mesafenin higbir
zaman degismedigi cisimdir. Deformasyona ugrayan kati cisim ise belli giiclerin etkisiyle,
onceki durumdan yeni durumuna gecen cisimlerin, noktalarm arasmdaki mesafe degisir.
Cisim Onceki durumundan yeni durumuna gegtifi zaman noktalar1 arasmda mesafe sabit
kalrsa, mutlak bir kati cisim gbi yer degistirme gerceklesir. Boyle yer degistirmeye halis

yer degistirme, bazen ise sert siirtinme de denir.

Biitin - muhit; molekiiler-kristal yapisimda hicbir bosluk, yark olmayan cisimlere denir.
Elastiklik ise tabiatta bulunan biitin cisimler bu veya diger derecede elastiklik Gzelligine
sahip olurlar. Cisimlere etki eden kuvvetleri ortadan kaldwdiktan sonra cisimler ik

hallerine gelirler ve deformasyon yok olur.

Elastiklik teorisinde cisme etki eden harici kuvvetler genel olarak iki tiirdiir:

*  Yiizeysel kuvvetler: Boyle kuvvetler cismin  yiizeyinde  paylasilan
kuvvetlerdir. Mesela bir cismin diger cisme etkisi, hidrostatik basmg¢ bdoyle
Kuvvetlerdendir.

= Hacim kuwetleri: Cisim biitin  kiitlesi iizerinde paylagilan kuvvetlerdir

(agrlik kuvveti, manyetik kuvvet, atalet kuwveti).

Cismmn biitiin noktalarmda elastiklk Ozellikleri aynt olursa o cisim bir cins cisim denir.

Izotop cisim ise biitiin yerlerinde fiziki-kimyevi 6zellikleri aym olan cisimlerdir



1.2 Gerginlik

Cismin yiizeyinin dS elemanina etki eden kuvvet dF olsun, burda:

Ifadesi yiizeyinden bakilan M noktasmda birim yiizeye diisen kuvvetini belli eder. Bu Tn
kuvveti ylizey kuvvetinin yogunlugudur.

Cisme etki eden biitin kuvvetlerin bas vektorii (R) ve keyfi se¢ilmis 0 noktasma gore bas
momenti (Mo) asagidaki formiillerle belli olurlar:

R = [, TndS, Mo = [,( pxTn)dS &)

Burada integral biitlin yilizey tlzerinde gorilir. p Kuvvetinin uygulandigi keyfi M
noktasmin secilmis 0 noktasma teorik durumunu belli eden Radius- vektoriidiir.
Analoji olarak eleman dm = ydV; kiitlesine etki eden, dQ hacim kuvvetlerinin bas vektorii

ve bag momenti i¢cin asagidaki ifadeleri yazabiliriz:

R= fVVF dV;, Mo = fs(ﬁxﬁ ydV; )

Burada F = g birim kiitleye diisen kuvvet ve integral biitiin hacim iizerinde goriiliir.

Keyfi F,F, F, Kuvvetler etkisi altmda olan cismin partikiilleri arasmdaki karsiigi etki
kuvvetlerinden oluisur. Bu olusum i¢ kuvvetleri belli etmek i¢in kesikler metodu denilen

yontemden yararlanilir.

Boyle ki, cisim mm kesiti vasttasiyla ki A ve B boliimlerine ayriip onlarm herhangi
birinin durumuna (gerginlik-deformasyon durumuna) bakilir. Alnan pargalarm her biri ona
etki eden harici kuvvetlerin ve mm kesigi iizerine paylasilan i¢c kuvvetler etkisinden
dengede olur. Boylece, bu zaman mm kesigi lizerine paylasilan i¢ kuvvetler simdi ise
cismin A bolimii (veya B bolimil) igin yiizeysel kuvvet-dis kuvvet olur (Sekil 1.1). mm
enine kesit iizerine paylasilan dis kuvvetlerin degeri onlarm yogunlugu ile belli olur. Baska



deyisle birim yiizeye diisen kuvvet ile belli olur. Bu mm kesiti lizerine etki eden dis
kuvvetlern yogunlugu gergmlk adlandwr. Zit etkisinin beraberlk prensibine uygun
olarak cismin A bolimiinin B bolimine dS alam lizerinde gosterdigi etki TndS olsa
burda B bolimiiniin A Boliimiine olan etkisi (T — ndS) olur.

Klasik elastiklik teorisi biitin muhitler (cisimler) modeline esashdr. Cismin parcalar
arasmndaki iligki yalz merkez karsihigi etki kuvvetleri ile olur:

limA—R=d—E=Tn, lim 22 = o (3)
AS—0AS  ds AS—0 AS

Cismin A boliginin mm kesignin elemanlar dS alann normali 7, uygun olarak B
bolimindeki mm kesiginin dS alanmn normali (—#n) ile gosterilir (Sekil 1.2). Cismin
biitiin olarak dengede oldugundan anlasilir ki (Newton’un tigiincli kanununa esasen):

T—n=-Tn 4)

Tn Vektorine gerginlk vektorii denir. Gerginlk vektorii Tn, cismi ki bolgeye ayran mm
kesitmin diizlemine bagh degildir. Cismin keyfi M noktasmdan gegen temel yiizeyler i¢in

gerginlik vektori Tn olur.

Cismin keyfi goriilmiis M noktasmdan gegen ¢oklu Tn gerginlik vektorleri toplamu bakilan
M noktasmdaki gerginlk durumunu belli eder. Asagdaki sekillerde bu durum
gosteriimeye ¢ahsimustr. Cismin  farkl  yiizeylerme etki eden kuvvetler gOsterimistir
(Sekil 1.1).

Cismin mm kesiti alndignda A ve B taraftarmdaki geriime ve normal gerginlikler belli
olur. Bu gerginlikler Tn gergnlik vektorlerinin toplamm ise M noktasmdaki gerginlik

durumunun  siddetini ve etkisini belli eder. Sekillerde de goriildiigii gibi cisme etki eden
kuvvetlerin yonii farkh oldugu gibi siddetini de farkli olabilir (Sekil 1.2).

Cismin biittin notlarmdaki gergnlk durumunu incelemek icin cismin her bir yerindeki

kuvvetlermin siddetinin ve yOniinii incelemekle belli olnur. Bunun icin de asagdaki

4



sekillerdeki tiim kuvvetlerin ve gergmliklerin incelenmesinin 6nemi de ¢ok biiyiiktiir. Her
bir noktasmdaki gerginlikleri bilmemiz gerekmektedir.

Sekil 1. 1: Cisme etki eden kuvvetlerin gdsterimi.

Sekil 1. 2: Cismin A ve B kesigi lizerindeki harici kuvvetler.



Cismin biitliin noktalarmdaki gergnlk durumlarmm toplamu genel gerginlik durumunu
belli eder.

Gerginlik vektorii Tn iki toplama ayrilrr.

1. Normal toplanan, yiizeyin normali n yoninde olup dS alannda diisey olur.
Onun sembolik olarak o, gosterilir. Bu g, toplanan normal gerginlik denir.

2. Dokunarak toplanan, bu toplanan Tn ve 7 vektorlerinden gegen diizlem ile mm
kesim dlizleminin kesismesinden alman ¢izgide bakilan noktada c¢ekilen
dokunan Tizere toplana (yani dS elemanlar yiizey iizerinde yerlesiyor). Bu

toplanan sembolik olarak t,, gosterilir ve deginen gerginlik olarak adlandirilir.

Normal gergnligin yonil yiizeyin normali 7 ile aym yone yonelirse, normal gergnlk (o)
olumlu (+), aksi yonde olursa olumsuz (-) isaretli olur. Eger gerginlik vektorii Tn yiizeyin

normali 71 lizerine yonelirse onda:

o,=T, ve 1, =0 (5)

Cismin keyfi M noktasmda, ondan kiip sekilli bolgeye aymip, onun bir birine diisey olan
gergnliklerme bakalm (Sekil 3). Temel parcacklarmdaki geriime i¢in asagidaki
geleneksel isaretler benimsenmistir (Dekart koordinat sisteminde). Kiipin OX yoOniine dik
olan yiizeynde olusan gerimeler o,,T,, Ve T,, il gosteriir. OY yonine dik olan

yizeyine etki eden gerilmeler uygun olarak o, T,, Ve T,, il gosterilir. OZ yoniine
dik olan yiizeyde olusan gerilmeler o,, T,, Ve T, ile gosterilir.

Boylelikle cisim keyfi M noktasmda gergnlk durumu dokuz gerginlk bilesenleri ile
(0%, 0,0, Toys  Tyxs s Tyze s Tazs s Ty Tyy) belli olur. Bu gerginlik bilesenlerinden it

o,, 0,,0, normal gerginliklerdir, kalan altis1 ise T T T T T

xy’ o tyxr 0 tyz o dxz 0 Lz 'sz dokunma

y’

gerginligidir.

Birgok yazlarda gergnlik bilesenleri ¢esitli isaretlerle gosterilir. Mesela dokuz gerginlik
birlesenleri kompakt sekilde o;; boylede gosterilebilir. Burada i,j = 1;2;3 degerlerini alr.

Bazen g;; gerginlik bilesenleri asagidaki matriste de gosterilebilir.



011 012 Og3
01 0Oy O3

(6)

031 O3 O3z

Matrisin bas kdsegeni normal gergmlikleri, kalanlar1 ise dokunan gerginlikleri gosterir.

Sekil 1. 3: Kiipiin diisey olan gerginlikleri.

Z
A
—L—zy
dz e
\ o
=0 Y
Tyz
———
Toy y
0 P

Sekil 1. 4:Y ve Z dizlemlerindeki gerilmeler.
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Sekil 1. 5: A ve B noktalarmnm kayma sonucu yeni konumlari.

Bilindigi gbi lic boyutlu uzayda cismin keyfi noktasmm koordmatlart Dekart koordinat
sisteminde x,y,z, Ve silindirik koordinat sisteminde 7,0,z ve kiiresel kordinat sisteminde

r,0,¢ il gosterilir. Buna gore de Esitlk 6 ifadeleri silindirik (7, 6,2z) koordinat sisteminde

boyle yazlrr:
0y Tre Trz
Trog 09 To, (7)
Trz TGZ 0y

Kiresel koordinat sisteminde ise (r,6,¢) Esitlk 6 ifadesi yardmu ile asagidaki gibi

yazilir.

Or TrG Tr(p

Tro 09 Ty, (8)
Trp Top 0y

Burada ispat edildigi gibi dokunan gerimeler ¢ift karsiigi olup bire bir benzerlerdir.
Cisimden c¢ikarlan ve Olgiileri dx,xy,dz olan elemanlarm bélinmesinin her bir ylizeyinde



olusan kuvvetlerin moment denklemlerini yazalm (denge halinde momentlerin toplamu
sifira  esittir).
T,,dxdydz =T, ,dxdydz Ifadelerini alarak boyle bir sonuca gelinir (Sekil 1.4):

T,,=T

zy yz ) sz = sz ve Txy =T

yx

Bagka bir deyisle gosterilen dokuz gerginlik bilesenleri yerine alt1 bilesen alr. Yani cismin
istenilen M noktasnmn gerginlk durumu ii¢ normal (o, oy, o,) ve li¢ dokunan (Txy, ,Tyx,
, T,,) gerginliklerle belli olur. Boylelkle T T, Ty, =T,ve T, =T, olr

zy = yz 't xz
Gortildugi gibi Esitk 6 matrisinin baskdselerinin  sag-solunda duranlar simetrik olup bire
bir ayndr. Gerginlik vektoriinin Tn Dekart koordinat yonii lizerinde durumlar asagidaki

denklemlerle belli olur.

Tox = 0.y + T,y + T 15
Ty =Tyyny + 0,0, +T,,.15 9)

T, =0xn +T,,.n, + T, ;.15

Burada n, = cos(nn,x), n, =cos(n,y), ny = cos(n,z) yonlendirici kosiniistiir. Burada
bilinmelidir ki gergnlik bilesenleri oy, 0),0,, Ty, , Ty, Ty, gerginliklerini temsil eder.
Gerginlk katsayist ikidir. Gerginlik tenorunun silindirik (r,0,z) ve kiresel (1,8, @)
koordinat sistemlerinde ifadesi Esitlik 7 ve 8’deki gibidir.

Teorkk mekanigi dersinden bellidir ki, keyfi giicler etkisi altmda olan cisim dengede olmasi
icin etki eden kuvvetlerin bas vektorii (R) ve bas momenti (Mo) sifira esit olmaldr. Kati
cisim i¢cin bu sartlar alt1 tane denge denklemleri ortaya koyar. Deformasyona ugrayan kati
cisim i¢cin bu denge sartlart biitiinligline bakilan cisim i¢in dogru oldugu gbi, bu sartlar
cisimden hayalen istenilen Olclide ¢ikarlmis bokinmeler icin de uygulanmis olmaldir.

Boylelikle gergmlik bilesenleri cismin denge halinde asagidaki diferansiyel denklemleri

elde edilir (Dekart koordinat sisteminde):

do. ot ot
_x+_xX+J+X: 0
dx ay 0z



at ao.
Xy 4 Y _JL
e Tt =0 (10)

ot at do,
Tagp 0 2%y 7=
0x ay

Burada XY ve Z hacim kuvvetlerin koordinat oklar1 {izerinde toplananlardr. Bu denklem
tekniklermn yardmm ile cismin hareket denklemlerimde yazlabilir. Bunun icin denge
denklemlerinin sa§ tarafina atalet kuvvetlerini de ilave etmek lazimdr. Oyledir ki atalet
kuvveti cismmn kiitlesi ile ivmesi beraber olup, ivme vektorii ile ters yondedir. Cismin yer
degistirme vektoriiniin (&) ok {izerindeki yansmmalarmdan (u, v, w) zamana gore iKinci
tirevi, vme vektorliniin @ wuygun yansmalarm verdigi i¢in, atalet kuvvetmin oklar

lizerinde toplananlar1 bu ifadelerle belli olur.

%w
ot?

Fat—)/ Fat:yaz_‘?- Fat:]/
atz’ y Tot?’ z )

(11)

Denge denklemleri Esitlk 9’da  silindirik  (r,6,z) ve kiiresel (7,60,¢) kordinat
sistemlerinde de yazlabilir.

Silindirik koordinat sisteminde bu denklemler asagidaki gibi yazlir:

a_ 1 aTr@ a":rz or — 0'6 —

Py + = ~ 50 + + +FE =0

aTre 1 60'9 61'92 2‘[7,.9

o +rae + +—"+F, =0 (12)

9%z 4 10%07 4 3% \ Tz L | —
ar+rae+az+r+2_

Burada F,, Fy, F, silindirik Kkordinat sisteminde hacim kuvvetlerin toplamudrr.  Silindirik

koordinat sistemi i¢in atalet kuvvetinin toplamlar1 uygun olarak boyle gosterilir:

2 2
T pgt =y 200 gt =y 20 (13)

E%t = . .
T y atZ y atZ 4 6t2

Kiiresel koordinat sisteminde ise Esitlik 9’da hareket denklemleri asagidaki gibi olur:

10



do, | 107, 1 0Ty
ar r 00 rsinf do

1
+ ;(20’1, —0g—0,+ Tre.ctge) +E =0

0Ty | 180g 1 61932 ( _ )
ar +r o0 +rsm9 a¢ tr (0-9 (p) Ctg9+3TT9 +F9_0 (14)

0Ty , 10Tgy 1
e - —2 +rsm9 aq) +- (219(,, ctg6 + 37,,) + F, =0
Burada F,, Fy, F, uygun olarak hacim kuvvetlerin kiiresel koordinatlarm (7,6, ¢) tzerinde

yansimalaridir.  Kiiresel koordinat sisteminde atalet kuvvetlerinin toplamlari uygun olarak
su sekildedir:

Fgt=yWy =y.55* atz (15)
at aZ
Ft=yW, =vy. ﬁ

Bircok hallerde gerginlk birlesenleri bir koordinat isteminde malum oldugunda baska
koordnat sistemindeki ifadelerini de bimek gerekir. Evvelki koordinat sisteminin okkalar
X, v, z oldugu halde, yeni koordinat sisteminin oklan ise x',y',z?! ile goterilirse gerginlik

bilesenleri yeni koordinat sisteminde ifadeleri asagidaki gibi gosterilir:

— V'3
alclv - i=12] =1 l] nk] n, vj (16)

Oy = Ojj Ny ju M L,j,k=1;2;3 @an

vj
Burada n,; ve n,; onceki kordinat sistemi oklar ile yeni kordinat sistemi oklari arasmda
kalan aglarmm kosiniisleridir (Tablo 1). Omegin; n,; = cos(x},x); 7N, = cos(y',z)

gibi.
Bu FEsitlk 17 ifadesinde k ve v indeksleri sabit olur, i ve j indeksleri ise 1/3 degerlerini

alarak limitler toplanr. Aym kural ie yeni koordmnat sisteminden Onceki koordnat
sistemine gegildikce gerginlik bilesenleri asagidaki formiille belli olur.

11



Tablo 1.1: Eski ve yeni koordinat sistemi oklart arasmdaki kalan agilarin kosiniisleri.

X Y Z
xt nqq ni, Ny3
y Ny N3, Ny3
z! Nnay N3, N33

(18)

— l
0ij = Ogy-Myj: M

i vj

Burada ise i ve | sabitti, kK ve v ise 1/3 degerlerini alir ve toplanr. Esitik 17 ve 18
formiillerinde  gorildiigiic gibi o6nceki kabul ettigimiz gerginlik bilesenlerinin - sembolik
isaretleri degismistir:

0.

x — 0115 0y = 0y, 0, = O33

y
Txy =012, Txz = 0135 Tyz = 033
Olur.

Esithk 17 ifadesine bakilarak, silindirik koordinat sistemindeki gerginlik bilesenleri ile
Dekart koordinat sistemindeki gerginlik bilesenleri arasmdaki baglant1 su sekilde olur:

0, = 0,.€0s* 6 + g,,.sin” 6 + 2T,,,.sin 6 cos O

0y = 0,.sin* 6 + 0,,.cos? O — 21,,,.sin 6 cos 6

T,¢ = (0, —0,).sin 6 cos @ + 1, (cos? § — sin* 6) (19)
Tyz = Tyxz-C0SO + 7, .5In O

Tpz = Tyz--SINO +7),.c080; 0, = 0,

Bu durumda n;; yonlendiren kosiniis i¢in diizenlenen tablo bu sekildedir (Tablo 1.2):
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Tablo 1.2: X, Y ve Z koordinatlarinda kosiniis degerleri.

X Y 4
xt cos 6 —sin 0 0
y! sin 8 cosf 0
z' 0 0 1

1.3 Deformasyon

Biitlin cismin deformasyonu denilince, belli kuvvetler etkisinde cismin noktalar1 arasmdaki

mesafe degismis olur. Deformasyonlarm kesintisiz oldugu kabul edilir. Belli kuvvetler
altmda cisim Onceki halinden (V) yeni haline (V') gegince cismin keyfi M noktasi ise M*
halini alr. Bu zaman @« = MM' vektorii (yani M noktasmn baglangic ve son halini

birlestiren vektor) yer degistirme vektorii denir.

Yer degistirme vektoriinin % bilesenleri u; keyfi M noktasmmn kordinatlari ile ifade edilir

(buna langraj usulii denir). Son haline uygun gelen M' noktasmm koordinatlari ifade edilir

(buna ise eyler usulii denir).

Klasik elastiklik teorisine esasen langura usuliinden yararlamlir. Hidromekank te ise eyler
usuliinden yararlamlir. Yer degistrme vektorii u dekart kordinat sisteminde toplananlari
(oklar1 iizernde izdlstimleri ) uygun olarak u,9 ve w ie gosteriir. Malumdur ki, cismin
bakilan M(x,y,z) noktasmda deformasyonu ii¢ bagl uzama (&,,¢,,¢,) ve lc bagh act yer
degistirmesi ile (¥yy,¥y 2 Vi) belli olur. Buna deformasyon bilesenleri denir.

Dekart koordinat sisteminde yer degistime vektorinin izdisimi (u,9,w) ile

deformasyon bilesenleri (&,€y,€,, Yy Vyz» Yez) arasinda asagidaki baghliklar vardur.

X ax’ YT ey’ 27 4z

M

13



_ou v _ou | dw, _ 39 | dw (20)

Yoy = 5y Tow Yoz T 5, T o o2 T, Ty

Bu ifadelerde ¢,,e, ve e, uygun olarak x,y ve z yonleri istkametinde nisbi uzama, y,,,
Yyz» Yoz iS¢ nisbi sapma deformasyonlari belli ol (mesela &, deformasyon bileseni
Oonceden x yoniine paralel olan hattt deformasyona ugradigmda OX yoniinde nisbi uzama

gosterir). Boylece de y,, nisbi kayma deformasyonu xz ve yz dizlemleri arasmda olan

dikdortgenin Z_;L-I_Z_z kadar azaldigimi yani goreceli aciyer degismesini gosterir.

Bu Esitlk 20 ifadesini ik defa Kosi (1789-1850) buldugu icin bazen Kosi’nin diferansiyel
bagmlklart da denir. Silindirik koordinat sisteminde (r,8,z) Esitlk 20 ifadeleri asagidaki

gibi olur:
ou, 1 Jdug U, ow
£ - =24
T gr 0 a6 T & 9z’
—Oup 1 Do, _ 9w, Oup, 21
0z 7 97 " r a0’ T2 7 or ' 8z’ (21)

=— a—u“1+u—9.cgt0 + 2
p ap

E, = .
¢ psinf do

_1 (% _ 1 dug
y9<ﬂ_p(ae u<p.cgt9)+psin9.a(p (22)

¥ — 1 'aup ouy, Uy
P psinf’ dg ap p

_1 aug_l_aug_u_@
p 8z  dp p

)/pB

Eger deformasyon bilesenlerinden birisinden baska, mesela &, den baska hepsi sifir olursa
anlagtlir ki, cismin biitin elemanlart yalniz OX yoniinde aym oranda uzayacak. Bu duruma

basit veya bir cins skistrma denir. Benzer durumda &, ve ya &, bilesenleri i¢in de

y

gecerlidir.
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Eger goreceli kayma deformasyonlarmdan birinde, mesela y,, baska kalan biitin
deformasyon bilesenleri sifir olursa, burda YOZ diizlemi {izerne g6tiiriilmiis herhangi
OABS dikdortgeninde y yoOniine paralel olan AB tarafi goreceli kaymadan sonra A,B,
durumunu  alr.(yiiksek dereceli sonsuz kiicik miktarlar gdz Oniine almazsak). Bu durum
basit veya bir cins kayma denir (Sekil 1.5). Dogrusal deformasyonlar &,, &, Ve &, pozitif
isaretl oldugunda cisim olumlu-dogrusal uzanr, aksi halde ise cisim sikistrimis dogrusal
clemanlar  goriilir. Agi deformasyonlari  (y,y,, ¥y,, ¥y,) poztif isaret olunca dogrusal
elemanla kordinat oklar1 arasmdaki agilar (mesela Sekil 5 COA) kiigiilir, aksi halde bu

acllar biiyiir. Deformasyona ugrayan cismin durumunun yer degistirme vektOriiniin

toplamlarint (u, 9, w fonksiyonlarint) bilmekle belli olur.

Deformasyonlarm kesilmez olmasi i¢in deformasyon bilesenleri (&

xxr o Yey) arasmdaki

matematiksel bag ifadelerini ilk defa (1860) Sen-Venann buldugu i¢in Sen-Venann

beraberlik prensibi bazen de deformasyonlarm kesilmeyen prensibi denir. Bunlar

asagidakilerdir:
0% ey + 0%z, — 0¥z
az? dx? " 9x0z

62&4_62_82.2:2%

dy? 0 x? " dxdy
2
azgxx + azgzz — 2 0 ]/xz
0z? ay? dyoz
Ve - 2 [0y | Mey _ Do) (23)
dyoz dx L dy dz dx

0eyy _ 2 [ayyz ayxy—ayxz]

0x0z _5 ax 0z dy

62522 _ 0 [ayxz Yy _ ayxy]
ay x 0z

dxdy 0z

1.4 Gerginlik Ve Deformasyon Arasindaki Baglantilar (Genellesmis Hooke Kanunu)

Gerginlk ve deformasyon bilesenlermin ifadelerini belli ederken kabul edilir ki, bakilan
cisim biitiin muhittir. Yani alnan sonuglar (formiiller) istenilen cisim i¢in (kati cisim, sivi,
gaz, elastik ve ya elastik plastk cisimler vb.) dogrudur. Ac¢ik¢a bu durumda gerginlik
bilesenleri ile deformasyon bilesenleri birbirinden ayrimis halde verilemez. Onlar arasmda
belirli iliski vardr.
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Gergnlik bilesenleri ile deformasyon bilesenleri arasnda benzerliklere elastiklik teorisinin
asili  kanunu genellesmisti. Buna hooke kanunu denir. Cismin bakilan noktasmda
gerginlik bilesenleri uygun deformasyon bilesenlerinin  dogrusal ve tek fonksiyonlaridir.
Bu kanun matematiksel olarak séyle ifade edilir:

Oy = C11&x + €128, + €136, + CiuVyy t CisVyz T CreVazs
Oy = Cp1&x T Cp08), + Co38, + CouViy T Cos¥yr T CopVazs
O, = C31&x +C33€, +C336, + C34Vxy T C35Yy7 T C36Vazs
Yoy = C41&x t Cap8) + Cy38, + CuaVoy T CasVyy T CagVass (24)

sz = C51& + Cs2 gy + Cs53€, + 054yxy + C55sz + Cs6Vxzs

Yoz = Co1Ex T Co2Ey T Co3E, t CoaVy T CosVyz T CoVazs

Boylece  deformasyon bilesenleri uygun  gerginlk  bilesenlerine  bagmhlik  hali
genellesmistir. Hooke kanunu Dekart koordinat isteminde ise asagidaki gibidir:

&, = Aq10, +A120'y+A13O' +A14T + ATy, T AT Xy’

X

—A21ax+A220 +A4,,0, +A + AT, + Ayt

24Ty, xy’

&, = Az10, + A3,0, + A330, + A3, 7T, + A3sT,, + A367,;

Vyz = Ay o, + Ay, o, + Ayzo, + A44Tyz + Ays Ty, + A46Txy3 (25)
Yz = 4510, + 45, g, + Asz0, + A54T 2 T Ass Ty, +A56Tx )

Yoy = A610x T Ag20y + Ag30, + Ay Ty, + Ags Ty, + AgsTay

Bu ifadelerdeki C;; ve A;; (i,j =1;2;6) katsaylari elastiklk sabitleridir. Genel halde bu
katsaylar1 36 olur. Lakin bu katsaylar Esitik 24 ve 25 ifadelerinin bas kosegenlerine
simetrik olduklarmdan, onlar ¢ift olup bire bir aymdrlar. Ona gore de bu katsayilar
arasmda  C;; = C; ve A;; = Aj; gbi benzerlikler olur. Boylelikle C;; ve A;; katsaylarmm
21’e azalr.

1.5 Cisimlerin Elastiklik Simetrik Halleri (Tiirleri)

Yukarida belirtmistik ki, eger cismin istenilen noktasmda istenilen yonlerde -elastiklik
Ozellkleri aym olursa bu cisim izotop cisim diye adlandwilr. Aksi halde, yani cesith
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yonlerde cismin elastklik ozellkleri de degisik olsa bu cisimler ise anizotrop cisimler
olarak adlandmilr. Diger taraftan da kayt etmistikk ki, cismin biitliin noktalarmda elastiklik
Ozellikleri aynt oldugunda o bir cins cisim, aksi halde yani gesitl noktalarmda -elastiklik

Ozellikleri de degisik olursa bu cisimler gayri bir cins cisimler olarak adlandrilir.

Genellestirilmis Hooke kanununun ifadesinden Esitlk 24 ve 25 denkelmlerinde gorebiliriz
ki, ona dahil olan Ci; ve Aj; sabitlerinin sayr degeri 21 olur. Ancak V.V.Novojilov ve
S.Q.Lexnitskiy gosterebilir ki, onlar1 Oyle belli istikamette gotiirmemiz lazm ki, umumi
halde bu Cj; ve A;; sabitlerinin sayis1 21 olur yoksa azalp 18 olur. Genellesmis hooke
kanununun her iki segenckte de yazlismi asagida sade formiiller ile verilebilir (Globenko,
1975).

Gerginliklere gore:

Oj; = CUKN -Ekn (26)

Deformasyona gore:

& = Ajjkn- Okn (27)

Bu ifadelerde asagidaki sartlar kabul edilir:

* Aij=Appkn;  Cij = Crmyins I j= 1,2;3.
o Aij=2Amyin; Cij=2Cmpkns egeriveyaj4,5,6olursa.

o Aijj=4Amyin;  Cij=4Chpkns  €ger 1 ve ya j her ikisi 4, 5, 6 olursa.

Eger anizotrop cismin yapisi her hangi bir simetriye sahipse, onda o cismin elastiklik
Ozellklerinde de simetri tespit edilir. Elastiklik simetrisinin esas dort ozel halleri aymt

edilir.

1.5.1 Elastiklik Simetri Diizlemi

Bu halde cismin keyfi noktasmdan gegen diizlem bu Ozelliklere sahip olur. Bu diizleme
nazaran simetrik olan keyfi iki istikamet elastiklk Ozelliklerme gore esdegerlerdir. Bu
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elastik simetrik diizlemlere diisey olan istikamette bas istlkkamet (bazen bas elastik
istikameti) denir. Bu halde koordinat oklarmdan birini, mesela z okunu bu simetrik
diizleme normal yoneltsek ve diger iki oklar (x ve y) aym diizlem iizerinde yerlesse, onda

Esitlk 25°e dahil olan asagidaki elastiklik katsayiar1 ;( A;;) sifir olur:
A1y =A347A34= A=A 5= Aps=A35 A5 = 0 (28)

Onda 4;; Katsaylarmmn sifirdan farkhlarmn saysi azalp 13 olur. Bu zaman genellegmis
Hooke kanunu Esitlik 25 (deformasyonlarla) bu sekli alilar:

& =A1.0, Y A0, +Az.0, + A4 Ty,

€y =A15.0, + Apy.0, + Ayz.0, + ATy

€, =A13.0, + A3,.0, + Azz.0, + A3 . Ty, (29)
Yaz = Ags- Tyy + Ass. Ty,

Yz = Ausa- Txy + Ays- Txy

Vg = A1g-0, + Ay 0y+A36. 0, +Ag. Txy
1.5.2 U¢ Elastik Simetrik Diizlem (Ortotrop Cisim )

Eger cisim bir birine diisey olan iki elastik simetri diizleme sahipse, bu diizleme diisey olan
liclincii diizlem de elastik simetrik diizlem olur. Ona gore de ii¢ elastik simetrik diizlem
haline bakilr. Cismmn her bir noktasmdan bir birne diisey olan {i¢ elastik simetrik diizlem
icinden gecen ve aym adh diizlemlerin biitiin noktalar1 karsiikh bir birine paraleldirler. Bu
halde axyz koordinat sisteminin oklari aym diizlemlere normal olarak yoneltse Esitlk 28
ifadesindeki katsayllara ek, asagidaki katsayilarda sifir olur:

Ay =A36=A36=Ays =0 (30)
Bu halde genellesmis Hooke kanunu Esitlik 25’de asagidaki sekli alr:
& =Ay.0, + A0, + A45.0,

& =A15.0 + Apy.0, + Ays.0,

€, =A13.0, +A3;,.0, + Aj3.0,
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Vyz = Ay Tyz; Yaz = Ass-Taz Yy = Agg- Txy; (31)

Biitin noktalarmda {i¢ ortogonal elastik simetrik diizleme sahip olan cisimlere ortogonal
anizotrop cisim ve ya sade olarak ortotrop cisimler denir. Goriildiigii gbi Esitlk 31
ifadesinde serbest degisen katsaylarm degeri dokuzdur. Eger Esitlk 31 ifadesinde dahil
olan 4;; elastik sabitleri yerine uygun teknik sabitleri E;, G;; ve V;; dahil edersek (31)
denklemleri asagidaki sekli alr:

1 V21 V31
€, =—.0, ————.0, ——.0,
X El X EZ y E3 zZ
V12 1 V32
€, =——*.0,+—.0, —3%*.0 32
y E1 X EZ y E3 Z ( )
Vis 23 1
€, = ——= o, +—.o0
Z E1 X E2 y E3 Z
1 1 1

Vorp ==—-T,,7 Vg =—-T,; Vyy =—.T
yz 623 yz Xz G13 Xz Xy GlZ Xy

Eger  Esitlk 31 wve 32’ ifadelerini eger karslastrwsak onda altt  Puasson
katsaylarmdan (V,,V,,, V5.,V 5, V5, veV,3) yalniz gl serbest degisendr, Ciinkii bu
kargilagtrma asagidaki {ic bagmnt1 yer alnir.

E\Voy = ExVis EjVap = EslVss  EjVis = EjVsys
1.5.3 izotrop Diizlemi (Dénme Simetri Oku )Transversalizotrop Cisim

Cismin biitlin noktalarmdan paralel elastik simetrik diizlemlerin i¢cinden gegiyorsa, onlarm
da lizerinde biitiin yOnlerde elastik Ozellkler esdegerdir. Boyle cisimler, biitiin
noktalarmdan elastik simetri oku gecen cisim gibi de davranr. Bu ozellige sahip cisimlere

transversal-izotrop cisimler denir.

Boyle cisme birde her bir noktasmdan en yiiksek dereceli elastik simetrik oku sayilan
donme oku gecen cisim gibi de bakilabilir. Eger z okunun izotrop diizlemine normal olarak
yonelirsek ve x, y oklarma ise bu diizlem lizerine gotiiriirsek, burada Esitk 25 genellemis
Hooke kanununun ifadesi su sekilde olur:
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&, =Ay,.0, +A4,. g, + A;.0,

gy =A,,.0, + A22.ay + A,;.0,

€, =A13.0, + A3;,.0, + Az;.0, (33)
Yoz = Asa-Tyz Ve = Ags- Ty

Yay = 2.(Ay; — A12)'Txy'

Gortldiigii gibi bu Esithk 33 ifadelerinde birbirine bagh olmayan serbest sabitlerinin say1

deferi 5 olur. Eger Esitlk 33 ifadelerine teknik ozellkler (Ej, G;;, V;;) dahil olursa

asagidaki gbi olur:

1 vt 1

g, :E(ax—v.ay)—ﬁ.az; Yor = s
1 v 1

g, ZE(O'y—U.O'x) — 205 Yoz = zilas (34)
v! 1 1

sZ=E(ax+ay)+E.az; Yacy =arxy;

E ve E' uygun olarak izotrop diizlemi lizerinde ve ona normal yonde sikistridma i¢in yung
modiliidir. v ve v' Gosterilen yonlerde Puasson Kkatsaysidr. G ve G' aym yonlerde

(izotrop diizlemi ve ona normal diizlemi iizerinde) kayma modiilidiir.
1.6 izotrop Cisimler

Elastiklik sabitleri cismin biitin noktalar1 i¢in aym oldugu zaman bdyle cisimler bir cins
cisimler denir. Izotrop cisimlerin biitin yonlerindeki ozellikleri aym olur. Genellikle
dogada tam ideal Izotrop cisim yoktur (mesela agag, kristal cisimler izotrop degil). Ancak
birgok malzemeler izotrop cisim kabul edilir (6rnegin metaller). izotrop cisim gibi kabul

edebiliriz.
[zotrop cisimler igin C; ; Ve A;; katsaylari kordinat eksenleri durumuna ( orentasiyasmdan)

bagh olamadigndan bu katsaylarm 2’e ulasr. Boylelikle izotrop cisimler icin genellesmis
Hooke kanunu Esitlik 24 asagidaki gibi olur:
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o, = A0 + 2ue, Tyy = 2Vyy
o, = A0 +2pe, Ty, = 21y, (35)
o, = A0 + 2ue, Ty = 2UYsy,

Bu ifadelerdeki A ve u Lyame (1795-1870) katsayilar1 denir. Her bir malmeze uygulama
yolu ile  bulunur. 6 =e¢,+¢,+¢, hacim deformasyonudur (gdreceli  hacim

genislemesidir).

Esitk 26 formiilinden yararlanilarak, izotrop cisimler icin deformasyon bilesenleri (g;;)
gerginlik bilesenleri (o;;) vasttasiyla ifade edilir:

1 1+v

& = E[O'x — v(ay + az)]; Yey = Z-T-Txy
1 1+

€, = E[ay —-v(o, + az)]; Vyz = 2-Tv-’fyz (36)
1 1+v

e, = |0, —v(o, + 0)]; Vez = 27— Ty

y)
2(A+p)

Burada E = % elastiklik modiilii veya yung (1773-1829) modiilii denir. v =

Puasson emsalidir. Kayit etmek lazmdr ki, biitiin metalliyeler icn E ve v Kkatsayilan
olumlu degerlerdir, yani E >0 ; v>0. E ve v Kkatsaylarmn yukarida gosterilen

ifadelerden A ve u sabitleri i¢in:

— Ev . — E .
T a+v)(a-2v)’ K= 2(1+v)’

E
2(1+v)

Eger Esitlk 34 ifadeleri E=E'; v=v' ve G =G' = kabul edersek alnan sonug

izotrop cisimler i¢in ¢ikarinus Esitlk 36 ifadesi ile st Ustte diiger. u Katsayisi kayma
modiliidir ve birgok hallerde (konularda) G gibi de gosterilir. A ve u sabitlerinin

ifadelerdede goriindiigli gibi Puasson katasist v hep 1/2 den kiiglik olmadr (glinkii A
ifadesinde payda da (1 — 2v) durur ki, o da sifir olamaz (1 — 2v # 0).

Dogada rastgele bir¢ok izotrop metaliyleler i¢in Puasson katsayis1 1/3’e yakm degerler alr.

(35) ifadelerinde normal gerginlikler (a,,0,,0,) toplanrsa:
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o, +0,+0, =310 +2u(e, +¢,+¢,)

o, + 0, +0, =31+ 2w)0 (37)
(o + 0, +O'Z)§=O'0

K=0(BA1+2w/3

Esitlik 37 ifadesi bdyle olur.

o, = K6 (38)

Burada o, normal gergnliklerin orta degeridi. K hacim genislemesi (veya hacim
skistrmast  katsayidir). Bunu kayt etmek lazm, yukarida gosterilen elastik simetri
hallerinden baska, bir sra diger simetri hallerinde vardwr. Ispat edilir ki, genel olarak
onlarm sayist 32 olur. Mesela biitlin kristallerin 32 geometrik simetrisi vardir.

Ortotrop malzeme olan kvarts i¢in V.Foyqt kendinin {inli (kristallofizika) arastrmalarmda
A;j katsayllar1 i¢in asagidaki degerleri almugtir:

Ay =4, =1273.1077; Ay, =9,71.1077;

A, =—3,67.10"7; A, = Ay =—1,49.1077; (39)
i =Ags = 19,66.1077; Ay, = 2(Ay; —Ap);

Agg = Ay, = —Ay, = —4,23.1077

o

Kalan katsaylari sifir olur. Transversal-izotrop malzeme olan dag-maden kaynaklarmdan

biri olan alevorit icin uygulama sekli ile elastklk sabitlerinin degeri almr (kg/sm?)
(Globenko, 1975):

E =6,21.10% G = 2,25.105; v=0,22;
E'=5.68.10°% G'=2,29.10% v'=0,24; (40)

Cam agacma transversal-izotrop malzeme gibi bakidignda (liflerin boyu, liflerin enine
skistirildiginda) elastklik sabitleri i¢in asagidaki degerleri alr (Globenko, 1975):

E,=1,0.105 E, =0,042.10% G,, = 0,075.105;

Ep

v, =001; A1=2=0042; B=
E.

1 12

—v,, = 0,27 (41)
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Kaytt edelim ki, E.K.Askenazi ve E.V.Qapovun kitabmda 12 cesitli agac tiirliniin elastik
katsayllart bulunup bir cetvel seklinde verimistir (Tablo 1.3). Asagda bir yalz
tekniginde ¢ok rastgelen dort ¢esit icin bu elastiklik sabitlerini veririz. Gosterilen
konularmda stekloplastik (cam plastk) malzemelerin dort ¢esidi i¢in elastik sabitleri cetvel
seklinde verilmistir (Tablo 4). Asagida biz stekloplastik malzemenin iki ¢esidi icin elastik
sabitlerini verdik (Bowie, 1956).

Tablo 1.3: Agaglarin elastiklik sabitleri.

Elastiklik

sabitleri Marka adi

Kg/em? Toz agaci BS-1 BFS FSF
E, 1,2.10° 1,10.10° 1,48.10° 1,09.10°
E, 0,6.10° 0,85.10° 1.10° 0,87.10°
G 0,24.10° 0,30.10° 0,44.10° 0,28.10°
v, 0,7.10° 0,09.10° 0,135.10° 0,079.10°
v, 0,71 0,076 0,88 0,174

0,036 0,06 0,062 0,038
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Tablo 1.4: Malzemenin elastiklik sabitleri.

Elastiklik sabitleri Armirlesmis Cam malzemeye
Kg/cm? Stekloplastik dayanan stekloplastik
E, 3,68.10° 1,79.10°
E, 2,68.10° 131.10°
E4 1,10.10° 0,43.10°
Gz 0,5.10° 0,28.10°
Gos 0,41.105 0,24.105
Gy 0,45.10° 0,24.10°
V12 0,105 0,15
V23 0,431 0,31
V31 0,405 0,08

Cismin denge haline bakarken, kabul edebiliriz ki, biitiin deformasyonlar izotropik halde
olusur. Yani cismin her elemanmm sicakh@ sabit kalr. Bu halde deformasyonlarm

potansiyel enerjisi ile bir olan potansiyelin varh@ina asagidaki ifadeleri yazabiliriz:

v v v
“x_asx’ "y_asy' Jz_asz'

. ov . o, . _ v
YZ o 9ey,” XE L dey,” Y ey’

(42)

Burada V deformasyonun birim hacme diigen potansiyel enerjisidi. Bu formiillere Qrin

formiilleri denir. Bu alt1 ifadeleri integralleri alnwrsa, V potansiyelinin ifadesini alriz:

1 1
V= > [Cllgx +Cp8, +C38, +CuYy, +CisYy, + Cl6yxy]'£x + -t ;[Cleex + Cyey +

C36gz + C46)/yz + C56yxz + C66ny]'yxy (43)

Burada Kkare parantezinin iceresindeki ifadelerin Esitlk 24’¢ esasen uygun olarak

Oy Oy, Oz, Tyy, Tyz V€ Ty, Oldugunu bilerek sade bir denklem asagidaki gibi olur:

24



1
V== [0, + 0,6, + 0,6, + T, ¥y, + TiVoy + Txy)/xy] (44)

Elastklik potansiyeli V icin Esitlk 42 denklemlerine benzer olarak o;; gerginlik
bilesenleri yardm ile ifade edilen formiili alp, Esithk 25’1 ele alrsak, onun yerine Esitlik
44 ifadesini bulmus oluruz. Esitlk 42 ifadelerine benzer olarak elastik potansiyelinin
deformasyon bilesenleri asagidaki gibi olur:

av av av
Ex =7 & =7"—; &=7—;
* 9o, 7 090, 7 Oo,
v v av

Vyz = 9.’ Vez = E; Viy = a.[xy; (45)

yz

Bu ifadelere Kostilyano formiilleri de denir. Her iki Esitk 42 ve 45 ifadelerini sade olarak

boyledir:
6V v
Fm = da,, Im = de,,
av av
Ymn = a.’_.mn; Tmn = aymn; (46)

Bu ifadelerden C;; = Cj; ve A;; = Aj; sonuglarina ulasilir.

1.7 Elastiklik Teorisinin Esas Teknikleri

Yukarida bahsedilenlere esasen izotrop elastik cisimlerin gerginlk ve deformasyon
bilesenlerin ifadelerini Esitlk 35 ve 36 arasindaki baglantilar1 belli ettikten sonra, cismin
denge ve hareket denklemlerinin tam sistemini yazabiliriz. Bu sistem denklemleri g
grupta incelenir. Birinci grup denklemleri elastik izotrop cisimlerinin denge ve hareket

denklemleri dahildir.

90, | OTyy a‘rxz
o +—= 3y +—2+X= yatz
ot 60‘ at 929
Xy Z Xz — i
" 3y L+ X4tV =y o2 47
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ot do. 0w
yz zZy 7
ax " ay "oz TV g

Cisim dengede oldugunda bu denklemlerin sag taraflar sifira esit olur (denge halinde cisim

kendi veya keyfi noktasmda ivmesi sifir olur). Ikinci grup denklemleri Kosinin diferansiyel

bagmliklar1 ve Sen-Vena’nin deformasyonlarin kesimez (beraberlik) sartlar1 dahildir.

_ ou _ 619_ _ Jw
T ox & oy’ % 0z
Ju 09 Jd9 Jdw Ju OJw

i+ 0T, N 0Tey _ 0Ty,] _ 0%e,
ox lLay oz 0x dyoz’
a N 0T, N 0Ty, _ 0T _ ) 0%e, ;
dy Loz d0x dy | 0x0z
i+ 07, N 0Ty, 0T4y] _ 5 d%e, ;
dz | ady dy 0z | dxdy

(48)

Uciincii grup denklemleri her iki segenekte genellesmis Hooke kanunu dahildir (bu

denklenmelere fiziki denklemlerde denir).

O, =10 + 2uey,  Tyy = Uy
o, =m0 +2ue,, T, = Uy,

o, =m0 +2ue,, T,, = Uy,

1 1

Ex = E[Gx - U(Uy + Uz)]; Yey = ETxy
1 1

& = E[ay —v(o, + az)]; Yyz = 5 Tyz
1 1

& = E[O_z - 17(0'2 + Uy)]; Vez = Esz
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Bu Esitk 47, 48 ve 49°da sistem denklenmelerine normali 7 olan yiizey tizerindeki T,
gerginlk vektoriiniin  toplananlar1  (oklar lizerindeki yansmmalar)) i¢cin asagidaki smir
kosulunda ilave etmek gerekir.

Ty = 0. co8(1, x) + Ty, COS(1T,Y)+ Ty, cOS(T, 2);

Ty = Tyy- €0S(1,X)+ 0. cos(, ¥)+ T,,. cos(Tt, z); (50)
Ty = Ty, cOS(1, x)+1,, . cOS(,y)+ 0,. cos(n, 2)

Boylelikle, yukarida gosterilen sistem denklenmelerinin yardmm ile belli kuvvetler etkisi
altmda olan cisim gerginlk ve deformasyon hallerinin belli edimesi i¢in ¢ozilir. Bu
sistem denklemlerde 15 bilinmeyen islev var: altt gergnlk bilesenleri (O’x , 0y,

o, T T

2 Ty yz'sz)a altt deformasyon bilesenleri (sx, ey,ez,yxy,yyz,yxz) ve li¢ yer degistirme

toplananlaridir (u, 9, w).

Verilen ve aktarilanlara bagh olarak Esitk 47, 48, ve 49 denklemleri sistemin ¢oziimi de
farkll sekilde yapilir. Goriindiigii gibi elastiklik teorisinin temel denklemlerine Esitlk 35
ve 37 aymt zamanda hem gerginlk hem de yer degistirme bilesenleri dahildir. Ancak Gyle
sistem denklemleri vardr ki, yalniz bu hallerden biri (ya gerginlk bilesenleri ya da yer
degistrme bilesenleri) dahil olsun.

Elastiklik teorisinin bircok pratikk konular1 gosterir ki, bu konularda kullamlan Esitik 47,
48 ve 49’da denklemeler sistemi yalniz gerginlik bilesenlerinden olursa daha uygundur.
Bunun i¢in izotrop cisimlerin deformasyon bilesenlerini gerginlik bilesenleri vasitastyla
ifadelerini Sen-Van’m deformasyonlarm birlikteligi sarti da FEsitik 48 g6z Oniine alnirsa
asagidaki gbi olur (hacmi kuvvetlerin sabit veya sifir olmasi sart1 i¢in):

1 9% 1 %0
Ao ——=0; At — =
x T 14v 9x?2 ! Yz ' 14vdyodz
Ao, + 220 —0;,  Ar, +—22 = (51)
Y ' 1+vay? ! XY " 14v 0xdy
1 9% 1 9%
A ——=0; A — =
o + 14v 922 0; Tez T 14v dxdz 0

Buradan o = o0, + g, + 0, olur. Bu Esitk 51 ifadeler Beltram-Mitgel'in gerginliklerin
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birligi denklemleri denir. Kayit etme lazimdr ki, Esithk 51 sistem denklemleri yalz
izotrop bir cins cisimler i¢cin dogru oldugu halde, Sen-Venan’m deformasyonlarmm birligi
denklemleri Esitlk 36 istenilen cisim i¢in dogrudur. Yani Esitlk 36 sistemi Esitik 39
nispeten daha geneldir. Boylece eger Esitlk 37 deki birinci grup ifadeleri (yani
gerginliklerin  ifadeleri) Esitlik 35’1 g6z Oniine alsak kati cismin hareket ve denge yer
degistrmelerle ifade edilen diferansiyel denklemleri asagidaki gibi olur:

a0 _ d%u
(A,+'M)5;“+11Alt+'xv—-V.EE;
a0 9%
(A+,u)@+,uAu+Y—y.ﬁ (52)
a0 9w
(A+,u)5+,uAu+Z =V-5g
D—c +e 46 — ou N a9 N ow
AT T T 5 T8y T oz
A sembolii ise laplas operatoriidiir.
2 2 2
A= 2 d 3 (53)

ox? = 9y* 0z

Kaytt etmek lazmdr ki, heniiz 1821’inci yilda Fransiz alimi Navye (1785-1836) bu
denklemleri analog sisteme almistr. Eger bu denklemlerde A = p kabul edersek burda
Navye’nin aldig ifadelerle ¢akisr.

Yukarida bahsettigimiz  gibi elastiklk teorisinin problemlerinin  ¢oziimii  verilen ve
aktarilan degerlere gore cesitli oldugundan bu problemler {ic smr meselesine ayrilir.

1.7.1 Birinci Esas Smir Meselesi

Cismin ylizeyinde verilen kuvvetlere (gergmliklere) gore, cismin biitin V hacminde
gerginlik ve deformasyon bilesenlerinin bulunmasi. Bu halde esas amag, veriimis harici
kuvvetlere  (gergnlklere) — gbre  oyle w9, w,0,,0),
bulunmaldr ki, FEsithk 47, 48 ve 49 esas denklemleri ve Esitlk 50 smir sartlarm

02 Ty » Taz, VE Ty, fONKsiyonlart

kargilasin.
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1.7.2 ikinci Esas Smr Meselesi

Cismin ylizeyinde verilen yer degistirme bilesenlerine (u, 9, w) gore, cismin biitliin hacmi
tizerinde gerginlk ve deformasyon bilesenleri bulunsun. Bu halde esas amag, Esitk 47 ve
49°da denklemler oyle halini bulmak lazmdr ki, o cismin yiizeyinde verilen asagidaki

smir sartlarini bulsun.

u=f,.(xy,z2) 9=f.(x,y,2) w=f;.(x,y,2)

1.7.3 Esas Kansik Simr Meselesi

Cismin yiizeynin bir bolimiinde kuvvetler ( gergmlikler) diger boliimiinde ise yer
degistrme Dbilesenleri verilir, cismin gerginlk ve deformasyon bilesenleri aranr. Kayit
olunan her tic meselede kabul olunur ki, hacmi kuvvetler 6nceden bilinmektedir(ya sabittir,
ya da sifirdr). Biitiin bu lic smr meselelerinde kabul edilir ki, u,9, w kesin fonksiyonlardir
ve onlarm kesintisiz tiirevleri vardr. Aym zamanda kabul edilir ki, yer degistirme ve

gerginlik bilesenleri V hacminin yiizeyine kadar yer yerde kesilme zdir.

Gosterilen her ii¢ meselelerin varhgi ve tekligi matematiksel ifadelerle ispat edilmesi
bircok konularda oldugundan, onu burada gdstermeye ihtiyag duymadik. Yalniz onu kayit
etmek lazimdr ki, bu meselelerin ¢6ziiminin varhgi i¢in esas sert cisim denge durumunda
ona etki eden, biitiin kuvvetlerin ( ister yiizeysel, ister hacmi) bas vektdrii (R') ve bas
momenti (M,) sifira esittir. Almmis teorik haller &rneklerle gdzlendiginde E, G ve v
katsaylarm sayisal deferi ve aym zamanda normal ve dokunan gergnliklerin birakilabilen
degerlerini  bilmek lazim oldugundan, gosterilen miktarlar asagidaki tabloda verilmistir
(Tablo 1.5).
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Tablo 1.5: Malzemelerin dokunan gerginliklerinin

degerleri.

Malzeme Yunq modiilii Kayma modiilii Puasson katsayis1 v
E kQ/sm? G kQ/sm?
Celik (1,9 = 2,2).10° (7,95 = 8,5).10° 0,25+ 0,33
Gri dokme
demir (C412- . 6 6 .
0,8+ 1,5).10 45.10 0,23+ 0,27
28; C415-32 ( )
gibi)
Bakir (1,1 +1,3).10° 469.10° —
Bronz (0,75 = 1,24).10° - 0,32+ 0,36
Piring (1,05 = 1,2).10° — 0,32+ 0,34
Alliminy um (0,7 = 0,72).10° 2,7.10° 0,33
Nikel 2,1.10° 7,5.10° 0,33
Beton (0,15 =+ 0,23).10° - 0,16 +- 0,18
Agac (liflerin (9 = 16).10% (4,5+6,5).10* -
uzunlug una)
Agac (liflerin (0,4 +1,0).10* — -
enine)
Faner 13.10* — -
(havacihk)
-lif boyunca
-lif enine — — -
Tekstolit 6,5.10% - -
Organik cam (2,9 = 4,1).10* - 0,35+ 0,36
Stekloplast 35.10* - -
Kapron (1,4 = 2.0).10* — -

Teknik birimler sistemin Olgli  birimleri

arasindaki iliski asagidaki gibidir:

ile uluslararas1 birimler sisteminin Olgii  birimleri
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Tablo 1.6: Uluslararasi birimler sisteminin 6lgii birimleri (Bowie, 1956).

Olciilen miktar Teknik birimler sistemi Uluslararas1 birimler
sistemi
Kuvvet kQ 981N
Kuvvetin ve giiciin kQ.m 9,81N.m
momenti
Is kQ.m 9,81N = 9,81joule
. 5 N
Gerginlik {kQ/Sms 9,81.10%
kQ/mm m2
= 0,0981——
mm
N
9,81.10° —
m
= 9,81
mm?
i kQ/san 9,81Nm
Giie { e/ =9,81Vt
at kuvveti (a.k) = 75kQ.m/san san
735,5Vt
Mega-gram Mg = 10°g
Kilo Newton kN = 103n
Mikrometre MkM = 10"°m

Ugiincii saglamik teorisine gdre dokunan gerginliklerin maksimum degerleri t,,,, < [7]
[a]

gibi olur. Burada [7] = = brakilan dokunan gerginliklerdir. Her bir malzeme icin [o]

tablo 1.7°den segilir. Brrakilabilen gerginlikler [o] kQ/sm?.

31



Tablo 1.7: Malzemeler i¢in gerginlik degerleri (Bowie, 1956).

Malzeme Germe Sikistirma
Dokme demir 280-800 1200-1500
Celik 1400-1500
Bakir 300-1200
Piring 700-1400
Bronz 600-1200
Aliiminy um 300-800
Diiraliiminium 800-1500
Tekstolit 300-400
Agag —lif boyunca 70-100
Lif enine 15-25
Beton 1-7 10-90
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BOLUM 2

ELASTIKLIK TEORISININ DUZLEM PROBLEMIi

Elastiklik teorisinin problemlerinin {i¢ Olciilii cisimler icin halli zamanda meydana ¢ikan
ciddi matematiksel zorluklar, bu veya diger derecede genis yayimis Ozel pratik
problemlerin etkili hallermin bulunmasmi saglar. Bu tiir problemlerinin ¢okluguna 6rnek
olarak elastiklik teorismin diizlem problemlerini gosterebiliriz.

Diizlem problemlerin izahi, ik defa Q.V.Kolosov tarafindan veriimis kompleks degisen
fonksiyonlarla ifadeler esashdr. Diizlem problemlerinin hallerinin sonraki ddnemlerde
gelisimi  iste  bu problemlerin  kompleks degisen fonksiyonlarla ifade edilir. Son
donemlerde ister gecmis SSRI mekanmnda, isterse de yakin ve uzak harici iikkelerde ¢ok
sayida bu tiir problemlerin hali buna sabittir (Kolosov, 1935).

Elastiklik teorisinin diizlem problemlerinde ii¢ cesit elastiklik durumuna bakilr.
e Diizlem deformasyonuna
e Diizlem gergnlk haline
e Genellesmis diizlem gerginlik hali

2.1 Diizlem Deformasyon

Eger yer degistirme bilesenlerinden u,9, w-biri 6rnegin w sifir olup, diger u ve 9 yer
degisme bilesenleri yalniz x ve y degisenlerinden asih olsa, onda cismin bdyle hali diizlem
deformasyon olarak adlandmilr. ( ve ya bagka degisle cisim sabit edilmis ylizeye paralel
olan diizlemi iizerinde yerlesen noktalarmm yer degstirmeleri diizlemler arasmndaki
mesafeye bagh olmaz). Bu halde gerginlk bilesenleri izotrop cisimler i¢in yazilmus Esitlik
49 ifadesine esasen boyle denklemler olusur:

O = A0 + 20, 5 Ty = U Vyy
o, =A0 +2pe,; o,=A0; 1,,=1,=0 (54)

xz vz
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Burada Esitlik 48’ denklemlerinden w = 0 olan hali yazahm.
0=¢ +e, = g—: + Z—i

_ Ou, _ 09, _ __Ou |, 09 55
Ex = o=3 & T oo &y T Yy = o-t o (55)

ay X oy
Goriildiigii gbi diizlem deformasyon halinde gerginlk z koordinatma bagh olmaz (gilinkii
u Ve U bilesenleri z-ye bagh degildir). Kayt etmek lazmdr ki, o, gerginlk bilesenlerinin
olmasi1 diizlem deformasyon durumuna destek olur. Deger taraftan, demek olur ki, diizlem
deformasyon halinde degisen gergnlk bilesenlerinin - says1 Ugtir: g, 0, ve T,,,. Cinki

o, gergnlik bilesenleri Oy, 0y, vaziyeti ile ifade edilir. Dogrudan da Esitlik 54’de Oy, 0y,

ifadelerini toplayp o, denklemlerine goz Oniine alirsak:

o+ 0,=210+2u0; 0=¢,+¢,

Oxt 0y,
o, =0 = A.m}% = v(o, + O'y) (56)
Burada v =3 Uiﬂ) Puasson emsalidir. Elastik cisim dengesinin denklemleri Esitlk 47°de

diizlem deformasyon halinde asagdaki sekli alr:

a
9% 4 Ty 4 x = 0

dx dy
ot do.
Xy ¥x —_
0x + oy +Y =0 (57)

Burada 7,, =7,, =0 ve Z =0 oldugu ve ayrica 0,’in z koordinatma bagh olmadig1 belli
olur. Sen-Venann deformasyonlarm beraberlik sartmdan Esitlk 48 yalniz asagidaki gibi
olur (diger bes sart aynen cevrilir).

9%s 9%¢e 9%e
e ey ol (58)
0y, dx, 0x9y

Beltrami-Mitaell denklemlerinden Esitik 51 bir cins izotrop cisimler i¢in asagidaki sart

almr (hacmi kuvvetler géz Oniine almmadig1 zaman):

Ao, +0,) =0 (59)
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Bu denklem konularda Levi denklemi olarak tanmr. Burada A= 667 + % —Laplas

operatoriidiir.

Gosterilen diizlem deformasyon hali, yeterli kadar uzun prizmatk cisimlerde mevcut olur.
Kendisi de bu cisimlerde ylizeysel ve hacmi kuvvetler en kesik diizlemlerinin {izerine
yerlesip, simetri {lizerine yonelen z koordinatma bagh olmamahdwr. Bu halde Esitlk 54 ve
57 denklemlerinin  6denmesi i¢in (diizlem deformasyon halnin olmasi i¢in) bu

denklemlerden yapian u,9,o,, g, Ve T bilesenleri silindirin yiizeyi lizerinde asagidaki

xy

smir sartlarin1 karsilamaldirlar.

o, cos(n, x) + 7, cos(n,y) = X,

Tyy COS(N, x) + 0, cos(n,y) =Y, (60)

Burada X, ve Y, silindirin yiizeyine etki eden harici kuvvetlerin bilesenleridir, n-yilizeyin
harici normalidir.

Gosterilen sartlar dahilinde Esithk 54 ve 57 denklemlerinin karsilayan u, 9, o, g, Ve Ty,
bilesenleri bulunduktan sonra Esitlk 56 formiiline esasen o, gerginligi bulunur. Kendi de
sitindirin  ist oturacagmda (+0,)-normal gerginlk, alt oturacagmda ise (—o,) normal
gergmlik etki eder. Bu iki gergnliklerin etkisi neticesinde deformasyonlarm boyutlar

temin olur.

Esitik 57’nin denge diferansiyel denklemlerinde, Levinin, Esitlk 59 ve 60 smir sartlarmda
goriilir ki, cisim diizlem deformasyon halinde onun istenilen enine kesiginde olusan
gerginlk hali elastikk sabitlerine bagh degidir. Eger cisim bagh olsa, onda gergnlik
durumunun elastik sabitleri bagh olamamasi, bolgenin her bir yiizeyi ilizerinde etki eden

kuvvetlerin dengede oldugu sartma esasen temin olur.

Boylelikle, eclastk  cisimlerin  diizlem  deformasyon halinde esas  denklemleri
asagidakilerdir:
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do. at
24+ 24+ X=0;
ax ay

a
Tar 4 %% Ly =g
dy

dx

o, = A0+ 2ue, ; 0, =A0 +2uE, ;5 Ty = Yy (61)
e = v, e =%, o _ —ou, 99

X T ax’ y_ay’ xY_yxy_ax oy

o,=A0; O=¢,+¢,; T=T7,=

2.2 Diizlem Gerginlik Durumu

Cisim fiksse edimis diizlemine paralel olan diizlemlerindeki gerginlik bilesenleri Dbiitiin
hacim iizerinde sifira esitse, cisin boyle durumunda diizlem gerginlik durumu denir. Eger

cisim kalmh@ 2h oldugu zaman orta diizleminde xoy koordinat diizlemi kabul edersek

burada:
Tyy =Ty, =0, =0;
7=0 (62)

Bu halde Esitlik 47 diferansiyel formiileri asagidaki halini alr:

do. ot

90 4 Ytxy —

ox + 3y +X=0

Yy y 9% Ly = (63)
dx ay

Sen-Venann deformasyonlarm birligi sartlarmda yalniz biri kalr (diizlem deformasyon
halindeki gibi):

d%e 9% d%e
e (64)
0y, 0x, 0x0y

Bu ifadede ¢,,e, Ve &, =Y, Yerine izotrop cisimler icin yazims Esitk 49’un

denklemlerini g6z Oniine alrsak, Esitlik 64 sartt boyle olur:

9? a? _ %1y
W (O'x - ‘UO'y) + F(O'y - ‘UO'x) = 2(1 + U) 9xdy (65)

36



Diger taraftan o, =0 oldugu i¢in Esithk 35 denklemlerinden ikincisi boyle olur (veya
Esitlik 49 sisteminde o, i¢in olan ifade):

0=10 + 2ue,
Veya,
e, + & + £,)+ 2ue, =0

Buradan;
_ Jw
& = 0z

Yapip Hooke kanununda Esitlik 49°da yerine yazsak:

= 2 (54 50) + 2ust

X7 p+2p \9x
— 2Ap (ou | 99 99
0y—/1+zu (6x+6y)+2'uay
(20
Txy_“(ax+ay) (66)
(')a)_ A <6u+619)_
9z  A+2u\dx ady/’
09 , 0w _ ., du L 9w _ 4.
g 5_0' 0z 6x_0’

Gorildiigli gibi elastiklk teorisinn esas denklemlerinin sadelesmesine bakmayarak, yine
de mesele i Olciili mesele gbi kalr, ¢linkii z oku denklemleri yok edimez. Ancak
Faylon, bakilan meselelerde cismin kalnhgmn (z oku {iizerinde olan 6lgli) c¢ok kiigiik
oldugu hal icin bakilan meselenin ki Olgiilii olmast fikrini ileri stirmiistiir. Bu fikrin esas
amaci, kalnh@ c¢ok kiiclik olan cisimlerde hesaplannmug gergnlk ve deformasyon
bilesenlerinin orta degeri, yeterli derecede net olarak cismmn diizlem gergmnlk durumunu
belli eder. Bu fikre Lyaviyye esasen genellesmis diizlem gerginlik hali denir.

2.3 Genellesmis Diizlem Gerginlik Durumu

Yiksekligi 2h olan keyfi en kesigine sahip silindir oturacak diizlemlerine paralel olan
harici kuvvetler etki eder ve bu kuvvetler cismin orta dizlemine nazaran simetrik olarak

paylasilrlar. ~ Silindirin  oturacaklart harici kuvvetlerden bagmmsizdr. Hacmi  kuwwetlerden
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de orta diizleme diisey olanmm sifir oldugunu ve diger iki toplananlarm ise orta diizleme
nazaran simetrik olduklarmn farz ederiz. Bakilan cisimde olusan gergmlk durumuna
genellesmis diizlem gerginlik durumu denir. Sarta gore silindirin z # h  oturacaginda

Tyz Ty, V€ 0 sifit olduundan Esitlik 47 diferansiyel denklenmelerin biri olan:

0Tyz | 9%yz , 90, _
et ay+az_0 (67)

Denkleminden alriz ki

% =0 (68)
Gortildiigii gibi bakildizi halde o0, gergnliinin z = +n olunca sadece kendisi sifir olur,
hem de onun z koordmatma gore tiirevi de sifir olmahdr. Buradan séyle bir sonuca gelinir
ki, cismin ¢ok kiiglik kalmhgnda o, gergmliginn degeri de ¢ok kiigiik olur ve biz yaklagik
olarak onu sifir kabul edebiliriz. Yani o, = 0 oldugunu kabul ederiz. Burada Esitk 47
diferansiyel denklenmelerinin yalmz ikisi kalr:

T ao. it
XY o Y oy vz —
ST 3y +—2 +Y=0 (69)

Orta diizlemi iizerinde keyfi noktalarm w yer degismesinin z oku iizerinde yansmmalart da
sifir olur ( bakian cismin orta diizlemine nazaran simetriye sahiptir). Ona gore de w Yyer
degisme bilesnelerinin cismin z koordinati lizerinde de degismesi ¢ok kiigiik oldugundan
biitiin noktalarda w(x,y,z) = 0 oldugu kabul edilir. Diger taraftan u(x,y,z) ve 9(x,y,2z)
bilesenlerinin  cismin yiikseklifi iizerinde degismesi cok kiicik oldugundan u ve 9

degerlerinin yerine onlarin orta kiymetleri u* ve 9* boyle olur:

P 1k

u'=—-f_, udz ;

P 1 qh

9 =1 " dz (70)

(69) diferansiyel denklemlerinin her iki tarafi (2h)"'dz ile ¢arpp z = t+h koordinati

lizerine integral alahm. Burada:
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h ot 1
EJ‘ —=d __[sz]ﬁhz();

h 09z 2h

h 01 h
Ef o __Tyz] =0

h oz

(71)

Oldugundan gosterilen diferansiyel denklemler asagidaki sekille getirilir (* yildiz isareti

miktarlarin orta degerlerini gosterir):

Doy +—'y—+X* =0
ox

%L+64’L+Y*—0

Buradan;

1 h
o =ﬁf_haxdz ;

1 h
ot *=—f Txde;

¥ T 2n),

. _ 1 ¢h _
o) =, 0,dz;

1 h
X'=— | Xdz;
th_h z

1 h
Y =— Yd
2h z

(72)

(73)

Yukarida diizlem gerginlk hali i¢in yazilmug Esitik 66’daki denklemini Hooke kanununda

orta degere gecersek aliriz (burada o, = 0 oldugunu saglamak lazimdir).

o, =10 +2ue,”;
o,  =A"0" + 2ue,”

_H(au 619>

dy  Ox

Burada asagidaki ilaveler yapilp:
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« _ 2An Ev .
A2u (A+v)(1-v)’

0" =¢ +¢,";

« _ ou"
& = ox ’

. 09"

e . _ou | 29
Cxy Thy = oy ox

Gerginlk Dbilesenlerinin ortak degeri olan a,", 0," Ve t,," ile yer degisme bilesenlerinin
orta degerleri olan u* ve 9" arasmdaki iliski formiilde olan Esitlk 74’tn denklemleri
diizlem deformasyon hali i¢cin yazilmus Esithk 61 ifadelerinden yalniz Lyame katsayisi
denilen A eclastiklik sabiti ile farkllasilar. Boyle ki, diizlem deformasyon halinde Esitlik
61 ifadelerinde A sabiti yer aldig halde, Esitlk 74 ifadelerinde ise A* sabiti yer alr.
Boylelikle boyle bir sonuca gelebiliriz ki, elastiklk teorismin diizlem meselelerinin hem
diizlem deformasyon hali hem de genellesmis diizlem gerginlk durumu matematiksel
bakis acisiyla aym bir meseledir. Ancak genellesmis diizlem gerginlk  durumunun
miktarlart orta degerlerinin  gbtiiriilmeli olmasm unutmamalyrz. Dinilebilir ki, izotrop
cisimer icin diizlem deformasyon ve genellesmis gerginlk durumlarnda elastiklik
teorisinin denklemleri asagidaki gbi olur:

do. ot

x Xy
+—=+X=0;
0x dy
(76)
ot do
—2L+—=+Y =0;
0x dy
o, = A0 + 2ue, ;
0y=/10+2,uey;
Txy = Héxy
du 99
Ey = a} Ey = 5; (77)
0y Ju
exy=yxy=a+@;
ou 0d9
9=€x+€y=a+@;
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Bu denklemleri yalniz yer degistime de yazabiliriz. Eger Esitlk 77 ifadelerini Esitlik
76’da yerine koyarsak asagidaki ifadeleri alriz:

(A+u)=%+uAu+X=O;

(A+y)=%+yA19+Y=O; (77)

2 62

Burada A= 6674_@ Laplas operatoriidiir. Bu sistemin  herhangi bir  ¢oziimii

yapildigndan sonra, Esithk 77 ifadelerine esasen gergmnlik bilesenleri sadece olarak
bulunan u ve 9 ifadelerini diferansiyel almakla belli olurlar. Aym Esitik 76 ve 77
sistemlerinin  yalniz gerginlklerle ifade edili. Bunun i¢in Esitik 76 sistemine bir ilave
etmek de sarttr. Bu sarti Sen-Venanin deformasyonlarm kesiimezlik sartnda yapmak olur.
Diizlem deformasyon halinde yukarida gosterdik ki, Sen-Venann beraberlk sartlarmdan
bir sart kalr:

d%e, N 0%e, _ 0%Vyy
dy? = 0x? 0x0y’

Bu sartta eger:

1 A
g, = Z[ax ——2(/1_'_‘“) (o, + ay)];

1 [ A 4 ]
&y _le oy 20T 1) (o, ay) ;
1
Yoy = &xy = foy
Ifadelerini yazarsak:
_ _2(+p (0x | oY

A(O-x + Gy) - A+2u (ax + 6y) (79)

Bu talep olunan sarttw. Diyelim ki, Esitik 76 ve 79’un denklemler sisteminin elastiklik
teorisini diizlem meselelerinin gerginliklerle ifade edilir.
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2.4 Gerginlik Fonksiyonu

Elastiklik teorisinin diizlem meselelerinin  her ikisinin belli, hacmi kuvvetleri g6z Oniine
alndignda ¢ok sadelesme olur. Ona gore de bu kuvvetleri gbz Oniine almiyoruz. Bu halde
gerginlik bilesenlerini bir fonksiyon ile ifade etmek miimkiin olur. Bu fonksiyonu ik defa
Eri yaptiZi igm onun adm alr ve Ermn gergmlk fonksiyonu olarak adlandmilir. Bu
gerginlik fonksiyonu elastiklik teorisi meselelerinde biiyiik rol oynar.

Eger, hacmi kuvvetleri ( X ve Y toplananlar1 ) gbz Oniine almazsak Esitlk 76 diferansiyel
denklemleri asagidaki sekli alr:

do, Ot
+

90x | 9%y _ .
ox  dy ’

Oty L 9% _ 80
dx y_ ( )

Bu denklemlerin birincisine esasen demek olur ki, dyle bir ¢,(x,y) fonksiyonu var Ki,
onun X ve y* ye gore tiirevleri asagidaki gibi olur:

001 (xy) _
ax xy

dp, (xy) _
oy = o, (81)

Bu ifadeleri Esitlik 80 sistemindeki birinci denklemlerde vyerine yazarsak, denklem
tamamlanr. Esithk 81 denklemlerinin ikincisine esasen deniebilir ki, dyle bir ¢, (x,y)

Fonksiyonu var ki, onun x ve y ye gore hususi tiirevleri asagidaki ifadelere esit olsun:

0Py () _
ox ¥y’
A, (xy) _
—Zay = —Tyy (82)

Bu ifadeleri Esitlk 80 sistemine dahil olan ikinci denklemde yerine yazsak denklem

tamamlanr. Eger Esitk 81 ve 82 ifadelerinde 7,, gerginlk bilesenlerinin ifadelerini

birebir birlestirirsek burada ¢, (x,y) ve ¢,(x,y) fonksiyonlar1 i¢in bdyle bir sart ortaya
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cikar:

99, (xy) _ 99, (xy)
dx - ay (83)

Bu ifadeye esas boyle bir sonuca geliriz ki, 6yle bir F(x,y) Fonksiyonu var ki, onun X ve y
ye gore hususi tiirevleri uygun olarak ¢, (x,y) ve ¢, (x,y) fonksiyonuna esit olur:

OF
P xy) = 2 ;
oF
9, (1, y) =~ ; (84)

Bu ifadeleri FEsitik 81 ve 82°de gboz Oniine alsak gergnlik bilesenleri icin asagidaki

denklemleri yazariz:

_ 9%F | __9%F
O = ay? 4 Uy T 9x2
d%F
= 85
Xy axdy ( )

Bu ifadeleri ik defa 1862 yilda Eri buldugu i¢in fonksiyon erinin gerginlk fonksiyonu
olarak bilinir. Yer degistirme bilesenlerini (u ve ) Ugiincii dereceye kadar tiirevleri
kesilmez oldugu i¢in Esitk 78 ifadelerini esasen gerginlk bilesenleri o, o, Ve 7,, bir
kesin ( bir kiymetl) fonksiyonlar olup, ikinci dereceye kadar kesilmez olmahdirlar. Onda
Esitik 77 ifadelerine esasen F(x,y) gergnlik fonksiyonu i¢in dordiincli dereceye kadar
tirevleri kesimez olmahdr ve kendi de ikinci dereceden tiirevinden baslayarak biitiin
bolgede bir kesin kiymete sahip olmalidr.

Diger taraftan Esitlik 85ifadeleri ile belli edilen o, o, ve 7,, gergmnlik bilesenleri Esitlik
77 diferansiyel denklemlerini karsilarsa da, Oyle demek olmaz ki, yapilan gerginlik
bilesenleri ger¢ek deformasyonlara uygundur. Bunu i¢in yapilan gerginlk bilesenleri
yukarida gosterilen deformasyonlarm beraberlik sarti olan Esitlik 59’un denklemi:

A(ax + ay) =0 (86)

Kargilamalidr. Eger Esitlik 85 ifadelerine esasen:
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9%’F  8°%F
+o0, =— =

0, =TS+ IT=AF (87)

Oldugunu g6z oniine alrsak Esitlik 86 asagidaki denkleme getirilir:

AAF =0

Veya

o*F d*F d*F

axt T 2axz0yr Ty = O (%)

Bu denklem biharmonik denklem olarak adlandmlr ve onu harici ¢6zimii biharmonik
fonksiyon olur. Esitik 88 ifadelerinn  mevcutluyu ik defa Maksvell tarafindan
gosterilmistir.  Gerginlik fonksiyonlar1 yapildiktan sonra Esitk 85 ifadeleri vesilesi ile
gerginlik bilesenleri yapilr. Goriildiigli gibi gerginlk fonksiyonu biharmonik fonksiyonu
olup ikinci dereceden tiirevlerinden baslayarak o biitlin se¢cim birligi (bir manal) olmahdr.
Bagka bir degisle gergmlik fonksiyonu F bakilan cisim gerginlk vazyetini tam net bell
etmek icin onun biharmonik fonksiyon olmasi yeterlidir. Gergnlik fonksiyonu F(x,y)
bilerek u ve ¥ yer degistirme bilesenleri Esitlik 77 ifadesine esasen asagidaki gibi belli
olur (bu ifadeleri ik defa Lyavi almistir).

Oncelikle Esitlik 85 ifadelerini Esitlik 77’de gdz 6niine alrsak yazabiliriz ki:

d d%F

_ou 99,
9_6x+ay, (89)

99 d%F
A0 + 2[1,5 = 9xdy

Buradan uygun olarak asagidaki ifadeler alnir:

ou  0%F p)

1 ax  9y?  2(A+w) AF;

99 _ 9*F 2

ay  ax2 20+ AF;

(90)

Bu sonuncu ifadeleri bir swra matematiksel g¢evirmelerden sonra (integrallersek, Kosi-
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Riman sartmi karsilayan p ve q Fonksiyonlar1 dahil etmekle) alriz:

2(A+2uw)
A+ P
OF | 2(A+2u) |

2‘[“9:_5-}_ A+ a;

_ _09F
2uu = 6x+

(91)

p ve q Fonksiyonlart:

d 7] 1

=2 = AF;

0x ady 4

dp _ 9q

2, (92)

Sartlarmda yapilrr.
2.5 Kolosov-Musxelisvilinin Kompleks Potansiyelleri

Malumdur ki her hangi F(x,y) biharmonik fonksiyonu z = x + vy kompleks degisenin iki
fonksiyonun toplamu seklinde gosterilir. Elastiklik teorisnin diizlem meselelerinin hallerini
kompleks degiskenlerle ifade edimesi bu meselelerin efektif hallerine biiyik Onem
verimistr. Ik  defa  olarak  biharmonik  fonksiyonun iki kompleks  degisken
fonksiyonlarmm toplanu seklinde verimesini Qurs gOstermistir. Ancak elastiklik teorisi
meselelermin  aym fonksiyonlarm yardmu ile ¢oziim metodu ik defa Q.M.Kolosov ve
N.I.Musxelivi vermislerdir.

Qursa gore her hangi biharmonik F fonksiyonu:

F =R, [Zop(z) + x(2)] (93)
Seklinde belli olur. Burada R, sembolii parantez ifadenin gergek hissesinin gotiirtildiigiini
gosterir. Eger gbz Oniine alsak ki, Z = x — iy gibidir, burada Esitk 93 ifadesini boyle

yazabiliriz:

2F = 29(2) + zp(2) + x(2) + x(2) (94)

Burada Z = x + iy ve Z = x — iy olduklarindan hususi tiirevleri igin:
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2-i3+id) 6

Olur. Burada Esitlk 94 hususi tiirevleri bu sekli alr:

2 Z—i = @(2) + 290 (2) + 9(2) + z9'(2) + X' (2) + X' (2)
2 Z_i = i[—p(2) + 29" (2) + ¢(2) — z¢'(2) + X'(2) — X' (2)] (96)

Simdi eger bu ifadelerin birincisine x’e gore, ikincisini de y’e gore diferansiyel alsak ve

sonuglar1 toplasak soyle olur:
AF = 2[¢"(2) + ¢'(2)] = 4R,[¢"(2)] (97)

Burada goriiliyor ki, AF harmonik fonksiyondur. Biharmonik F fonksiyonunu belli
ettikten sonra yer degisme ve gergmlk bilesenlerini de kompleks degisenlerle ifade
edebiliriz. Dogrudan da eger Esitik 91 ifadelerinden ikincisini i ile c¢arpip birincisi ile

toplarsak:
2u(u+i9) = — g—i + iZ—i] +—2(ﬁiﬂ) o(z) (98)

Burada ¢(z) = p+ iq oldugu goz oniine almr. Eger bu Esitlk 98 ifadesinde, Esitlik 96
ifadesini g6z Oniine alrsak asagidaki denklemi yazabiliriz:

2u(u +i9) = se.p(2) — ze'(z) — Y(z) (99)
Bu ifadelerden bdyle bir sonuca varmak miimk{indiir:

_ A+3u

e =" = 3—4v (100)

sadelesmesi yapilr. Genellesmis diizlem gerginlk durumu igin A yerine A* getirildigi i¢in
(Esitlik 75 ifadesine) Esitlik 100 ifadesi boyle olur:
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pet =AM _ 3w (101)

A +u 1+v
Agiktrr ki, hep ae > 1; ae* > 1. Simdi de gerginlk bilesenlerinin ¢(z) ve ¥ (z) kompleks

degisen fonksiyonlarla ifadelerini alriz. Bunun icin Esitik 85 ifadelerini Esitlk 60 yiizey

sartma yazsak:

2 2
X, = o,.cos(n,x) + Tyy cos(n,y) = cos(n x) — —cos(n y)

9xdy
Y, = 1,,.cos(n,x) + g,.cos(n,y) = cos(n y) — —cos(n x) (102)
Bu ifadelerde;

cos(n,x) = cos(t,y) = %

cos(n,y) = —cos(t,x) = —Z—: (103)

Oldugunu g6z oniine alsak, alriz (burada t pozitif yondedir):
— 4 (2F).
Xn = ds (ay) !
]
he=—5(G) (104

Ve ya kompleks seklinde yazarsak asagidaki ifadeleri elde ederiz:

_d 9F | .9F| _ . d [9F , .0F
X + Y = — 5 la] = . [0x lay (105)
Bu denklemde (96) gbz Oniine almirsa:
[X, + iY,].ds = —id[p(2) + zp(2) + ¥ (2)] (106)
Eger ds eleman1 oy istikametine ydnelirse:
ds =dy; dz = idy ;
dz = —idy (107)
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Xy =0y;

Burada Esitlik 106 ifadesi asagidaki sekli ahr:

Ox + i'Txy = (pl(z) + gol(z) - Z(p”(Z) - IPL(Z) ) (108)

Simdi de ds eleman1 ox istikametine yonelirsek:

dz = dx (109)

Oldugu icin Esitlik 106 bu sekli alr (6nce iile carptik):

Oy — 1. Ty, = 0'(2) + ' (2) + 29" (2) + P'(2) ; (110)
Bu Esitk 108 ve 109 formiilleri gerginlk bilesenlerinin kompleks degisken fonksiyonlarla

ifadeleridir. Bu denklemlerin daha sade sekilde de ifade edebiliriz. Boyle ki, Esitlk 108 ve
110 ifadelerini taraf tarafa toplarsak ve ¢ikarwsak soyle olur:

o, + 0, = 2[¢"(2) + ¢'(2)]| = 4R,[¢'(2)];
0y — 0y, + 2it,, = 2[2¢"(2) + ' (2)] (111)

Bu ifadelerde eger;

P (2) = ¢'(2)
Y(2) =y'(2) (112)

Esitlik 111 asagidaki sekli alr:

o, + 0, = 2[@(2) + (2)] = 4R, [P (2)];
oy — 0y, +2iT,, = 2[z2P(z) + P(2)] (113)
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Her iki Esitik 111 ve 113 ifadelerini de ilk defa Q.V.Kolosov tarafindan bulunmustur.
Simdi de cismin her hangi AB egrisinin n normalinin pozitif yon tarafindan etki eden
kuvvetlerin bas vektorinin (R) ve aym kuvvetlerin koordinat baslangicma nazaran bas
momentinin  (M,) kompleks degisken fonksiyonlarla ifadelerini belli edelim. Eger bas
vektoriin (R) oklar lizerinde toplananlarm uygun olarak X ve Y ile isaret etsek Esitlk 105
ifadesine esasen yazabiliriz (kayit etmek lazimdr ki, simdi X ve Y hacmi kuvvetlerin ifade
etmez, ¢iinkli hacmi kuvvetlerin sifir oldugunu kabul etmistik):

. . [oF | .d . ——
X+iYy = fAB(Xn +iY,)ds = —i i + l%]ﬁ == —i[p(2) + zp(2) +
V()] (114)
Burada [ ]ﬁ sembolii, parantez i¢indeki ifadenin AB dogrusu lizerinde A-dan B-ye

dogru yer degistrme zamannda aldig artisi gosterir. Eger A noktasmm fikir edilmis
hesabmi yapsak ve B noktasmm ise degisen kabul etsek Esitlk 114 ifadesini asagidaki gibi
yazabiliriz:

e y) = [0(2) + 2@ + P ()| =
=i [ (X, +i¥,)ds = i[X +iY] + const (115)

Goriildiigli gibi bag vektor AB yaymda asih degl, ta ki, bu yay bakilan cismn S
bolgesinden kenara ¢kmus olmasm. Simdi de bas momentinin (M,) ifadesini bulahm. AB

yaymmn poztif yoniinde etki eden kuvvetlerin koordinat baslangicma nazaran bas momenti

bu sekilde belli olur:

M, = [, X, +.xY,) (116)

Eger bu ifadede Esitlik 104’{in denklemlerini géz oOniine alirsak asagidaki esitligi buluruz:
=1, [xd + d— (117)

Bu ifadenin integrali ( bolge-bolge integral) asagidaki sonucu verir:
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— _[,9 4 ,9F]B oF oF
M, = [xax+xax]A+fAB [axdx+aydy] (118)

Ve ya sag taraftaki sonuncu toplananmn tam diferansiyel oldugu goz Oniine ahlrsak, FEsitlik
118 ifadesi su sekli alr:

M, =—[xZE+xZ|5 4 [F]5 (119)
aF aF _ F , .0F
Xa+}7£—Re [Z(a*‘la)] (120)

Oldugunu ve Esitlik 93’in denklemine esasen:

F=R,[Zp(z) + X(2)]

Oldugunu g6z oniine alrsak, sonug itibariyle bas moment icin bdyle bir ifade ahriz:

M, =R [X(2) - 2¢(2) — 2.2.9"(2)]" (121)

Bu ifadeyi ik defa N..Musxelisvili bulmustur. Simdi de 6nceden verilen gerginlk ve ya
yer degistirme bilesenlerine gore ¢(z) ve Y(z) fonksiyonlarmm ne derece de belli olucag

meselesine bakalm.

Elastik cismin denge hali durumunda o,,0, Ve t,, gerginlik bilesenleri le ®(z) ve ¥(z)
kompleks degisken fonksiyonlar arasmda Esitik 111, 112 ve 113 baglar vardr. Verilen

o,,0, Ve 1, gergnlk bilesenleri ile baska bir ¢,(z) ve Y,(z2) (P,(2) ve ¥, (2) )

y Xy

fonksiyonlar1 arasmda da asagidaki baghliklar vardir:

o, + 0, = 4R,[®,(2)]
o, — 0, + 2it,, =2[2.0,'(2) + ¥,(2)]
0,(2) = [P, (2)dz (122)

U, (2) = j W, () dz

Sonuncu ifadelere dahil olan ¢, (z), P,(2), ®,(z) ve W,(z) fonksiyonlar ile Esitlk 111
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ve 113 ifadelerindeki ¢(z),y(2),®(z) ve W(z) fonksiyonlar1 arasmdaki farklara bakalim.
Eger Esitlk 113 sistemin birinci ifadesi ile Esitlk 122 sistemin birincisi ile karsilastrma
yapsak goriiriiz ki, ®@,(z) ve ¢,(z) fonksiyonlarmmn ger¢ek bolimleri aynidir, yani onlarm
yalniz hayali hisseleri farklarini belirler. Boylelikle yazlabilir ki:

P, (z2)=d(2)+i.C (123)

Burada C herhangi gercek sabitti. Onda Esitk 111 ve 121’in sistemlerindeki ifadelere

esasen alriz:

0, (D)= +i.C.z+y,
U, (2 =92+ 7, (124)

Burada y, = a,+i.8, ve vy, =a,+i.f, kompleks adetleridir. Aym zamanda Esitlik
Esitik 111 sistemin ikinci ifadesi ile 112 sisteminin ikinci ifadesinin karsilastrmadan
alnz ki

Vy(2) =9 (2) (125)

A X
—

Sekil 2. 1: A ve B yaymin x ve y koordinatlarindaki harici kuvvet etkileri.
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Sekil 2. 2: L konturlarinin rastgele n kuvvet alanlarindaki halleri.

Boylelikle verilen gerginlk durumuna gore W(z) fonksiyonu tamamen belli olur, ®(z)
fonksiyonu ise iC toplanan kadar netlikle belli olur, ¢(z) fonsiyonu i.C.z +y; netligi il
nihayet ¢ (z) fonksiyonu ise y, komplesk sabiti kadar netlikle belli olur. Bu anlatilanlarm

tersine de demek olur, yani eger biz ¢(z) fonksiyonu yerine:

p(z) +iCz+y, (126)

Gotiiriirsek, hem de ¢(z) fonksiyonu yerine:

o(z2)+y, (127)

Getirsek cismin gerginlk durumu degismez. Bu halde ®(z) fonksiyonu ®(z) = ¢'(2)
oldugunda ®(z) + iC olur, ancak W (z) fonksiyonu degismez.
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Simdi de gostermek gerekir ki u ve 9 yer degistirme bilesenleri verildigi halde ¢ (z),y(z),
®(z) ve W(z) fonksiyonlarmm segilmesinde ne derece de serbestlk meveuttur. Biliriz ki u
ve U yer degisme bilesenleri gerginlk bilesenlerini tamamen belli eder. Ona gore de yer
degistrme  bilesenleri  verilen @(z) ve Y(z) fonksiyonlarmm Esitlk 126 ve 127
yerlerinden farkh yere koyamayrz. Yukarida gosterilen Esitlk 126 ve 127 yerleri Esitlik 99
ifadesini (yani u ve 9 yer degisme bilesenlerinin ifadesini) ne derecede karsiladigma
bakilr. Esitk 126 ve 127 yerlerinde Esitlik 99 yerine yazsak 2u(u + i9) Ifadesi 2u(u, +
iY,) ifadesine gecer:

2u(u,+ ;) = 2u(u+i9) + (1 + 9e).iCz +ve.y; — v, (128)

Bu ifadelerden goriilir ki, eger analitik fonksiyonlar i¢in Esitik 126 ve 127 belirlemeler

edilirse, yer degistirme bilesenlerinin yer degismemesi i¢in mutlak:

C=0;, oaey,—V (129)

Sart1 saglanmahdr. Burada goriilir ki u ve 9 Yer degistirme bilesenleri verildigi halde C,
y, Ve y, Sabitleri keyfi olarak goriilmeyebilir, , y; Ve y, sabitlerinden yalnizca birnin
keyfi olarak gorebiliriz. Gergmlik bilesenleri veridigi halde C, y, Ve y, sabitlermi Oyle

secmeliyiz Ki:

@(z,) = 0;
lim ¢'(z,) = 0; (130)

l/J(Zo) =0;

Sartlar1 saglansin.

Burada z, bolgesi fikir edimis noktadwr. Eger yer degistirme bilesenleri verilirse burada y,

Ve y,sabitlerini dyle se¢meliyiz ki:

@(0) =0veyay(0)=0 (131)

Sartt saglansm. Bu sartlardan herhangi biri ¢@(z) Ve ¥(z) Analitik fonksiyonlar il
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tamamen fikir edilir. Boylelkle eger deformasyona ugrayan cisim ortak bolgeye sahip
olursa ¢(z) ve (z) fonksiyonlart aym bolgede belirgin fonksiyonlar olur. Bu halde
bolgenin her hangi AB yayma etki eden kuvvetlerin bag vektorii ve bas momenti Esitlik
114 ve 121 ifadelerine esasen sifir olurlar. Bakilan cisim ¢ok bdlgeye sahip oldugunda
@(z) ve Y(z) fonksiyonlar1 belirgin olmayabililer. Onceden sonlu bélgeler de @(z) ve
Y(z) fonksiyonlarmm O6zelliklerini arastrdik. Bakilan cisim bolgesi ¢ok genis oldugundan
bu bolgelern konturlann Ly, L,,...,L, il isaret edelim, boyle ki, L,yerde kalan tim
konturlar1 kapsar (Sekil 7). L, konturlar dahilinde keyfi noktalarm gbsterimini z,, ile isaret
edelim: k =1,2,..,n. Aydindr ki, gerginlk bilesenleri bakilan bolgede fiziki olarak ayni
olmalidirlar. Ona gore de Esitlik 92 ifadesine esasen:

o, + 0, = 4R, [P(2)]

Esitliginin sag tarafinda duran &®(z) fonksiyonunun her gergcek bdlgeleri de aym olmahdir.
Ancak hayali bolge ¢ok degerli olur. Bdyle ki, bakilan bdlgenin herhangi L, kontorunu
kapsayan L% Kkonturunu saat akrebi hareketin tersine bir defa devir ederse, ®(z)
fonksiyonunun hayali bolgesi herhangi iBjartmu alr (ve ya B, = 2mA, gbi goriirsek,
artim 2miA,, olur). Simdi de boyle bir fonksiyonu gdzden gecirelim:

©*(2) = D(2) — Npoy Ay In(z — 2,) (132)

L, konturunu bir defa devir ettikge In(z— z,) ifadesi 2mi artmu olur, yani 4, In(z —
z, ifadesi sonu¢ itbartyla 2mid, artmm alr. Kalan smrlar kendi yerinde durur (yani
onceki degerini alr). Netice itbari ile ®*(z) fonksiyonu istenilen konturun {izerinde devir
ettikce oOnceki degerinde kalr. Baska sozle @*(z) fonksiyonu holomorf fonksiyonudur.
Esitlik 112 ifadesinden:

O (z) =d(2) + X7 A, In(z— zp) (133)

Sonra (112) ifadesine esasen;

p(z) = fzd)(z) dz + const

Zo
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Olur. Burada (133) ifadesini goz Oniine alrsak, asagidaki esitligi buluruz:

p(z) = fZCD(z) dz + const

Zo

=YA4, [(z=2).In(z—2z,) - (z—z)] + fzzo ®,(z)dz + const (134)

Burada z, bakilan ¢ok amagh S bolgesinin her hangi fikir edilen noktasidir. Ancak Esitlik
134 ifadesindeki:

fZCD*(Z) dz;

Zo

Integral kompleks degisken fonksiyonu oldugu igin her hangi L, konturunu bir defa devir
ettikce 2miC, artmu olur. Ona gore de yazabiliriz ki (Esitlik 133 ifadesine analoji olarak):

fZZ ®,.(2)dz = Y-, C,In(z — z;,) + net olmayan islev (135)
0

Eger Esitlk 135 ifadesini Esitlk 134 ifadesinde g6z oniine alsak, benzer oranlar (mesela
A, In(z—z,)veya C,In(z — z,) gibi oranlar) toplanrsa yazariz ki

¢(2) = 2. 251 Ay In(z — 2;)) + Xi= 1 v, In(z — 2) + ¢.(2) (136)
Burada y, kompleks sabitidir, ¢,(z) bakian S bolgesinde holomorf fonksiyonudur. Simdi

eger Esitlk 113 ifadesinde ki ikinci esitligi gbz Oniine alsak orda W(z) fonksiyonu
holomorf oldugunu biliriz. Burada W(z) fonksiyonu icin:

W) = [ W)z
Integraline esasen (135)’e analoji olarak boyle bir ifade yazabiliriz:

Y(z) = [Y(2)dz= 2y} . In(z—z,)+ ¢, (2) (137)
Burada y; kompleks sabitidir, 1, (z) bakilan S bdlgesinde holomorf fonksiyonudur. Aym
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kural ile (Esitlik 135, 134 ve 135 ifadeleri gibi):

x(z) =jW(z)dz;

Fonksiyonu i¢in:

x(z2)=z.2yt . In(z—2z,) +Xy¢ . .In(z—2z,) +x,(2) (138)
Burada y™ kompleks sabitidir, x,(z) holomorf fonksiyonudur. Analitik ¢(z) ve ¥ (z)
fonksiyonlar1 i¢in alman Esitik 136 ve 137 ifadelerini Esitlk 99’un denkleminde yerine

yazsak:

2ulu + 9] L= 2mi[(1+4 9e).z. A, + ve.y, + Vil (139)

Burada [u + i9] 3 sembolii, parantez i¢indeki ifadenin L) konturunu saat yOniiniin tersine

bir defa devir edince aldigi artmm gosterir. Boylelikle yer degistirmelerin aym olmalari
sart1 saglanmas1 i¢in asagidaki esitlikler olmalidir:

A,=0; ey, + Vi (140)
Y, Ve vy, Kkompleks sabitlerinin L, konturlarmm harici n normali tarafindan etki eden

kuvvetlern bas vektorii (X,,Y,) \vesilesiyle belli olur. Dogrudan da Esitlk 114’{n
denklemini kapah L% konturu icin asagidaki sekilde yazilir:

X + 1Y, = —i[o(2) + z¢'(2) + Y(2)]

L‘k;
Esitlik 136 ve 137 ifadelerini ele alsak, sonucta boyle bir esitlk ortaya cikar:
X+ Y, =-2n(y, — %) (141)

Goriildigii gibi bas vektdor (X,,Y,) bolgesinin L% secilmesine bagh degildir. Boylelikle
Esitlik 140 ve 141 ifadelerine esasen y, Ve y; sabitleri icin boyle denklemler yazlir:
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Ye = 2m(1+ 0e)’
T ae(Xk+iYk) .
Ve = 2m(140e) ’ (142)

Boylelikle ¢(z) ve y(z) fonksiyonlar1 ¢ok noktah sonlu S bolgesi icin asagidaki ifadelerle
belli olur:

0(2) = 0.(2) — 5 o5 ThaalXy + 1Y ] In( (2 - 2) (143)
¥(2) = 1, (2) + ——— ¢, [X, — i%,].In((z — z,) (144)

2 (1+ 0e) <k

Bu denklemler bakilan S bolgesinin her hangi sonlu bdlgesi i¢cin de dogrudur. Simdi de

@(z) ve P(z) fonksiyonlari sonsuz ¢ok noktall bolgede alacagi ifadeleri belli eden (mesela
sonlu sayida kavisli deliklere sahip sonsuz diizlem bolgesidir). Eger onceki baktigmz S

bolgesinin L, konturu sonsuz kadar ise sonsuz bolge g6z Oniine almir.

Eger merkezi koordmat baslangicma yerlesen yeterl kadar biiyik Radwuslu L, ¢evresini
cikarsak onda biitiin L, konturlart bu g¢evrenin dahilinde yerlesecektir. Boyle halde L,
cevresi haricinde yerlesen z noktasi i¢in:

|z| > |z, [;

Olur. Burada In(z — z,,) ifadesi bu hale gelir:

In(z—2z,)=Inz+In (1—ZZ—")=an—ZZ—"—1.(z—")2+--- (145)

2 z

=1Inz + qolomorf fonksiyonu

Bu ifade de Esitlik 143 ve 144 denklemlerini g6z oniine alrsak:

_ _X+iy
¢(Z) = P (2) 2m (1+ se)
V(@) = (D) + 5 s Inz (146)
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Buada X =Xp_,X,, Y =2XF_,V, bitin L, konturlarma etki eden kuvvetlerin bas
vektoridir. ¢,,(z) ve ,,(z) ¢ok biyik c¢ekilen L, gevresinden kenardaki holomorf
fonksiyonlaridr. Kaytt etmek lazmdr ki, L, g¢evresi kenarmda holomorf olan ¢,,(z) ve
1., (2) fonksiyonlar1 Loran teoremine esasen boyle gosterilirler:

0, (z2) =X %a,z™;

V.. (2) = XIZ b 2™ (147)

Bu Esitk 147 swralarmn onceden Esitlk 146 ve alman sonu¢ ifadesini ise Esithik 111°de
yerine yazp, gergnlik bilesenlerinin sonsuzlukta smrh olduklarmi gbz Oniine alsak ¢(z)
ve Y (z) fonksiyonlar1 igin boyle ifadeler yazabiliriz:

X+iYy

0(z) =@y(2) +T.z — 27T(Hx).lnz
Y(2) =y, (2) + Tz +x. 2:(_12;) Inz (148)

Burada I' ve I'* kompleks sabitleri olup |z| sonsuzluga yaklastignda Esitlk 111 ifadesinin
aldig1 degere esasen yapilir. Boyle ki |z| — oo oldugunda:

lim[o, + 0, = 4.R,T;

lim [ay -0, + ZiTxy] = 2T (149)

Eger sonsuzlukta bas gerginliklerin degerleri 0,° = N; ve 0,° = N, olarak kabul edersek T

ve I'' sabitleri i¢in boyle ifadeler ortaya ¢ikar:

1/ o . 1
R ==(0° +0,°) =[N+ N,]

T4

[t= =[N, +N,]. e~ (150)
Burada a agis1 N, gerginlifi yonlerindeki bas okla ox okunun ortaya ¢ikardigi acdr (N, ve

N, yonleri arasmdaki a¢1 bilindigi gibi g’ye esittir). Esitlik 148 ifadelerine dahil olan ¢, (z)

ve Y, (z) fonksiyonlar1 L ¢cevresinin kenarmdaki holomorf fonksiyonlaridir.
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Malumdur ki, bu fonksiyonlar L, cevresinin kenarmda boyle bir sira seklinde goriiliir:

0o (2) = g+ + 2+ -

Z

- by P2y .
Yo(2) = by +++2+ (151)

Goriildugii gibi Esitlk 111 ¢,(z) ve ,(z) holomorf fonksiyonlarmda dahil olan a, ve b,
katsayllart gerginlk durumuna hig etki etmezler, buna gdére de bu katsayiar sifir kabul

ederiz:

Buna gore de I' katsayisinin hayali bolgesinde hep sifir olur:
ImI' = 0;

©o(z) Ve P,(z) fonksiyonlarmmn sonsuz ¢ok iletisimli bolgeler icin yazilan Esitlk 149
ifadelerine esasen, yer degisime bilesenlernin (u,¥) sonsuzlukta alacagi degerler su
sekilde olur (Esitlik 99’un denklemine esasen):

X+iy
"2 (1+0e)

+(oel = TY).z—Tlz" + - (152)

2u(u +i9) = —oe .In(z.2)

Burada |z| noktalan sonsuzluga yaklastikga kalan degerleri alabilecegi smr degerlerini
gosterir. Esitlk 152 ifadesinden goriilir ki, yer degistime sonsuzlukta smir degerlerini
almazlar. Yer degistirme bilesenlerinin sonsuzlukta smr degerleri almasi i¢in asagidaki
sartlar gereklidir:

X=Y=0, TI'=I'=0 (153)

Yani bolgenin biitin  konturlarma etki eden kuvvetlerin bas vektorii ve gergmlikleri
sonsuzlukta sifir olmaldr. Eger sonsuzlukta gerginlkler sifir olup (yani o0,° =0, 0,° =
0), bas vektor ise stfirdan farkh olursa (yani X # 0, Y # 0) burda yine de yer degistirmeler
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arta bilir, ¢tinkii Esitik 152 ifadesine dahil olan In(z.Z) ¢arpmu In(z.2) = 2Inr gibi olur,
yani r artigmda In(z.zZ) carpmmnda artar. Bunu da kayt etmek lazmdr ki, elastiklik
teorisinin - diizlem meselelerin genel hali yukarda gosterilen ¢,(z) ve ,(z) analitik

fonksiyonlarda ifade edildiginde yaptigmiz gergnlk (o, 0,,,,)

ve yer degistirme (u,d)
bilesenleri de analitik fonksiyonlardwr. Buna gore de soyle bir sonug¢ c¢ikarmak olur ki, eger
cisim her hangi sonsuz kiicikk hissesinde higbir gerginlk ve yer degistirme olmasa (yani
cisim dogal durumda olursa) burada o cisim biitiin olarak hig¢ bir gergmlie ve yer
degistrmeye maruz kalmaz. Hakikaten de eger S bolgesinn bir hissesinde o, =0, =
T,y =0 olsa, burada bu gerginliklerin Esitk 111 ifadelerini dahil olan analitik ¢,(z) ve
Y, (z) fonksiyonlar bolgenin bir hissesi sifir, diger hissesi ise sifirdan farkh olamaz. Yani

biitiin S bolgesinde stfirdan farkh olmalidir.

Simdi de ¢,(z) ve ,(z) analitik fonksiyonlarm koordinat sistemlerinin degismesinde
kendilerinin ne yaptklarma bakalm. Eger xoy koordinat sitemi yeni bir x,0,y, koordinat

sistemine gecer ise burada koordinat baslangic1 yeni sistemde:

Zog =X+ 1Y,
Gibi olur.

Diger taraftan yeni sistemin her hangi bir noktasmin koordinatt x, ve y, olur.

Boylelikle yazabiliriz ki:

z=x+1iy, z;=x,+1y;;, z,=2z+2,

Koordinat baglangicin1 degistirmekle gerginlik durumunun degismediginden:

o, + 0, = 4R, [P (2)]

o, — 0, +2m,, = 2[20'(2) + ¥ (2)]

Ifadesine esasen (154)
D(z2) =D,(z) =D,(z— 2p)

Y(z) =¥, (z— z,) — Z,. P, (z— z,)

Olur. Boylelikle asagidaki fonksiyonlar i¢in (yani x,0,y, sisteminde) bu ifadeleri alrz:
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o) = | @)z
Y(2) = [W(2)dz (155)

©0(z) = ¢, (z - z,)
Y(2) =, (2 —z,) — Z5. 91 (z — z,)

Buradan bilinir ki, ¢(z) fonksiyonu yeni olan koordinat sistemine gore degismezdir, ancak
Y(z) fonksiyonu ise degisir, yeni koordinat baglangic1 yerine z, = z + z, getirmekle ¥ (z)
fonksiyonu W,(z,) fonksiyonuna doniismez. Eger x ve y oklar1 koordinat baslangici ile
degismedikce, O noktasi tarafinda her hangi a agisi kadar dondiiginde bakilan ¢,(z) ve
Y, (z) fonksiyonlarin degismeleri bakalm:

X =x,c0sa+y,sina

X = x,sina +y, cosa

x+iy=(x; +iy)e

— ia. — —ia
z=1z;.e"% z,=12ze

Olur. Burada:

d(z) = Cbl(z.e'i“);
Y(z) = ¥, (z.e71%).272%a (156)

Olurlar. Boylelikle ¢(z)ve (z) fonksiyonlar1 yeni x,0,y, Sisteminde:

@(2) = @, (z.e7*).e™@
Y(z) = P, (z.e7@). 272 (157)

Seklinde olurlar. Bu Esitlik 157 ifadesinin sonuncusunu integrallersek:
x(2) = j U(z) = x,.(z.e79);

Sonucunu alriz. Biitlin Esithk 154 ve 157 ifadelerini almmasmda gerginlk durumuna etki
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etmeyen integral sabitlerini g6z oniine alnmaz.

Ay

Sekil 2. 3: Polyar koordinat iizerindeki M noktast.

Birgok hallerde cisim gerginlk ve yer degistirme bilesenlerini polyar koordinatlarla ifade
etmek daha elverigh oluwr. Ona gore de o,,0,,7,, gergnlk bilesenlerini ve dnceden u ve
Y yer degistrme bilesenlerini polyar koordmat siteminde ifadelerini yazariz. Eger xoy
sisteminin koordinat baslangicmi polyus kabul edersek burada oxu polyar ox gibi kabul
edebiliriz. Eger r ve 8 polyar koordinatlar olsa, diizlem lizerinde her hangi M(x,y) boyle
olur (Sekil 2.3):
z=x+iy=re"

Analitik  geometrinin  bilinen formiillerine esasen yer degistirme Dbilesenlerinin - polyar
koordinatlarla ifadeleri asagidaki gibi olur (yer degistirme bilesenlerini polyar koordnatlar

lizerinde toplananlar1 u,. ve u, ile isaret edelim):
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U =1u,cosf —uysinf
Y =u,sinf — uycosb
Burada;

u+ i = (u, +iug)e’
Veya,

u, +iug = (u+id)e
Boylelikle Esitlik 99 ifadesi polyar koordinat sisteminde asagidaki sekli alr:
2u(u, + i9y) = [ae. p(z) — z9p'(z) — Y(z) ]e‘w (158)

Bu denkleme esasen u, ve ugy yer degistirme bilesenlerini yaparken, z kompleks degisenin
verine  z=r.e"® yazp sag tarafa da hakiki ve hayali bolimlerini ayrriz. Gerginlik
bilesenlerini o, 0y, T,,, polyar koordinat sisteminde dekart koordinat sisteminde oldugu
gibi kalr. Buna gore de Esitk 111 ifadeleri polyar koordinat sisteminde asagidaki gibi

yazilir:

0, + 0y = 4R, [D(2)]
0, — 0y + 21,5 = 2[2D'(2) + P (2)]e?® (159)

Bu ifadelerin yardmu ile asagidaki denklemi elde edebiliriz:
0, — i1,y = D(2) + D(2) — e?9.[2d"(2) + ¥(2)] (160)

Bu ifade r =const olan ¢evre Kkavisi tizerinde merkezin ters tarafindan etki eden
gergmligin  ifadesidir. Simdi  de elastiklk teorismin diizlem meselelermin esas smir
meselelerini kayt edelim. Uc 6lgiilii miihiit icin denilen i¢ smr meseleleri iki 6lciilii miihiit
icin de gegerlidir. Boyle ki:
e Birinci smr meselesi (mesele 1) = Bakilan S bolgenin L Kkonturuna etki eden
harici gerginliklere (kuvvetlere) esasen cismin elastik denge halinin yapilmasi.
e Ikinci smr meselesi (mesele 2) = Baklan S bolgenin L konturunda Ki

noktalarin yer degistirmelerini bilerek cismin elastiklik durumunun yapimasi.

e FEsas kargk mesele = Cismin S bolgenin L konturunun bir bokimiinde
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gergmlikler (kuvvetler), diger hissesinde ise yer degistirmeler verildigi halde

hemen cismin elastiklik denge durumunun belli olmasi.

Onceki arastrmalara esasen diyebiliriz ki, eger S bolgesi sonsuz bolgelerde ise mesele 1
icin gergnlk bilesenleri sonsuzlukta belli olmahdir, bu da demektir ki, Esitlk 150°de R,
ve T sabitleri verilmelidir. Ikinci esas meselede efer S bolgesi sonsuz bolgedir ise burada
Esitlik 152’a dayanarak sonsuzluga:

L ILX; Y

Belli olmahdr, yani sonsuzlukta gergmliklerle beraber, bas vektorde de (X,Y)
verilmelidir. Yukarida denildigi gibi elastiklik teorisinin diizlem problemlerinde gerginlik
ve yer degistirme bilesenleri ki ¢@(z) ve Y (z) analitik fonksiyonlarla ifade edilirler. Buna

gore de gosterilen her ili¢ smr meseleleri bu iki fonksiyonun yapilmasi icin gereklid ir.

Eger bakilan cismin S bolgesi sonlu bolge ise burada birinci esas smr meselesinde ¢@(z) ve

Y(z) fonksiyonlar asagidaki gibi olur:
o) +t.o' () + @) =fi; +i.f,; + C (161)

L; konturlar1 Gizerindedir. Burada Esitlik 114 ve 115 ifadelerine esasen:

S
fy+ify =i [ +ivds;
o

Her bir kontur tzerinde verilen harici kuvvetlerin bas vektorleridir. ¢@(z) ve ¥ (z)
fonksiyonlar1 Esitlk 143 ve 144 ifadeleri ile belli olurlar. Kayt etmek lazimdr ki,
Q.V.Kolosov nu Esitlik 160 smr sartlari yerine asagidaki smir sartlarmdan yararlaniriz.

&) + () —e 20 [id'(t) + ()] = N —IT (162)

Lj konturlar1 tizerindedir. Bu ifadede Lj konturlar1 tizerindedir:
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2(N—1iT) =0, —0, — (o, — o, + ZiTxy). el (163)

Esitlik 159 denklemleri gbz oniine almr. N ve T uygun olarak her bir L; konturuna etki

eden harici kuwvetlerin konturun normali ve dokunannmn iizerinde toplanrlar. Kayt etmek

lazmdr ki, bu her iki FEsithk 161 ve 162°de smr sartlarmdan sonuncusu daha uygun
sayir, c¢iinkii ®(z) ve W(z) fonksiyonlar1 hem bir ozellikli hem de ¢ok Ozellikli
bolgelerde bir degerli olurlar. Smir sartlarmdan ikinci mesele icin bu sekilde olur:

se. () + ¢'(0) — V() = 2#(91;’ + igzj) (164)

L i konturlari Gzerinde

Burada g,; = g;;(t) ve g,; = g,;(t) bakilan L; konturlari {izerinde u ve ¥ yer degistirme
bilesenlerinin verimis degerleridir. Eger bakilan S bdlgesinin sonsuz bir bolge ise, burada
Esithlk 148’ ifadelerine esasen her ii¢ smr problemlerini ¢,(z) ve ,(z) holomorf
fonksiyonlarinin bulunmasi1 gerekir.

Boyle ki, birinci smir meselesi i¢cin smir sart1 asagidaki gibi olur:

@y (1) +tpyt () +1, () = £+ if); + C; (165)

Burada;

0 1 :c0 _ . X +iY _ -
fS+ifsy = fi +ify+ Py (Int —oelnt)

X L (T -T).t—-TuE
XY L _(r=0).t-T4E (166)

2m(1+oe) ' €

Ikinci smir meselesi icin ise smr sartlar1 boyle olur:

ae. @, () —te, (t) — Y, (t) = Zu(gfj + iggj) (167)

L i konturlar1 tizerindedir. Burada:
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se(X +iY)

0 P -0 — .
Z.u(glj + lgzj) - Zlu'(glj + ngj) +m.ln(t. f) +
X+iY t = I
erae) (sel'+T).t —Tu¢ (168)

Gosterilen sonlu ve ya sonsuz bolgelerde L; konturlari iizerinde hareket dyle olmaldr ki,
biitiin hallerde S bolgesi solda kalsm. Bu Esitik 165 ve 168 ifadelerinde logaritmik
carpmmlarm konturu tam devir ettiinde aldiklar1 artim yaklasik olarak +2mi olur. Boyle ki
Int aldig artm (—2mi) olur. Inf aldig artim ise (+2mi) olur. Kendi de hep In(t.T) =
2 In|t| yazabiliriz.

Bunu da kayt etmeliyiz ki, birinci smr meselesmin bir 6zelligi de var ki, o da aktarian
@(z) ve P(z) analitik fonksiyonlarm sonlu bolgeleri igin Esitlik 161 yapiimasi sartma A ve
u elastik sabitleri dahil olmaz, yani sonlu bélgelerin gerginlik durumuna etki eden harici

kuwvetlerden belli olur, ancak malzemenin A ve u elastik sabitleri bagmli olmaz.

Cok noktah rabiteli sonlu bolgeler icin @(z) ve (z) fonksiyonlar malzemenin A ve u
elastik sabitlerine baghdr (Esitik 143 ve 144’in ifadelerine dahil olan se sabiti A ve u
elastik sabitlerine bagh olur). Ona gore de ayni bir @(z) ve Y(z) fonksiyonlar1 cesithi
malzemelerden olan cisimlerin gerginlk durumunu belli etmeleri i¢in her bir L, konturuna
etki eden harici kuvvetlerin bas vektorleri (X,; Y,) ayr ayr sifira esit olmahdr (bu ise
yukarda gosterdigimiz Esitlk 143 ve 144’in ifadelerinden de bilinir). Bunu ik defa Migell
gostermistir. Bunu da kayr etmek lazimdr ki diizlem deformasyon durumunda dinilenler
yalnz oy, o,, T,, gergnlk bilesenlerine ait edilmelidir, ¢iinkii o, gergnlk bileseni 4 ve u
kat sayilarina bagh olur (Esitlik 56 veya 61 ifadeleri).

Yeterli kadar genis sayida bolgeler i¢in elastiklik teorisinin diizlem meselelerin ¢oziimiiniin
esas metotlar1 konform inikas fonksiyonlar metodu ve Kosi tipli integral metodudur.
Kompleks degiseninin z = x + iy diizleminde sonlu ve ya sonsuz bir noktalh S bdlgesinin
|€] < 1 (veya |é| > 1) birim ¢evre etrafina bir noktali karsihgi inikas ettirici fonksiyonu:

z=w(§) (169)

Gibi olur. Malumdur ki, sonlu bolgelerde w(0) =0 ve sonsuz bolgelerde ise w(o) =0
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olur. Burada z ve & kompleks degisenleri arasmdaki Esitik 169’un baglligma gore S
bolgesinin her bir noktasma ¢ diizleminin bir noktasi uygundur. Boyle oldugu halde denilir
Ki, z dileminni S bolgesi, ¢ diizleminin S* bolgesinin karsihg konforma inikas olur.
Konform inikas fonksiyonlardan yararlanmakla eclastiklik teorisinin diizlem meselelerini
hal etmek icin Esitlk 160 ve 164 smir hallerini ¢ degiseni ile ifade etmek gerekir.

Bu zaman ¢ (z) ve Y (z) analitkk fonksiyonlar i¢in yeni ifadeler sunlardir:

@(2) = plw()] = ¢, ()
Y(2) = Ylw(©)] =¥, (&)

Ve de (170)
d 3

Burada Esitlik 160 ve 164 smir sartlar1 asagidaki sekli alirlar. Birinci smr meselesi igin:
@, (D) + = l( ) i) + Y, (D) = = f1;(0) + f,;(™ (171)
Ikinci smr meselesi icin ise:

sep, (1) — wl((r)) o (1) — Y, (t) = (glj(r) +1ig,; (T)) (172)

Bu ifadelerde t birim y c¢evresinin noktalarmdan biridir. Gergnlik bilesenleri i¢in alnmug
Esitk 159 ifadeleri simdi yeni gordiigiimiz ¢ kompleks degiseni ile su sekilde ifade

edelim:

0, +0p = 4R, [P, (f)]

[w(©). 24 (§) + w' () + W, (D] (173)

0, —0g + 2”7‘9 = l(é’)

Bu ifadenin sonucundan almmasi gereken ifade:
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o _ 92 _ 0§ _ 0 w'(§)
ldz|  |w'(©)]]dé] lw (O’

dz = e'®.|dz|;

dé = e'.]d¢|;
§=r.e; (174)
plf — §
r}
e—LB _§.
TP

oD 7w (©)]
ezmzf (@O _ & ['@F & «@)
r2 w2 2w (&).w'() 1?2 w'(§)

Ifadeleri gdz Oniine almr. Onceden kabul ettigimiz ¢ (z) ve (z) fonksiyonlarr yerine

@,(&) ve P, (&) fonksiyonlart bir noktah bolgeler i¢in ¢ diizlemi lizerinde boyle bir sra
sekillinde getirebiliriz:

@, (&) = Xp=1 akﬁtk
1!’1 (f) = 2120=1 bk‘fk (175)

Burada a, ve b, katsaylari kompleks katsayilaridr. Eger bakilan bir noktali S bolgesi
herhangi R radiisli ¢evre ile kisttlanmissa, ona konform inikas fonksiyonu z = w(¢) =
R. ¢ seklinde verilmistir, Esitlik 175 ifadelerine esasen:

[o0]

p(z) = z akfk = Z a (%)k

©
k=1 k=1

(176)

@D =Y b =y b (%)
k=1

1M

Seklini alrlar. Boylelikle bilinir ki, eger bakilan bir noktah S  bolgesi her hangi bir R
radisli ¢evre ile kistlanrsa, onda ¢@(z) ve Y(z) fonksiyonlar1 Esitik 176 seklinde
goriilir. Eger bakhlan bir noktali S bolgesi cevreden farkh L konturu ile kistlanrsa, onda
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¢(z) ve Y(z) fonksiyonlar1 Esitlik 175’deki gibi goriilmektedir.

Eger f(z) fonksiyonu bir noktah S bolgesinde analitk fonksiyonsa, burada bu
fonksiyonun biitin zeS noktalarmdaki degeri, f(z) fonksiyonunun sade kapah L konturu
tizerindeki smr degeri sayesinde sOyle bir ifade ile belli olur:

fz) =2 Xat (177)

t—-z

Burada integral L konturunun olumlu yoniinde yapilr. Esitlk 177 integrali Kosi integrali

olarak adlandrilir. Eger z noktasi L konturu iizerme gotiiriiliirse o zaman:

L[ Ear=0 (178)

21T

Olur. Bakilan S bolgesi ¢ok noktali sonlu bolge oldugundan da Kosi integrali Esitlk 177

seklinde olur, ancak bu zaman L konturu:
L=L{+Lg+ +Ly;

Seklinde goriifir. Burada L} bakilan S bolgesini haricinden kapsayan konturudur, (+)
isaret kontur {lizerinde hareketin saat akrebinin aksi yonde oldugunu gosterir ( ya da
sOoylemek lazmdr ki, konturlar iizerinde hareket zamam S bdlgesi hep solda kalr). Kalan
Li.... L., konturlarmm her biri sade kapah konturlardwr. Eger bakilan S bdlgesi bir noktah
sonsuz bolge ise, burada Kosi integrali L konturuna kenarda kalan biitiin z noktalarinda:

= [ B2 dt = —f(2) + f (o) (179)

21

Gibi olur. Burada L kapah konturdur. L konturunun dahilindeki biitin z noktalar1 ise Kosi

integrali:

fL f() dt = () (180)

21

Degerini alr. Eger f(t) fonksiyonu sade kapah L konturu {izerinde verilen kesimez
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fonksiyon ise, burada:

L (181)

21

Integrali Kosi tipli integral olarak adlandmir. Eger Esitlk 181 integralindeki z noktasi
yerine L konturu tizerinde olan her hangi tn noktasmi koysak burada asagidaki tekli
mtegralin ifadesini alriz:

£@® f(t) f(to)
L= . dt = [ =———dt + f(¢,). th o

= [, Bt + i f (t) (182)

Kosi tipli integralin Esithk 182 smr degerleri asagidaki gbi olur. Eger z — t, konturuna
disaridan yakmlagirsa, burada:

Fo(t) =122 O g 1 Lf(to) (183)

Lt-t,

Gibi olur. Eger z — t, konturuna iceriden yakmlagirsa, burada ise:

F(tg) == L2qr -1 £(t,) (184)

t—t,

Gibi ifade edilir. Bu Esitlik 183 ve 184 ifadelerinde bulunan:

1 t
—-f O
2mi J, t —t,

Tekli integral, Kosi tipli integralin esas degeri olarak adlandwilr ve Esitlk 182 ifadesi ile
hesaplanir. FEsitlik 183 ve 184 ifadelerinin toplanu:

[ B de = IF* (6) + F(t)] (185)

21T

Seklini alr. Kosi tipli integralin L konturu iizerindeki t, noktasmdaki degeridir. Eger
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bakilan L konturu sonsuz diiz ¢izgi ise (t = +o0), onda Kosi tipli integralin yukari (S*) ve
asagl (§~) yarm diizlemlerinden L konturuna yaklastigmda aldi@i degerler uygun olarak
asagidaki gbi olur:

F(te) = 2f(t)) + = [* 7 12

21 =% t—t,

F=(t) = =2 f(ty) + — [ L2 (186)

2mi Y= t—t,

Burada F*(t,) ve F~(t,) uygun olarak z —t, oldugunda F(z) fonksiyonunu aldig
degerdir.
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BOLUM 3

BULGULAR VE TARTISMA

3.1 Silindirik Levhanin Daire Deligi Ve Catlagimin Gerginlik Durumunun Analiz

Sonuglan

Tirkiye’de  Yukaridaki denklemlerimizi ele  aldigmzda m = 0;4A =R  kabuliini
yaptigimizda harici L, konturu ¢evre seklini alr. Silindirin gerginlk durumunu belli eden
problem hesaplanir. Esas Olciiler asagida verilmistir (Sekil 3.1).

Sekil 3. 1: Silindirik levhanin {izerine etki eden kuvvetler ve esas Olgiileri.

Rapor ettifimiz zaman yukaridaki denklemleri kullandigimizda gergmlikler asagidaki
cetvel ile belli olur. Birinci daire i¢cin T/R = 0.5, e=06.R, [ = 0,1.R ve ikinci daire i¢in
ise T/R =0.7,e = 0,8.R, [ = 0,1. R degerlerini kullanarak olusturuldu.
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Tablo 3. 1: Silindirk levhalarin etki kuvvetlerinin hesaplanan degerleri.

i o, o
Daireler | Noktalar /P B/P
P, = P; P, =P; P, = P; P, = P;
P,=0 P, =0 P,=0 P, =0
5 A (—— 0,0012 1,68 -2,68
I
T =05 1,3 1,0 -0,001 1,44 -2.,44
e=06.R 1,6 0,38 -0,62 0,96 -1,96
2,0 0,0012 -1,003 0,47 -1,47
1,15 | e | - 2,92 -3,92
II
=07, 1,2 -1,00 -0,0023 2.15 -3,15
e=08R 13 -0,304 2071 1,66 -2.66
1,43 -0,004 -1,00 1,05 -2,05

Etki eden P basmcmmn kritk degerleri icin daire birde P,, = 1.460, ve daire ikide ise

P, = 0.8830;, kullanilarak cetvel olusturulmustur.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Diinya capmnda bircok c¢ahgsmalarda yass1 figiirlerin bigimlerinin  karmasikhgndan dolay1
problemin ¢oziimii karmasik figiirleri uygulanmustr. Burada biz ik kez S.A Kuliyev,
conformally-mapping functions of complex domains tarafindan bulunmus yani konform
mikas fonksiyonlar1 yardim ile bu tir problem ¢6ziimii miihendislik icin hassas sekilde
cOzilmiistiir. Buna benzer problemlerin ¢oziimii de birgok matematik islemi yaptiktan

sonra ortaya koyulmasini tarafimizdan incelenmistir (Kuliyev, 2017).

Burada dairesel, kare ve altigen sekilli levhalarda Kolosov-Musxeligvili formiilii ile
levhalardaki u¢ noktalarda geriime ve deformasyonlarm degerlerini hesaplamak baska
yontemlere gore daha kolay ve anlasiirdr. Bu formiilleri yardmu ile dairesel levhalardaki
catlaktaki gerime probleminde de goriildiigii gibi karmask olarak verilen denklemlerin en
basit hale getirerek ¢6ziim yapilmugtir.

Gerginlk ve deformasyon bilesenlerini hesaplamak i¢in karmasik olan denklemleri en

basit hale getirilerek bir ¢it @(z) ve P(z) segilerek ¢oziime varabilmek miimkiin
kimmustr.  Karmasik konfigiirasyali ve catlakh levhalarm deformasyon gerilme durumu
yiksek matematik kullanmakla sonuca varmayi saglayacaktir.
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