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SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 

 
(  )   : Folner dizisi 

     : P kümesinin karakteristik fonksiyonu 

    : Diskret (ayrık) sayılabilir amenable yarı grup 

 ( )   : Ġstatistiksel yakınsak Folner dizilerinin kümesi 

    ( )     :      ( ) fonksiyonu s’ye  -yakınsaktır 

 ( )   : Ġdeal yakınsak Folner dizilerinin kümesi  

     ( )     :      ( ) fonksiyonu s’ye  -istatistiksel yakınsaktır 

  ( )   :  -istatistiksel yakınsak Folner dizilerinin kümesi 

        :        ( ) fonksiyonları asimptotik denktir 

         :        ( ) fonksiyonları kuvvetli asimptotik denktir  

    ( )    :        ( ) fonksiyonları asimptotik  -denktir 

   (   )( )     :      ( ) fonksiyonu s’ye kuvvetli (   ) toplanabilirdir 

(   )( )  : Kuvvetli (   ) toplanabilir Folner dizilerinin kümesi 

     ( )     :      ( ) fonksiyonu s’ye  -istatistiksel yakınsaktır 

  ( )   :  -istatistiksel yakınsak Folner dizilerinin kümesi 

     ( )    :        ( ) fonksiyonları  - asimptotik istatistiksel denktir 

  
, - 
→     :      ( ) fonksiyonu s’ye kuvvetli  -toplanabilirdir 

     ( )     :      ( ) fonksiyonu s’ye lacunary istatistiksel yakınsaktır 

  ( )   : Lacunary istatistiksel yakınsak Folner dizilerinin kümesi 

     
 ( )    :        ( ) fonksiyonları I-asimptotik lacunary istatistiksel denktir 
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1. GĠRĠġ 

 

“Ġstatistiksel yakınsaklık” kavramı ilk defa Steinhaus tarafından Polonya’da Wroclaw 

Üniversitesinde düzenlenen bir konferansta tanıtılmıĢtır (Steinhaus,1949). Daha sonra Fast 

tarafından çalıĢılmıĢtır (Fast, 1951). Toplanabilme teorisi üzerine yapılan çalıĢmalar 

istatistiksel yakınsaklığa farklı bir bakıĢ açısı kazandırmıĢtır (Šalát, 1980; Freedman ve 

Sember 1981; Fridy, 1985). Zygmund, istatistiksel yakınsaklık kavramını “hemen hemen 

yakınsaklık” olarak ifade etmiĢ, bu kavram ile kuvvetli toplanabilirlilik arasındaki iliĢkiyi 

derinlemesine vermiĢtir (Zygmund, 1979). Freedman vd. lacunary dizi yardımıyla 

tanımlanan kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzayları ile kuvvetli Cesàro toplanabilir dizi 

uzayları arasındaki iliĢkiyi incelemiĢlerdir (Freedman vd., 1978). Connor çalıĢmasında 

istatistiksel yakınsaklık ve Cesàro toplanabilirlilik, kuvvetli Cesàro toplanabilirlilik ve 

kuvvetli p-Cesàro toplanabilirlilik arasındaki iliĢkiden bahsetmiĢtir (Connor, 1988). 

 

Ġstatistiksel yakınsaklığın tanımlanmasından sonra Fridy istatistiksel limit noktalarını 

tanımlamıĢtır (Fridy, 1993). Daha sonra Fridy ve Orhan, istatistiksel limit superior ve 

istatistiksel limit inferior tanımlarını vermiĢlerdir. (Fridy ve Orhan 1997). 

 

Fridy ve Orhan, lacunary dizi yardımıyla lacunary istatistiksel yakınsaklığı tanımlamıĢtır 

(Fridy ve Orhan, 1993). Bu çalıĢmasında, lacunary istatistiksel yakınsaklık ile istatistiksel 

yakınsaklık ve diğer toplanabilme metotları arasındaki iliĢkiyi incelemiĢtir. Mursaleen ve 

Alotaibi yaptıkları bir çalıĢmada lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramının bir baĢka 

benzerini vermiĢlerdir (Mursaleen ve Alotaibi, 2011). Mursaleen (2000), λ-istatistiksel 

yakınsaklığı tanımlayarak bu alanda çok önemli çalıĢmalara öncülük etmiĢtir (Mursaleen, 

2000). 

 

Ġstatistiksel yakınsaklık, ideal yakınsaklığın özel bir halidir. Kostyrko vd. ideal yakınsaklık 

kavramını tanımlamıĢlar ve birçok özelliğini vermiĢlerdir (Kostyrko vd., 2000). Fridy ve 

Orhan’ın 1997 yılında yaptıkları çalıĢmadaki tanımlardan yararlanarak Demirci, I-limit 

superior ve I-limit inferior tanımlarını vermiĢ ve bunun üzerine çalıĢmıĢtır (Demirci, 

2001). Ġdeal yakınsaklık konusu ile ilgili son yıllarda önemli çalıĢmalar yapılmıĢtır (Šalát 

vd., 2004; Šalát vd., 2005; Das vd., 2011; Das ve SavaĢ, 2011). 

 

“Amenable” terimi ilk olarak Day tarafından kullanıldı (Day, 1957). Day, çalıĢmalarında 
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diskrit (ayrık) yarı grup ve gruplardan, yerel kompakt gruplara amenable kavramını 

oluĢturmuĢtur.   ( ) üzerinde sol dönüĢüm değiĢmez bir mean varsa bir   yerel kompakt 

grubuna amenable denir. Yine bu yıllarda Rosen, Silverren, Folner amenable diskrit ve 

yerel kompakt gruplarda önemli çalıĢmalar yapmıĢlardır (Rosen, 1956; Silverren, 1956; 

Folner, 1955; Namioka 1964; Ornstein ve Weiss, 1987). 

 

Amenable yarı gruplarda toplanabilme teorisi üzerine yapılan çalıĢmalardan en önemlileri 

(Douglass, 1968; Mah, 1971; Mah, 1972; Douglass, 1973; Nuray ve Rhoades, 2013; KiĢi 

ve Güler, 2018, KiĢi ve Çakal, 2020a, KiĢi ve Çakal, 2020b) olarak verilebilir. Nuray ve 

Rhoades, istatistiksel yakınsaklık, kuvvetli p-toplanabilirlik, istatistiksel limit ve 

istatistiksel yığılma noktaları kavramlarını amenable yarı gruplarda tanımlamıĢtır (Nuray 

ve Rhoades, 2011). Marouf asimptotik denk dizileri ve asimptotik regüler matrisleri 

tanımladı (Marouf, 1993). Patterson bu kavramı istatistiksel yakınsaklığa genelleĢtirdi 

(Patterson, 2003). Nuray ve Rhoades, ayrık sayılabilir amenable yarı gruplarda tanımlanan 

negatif olmayan fonksiyonların asimptotik, istatistiksel asimptotik, hemen hemen 

istatistiksel ve kuvvetli hemen hemen istatistiksel denkliği kavramlarını tanımlamıĢtırlar 

(Nuray ve Rhoades, 2013). 

 

Tez çalıĢmamızdaki temel amacımız, sayı dizileri için verilmiĢ olan ideal yakınsak 

kavramını Folner dizileri için oluĢturmaktır. “Folner dizilerinin  -asimptotik  -istatistiksel 

denkliği” bölümünde, Folner dizileri için yeni yakınsaklık kavramları verildi ve bu 

kavramlar arasındaki iliĢkiler teoremlerle ifade ve ispat edildi. Daha sonra Folner 

dizilerinin I-asimptotik lacunary istatistiksel denkliği ile birlikte yeni tanımlar verilmeye 

devam edildi. 
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2. TANIMLAR VE KAVRAMLAR 

 

Tanım 2.1.   {  }   
 

,   ’nin boĢtan farklı alt kümelerinin bir dizisi olsun.       için 

 

   
   

|   (    )|

|  |
   

 

ise   dizisine Folner dizisi denir (Nuray ve Rhoades, 2011). 

 

Tanım 2.2. (   ) bir grup olsun.          için 

 

a)         ise     

b)         ise     

 

sağlanır. 

 

Tanım 2.3.   boĢ olmayan bir küme ve      üzerinde bir ikili iĢlem olsun. (   ) yapısı   

üzerinde   iĢlemine göre birleĢme özelliğine sahip ise yarı-grup denir. 

 

Tanım 2.4.   boĢ olmayan bir küme ve      üzerinde bir ikili iĢlem olsun. (   ) yapısı 

cebirsel yapısı aĢağıdaki özellikleri sağlıyorsa bir grup denir. 

 

a)      de bir ikili iĢlemdir. 

b)          için   (   )  (   )    birleĢme özelliği vardır. 

c)      için           olacak biçimde      birim elemanı vardır 

d)      için               olacak biçimde        ters elamanı vardır. 

 

Tanım 2.5.   bir grup,      ve     ( ) için  (   )   ( ) kuralı altındaki   ya 

amenable denir (Nuray ve Rhoades, 2011). 
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Tanım 2.6.  , diskret sayılabilir amenable yarı grup olsun. Bu durumda 

 

a.   ⋃    
 
    

b.  
 
  

   
 (       ) 

c.       
|      |

|  |
          

|      |

|  |
         

 

koĢulları sağlayan  ’nin sonlu alt kümelerinin bir *  + dizisi vardır. Eğer  ’nin sonlu alt 

kümelerinin bir *  + dizisi (a)-(c) koĢullarını sağlarsa, bu diziye Folner dizisi denir 

(Namioka, 1964). 

 

Tanım 2.7.  , sağ ve sol kısaltma kurallarını sağlamak üzere bir diskret sayılabilir 

amenable yarı grup olsun. Tüm      ve        için | ( )   |    olacak Ģekilde 

     için bir      var ise    ( ) fonksiyonu   ye yakınsaktır denir (Nuray ve 

Rhoades, 2011). 

 

Tanım 2.8.  , sağ ve sol kısaltma kurallarını sağlamak üzere bir diskret sayılabilir 

amenable yarı grup olsun. 

 

   
   

 

|  |
∑ | ( )   |

    

   

 

ise    ( ) fonksiyonu   ye kuvvetli toplanabilirdir denir (Nuray ve Rhoades, 2011). 

 

Tanım 2.9.     nin alt ve üst yoğunlukları sırasıyla 
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 ( )     
   

   
 

|  |
|*        +| 

 

ve 

 

 ( )     
   

   
 

|  |
|*        +| 

 

ile tanımlanır. Eğer  ( )   ( ) ise 

 

 ( )     
   

 

|  |
|*        +|  

 

  nin Folner yoğunluğu olarak adlandırılır (Nuray ve Rhoades, 2011). 

 

Tanım 2.10.  , sağ ve sol kısaltma kurallarını sağlamak üzere bir diskret sayılabilir 

amenable yarı grup olsun. 

 

   
   

 

|  |
|*     | ( )   |    +|    

 

ise    ( ) fonksiyonu   ye istatistiksel yakınsaktır denir (Nuray ve Rhoades, 2011). 

 

Örnek 2.1.      olmak üzere *  
 + ve *  

 + Folner dizileri 
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*  
 +  *(   )     | |    | |   + 

 

ve 

 

*  
 +  *(   )     | |    | |    + 

 

Ģeklinde tanımlansın. 

  *(   )                                       + 

 

olmak üzere   aĢağıdaki gibi alınsın. 

 

  {
         (   )   

         (   )    
 

 

Bu durumda *  
 + dizisi için  ( ) 0’a istatistiksel yakınsar fakat *  

 + dizisi için  ( ) 0’a 

istatistiksel yakınsamaz. Gerçekten 

 

   
   

 

|   |
|*    

  | ( )   |    +|     
   

(   )(   )
 

(    )(     )
   

 

olur. Böylece *  
 + dizisi için        ( )    olur. *  

 + dizisi için ise 

 

   
   

 

|   |
|*    

  | ( )   |    +|     
   

(   )(   )
 

(     )
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elde edilir (Nuray ve Rhoades, 2011). 

 

Tanım 2.11.  , sağ ve sol kısaltma kurallarını sağlamak üzere bir diskret sayılabilir 

amenable yarı grup olsun.       ve        için 

 

|
 ( )

 ( )
  |    

 

sağlayacak Ģekilde       için öyle bir       ise negatif olmayan        ( )  

fonksiyonuna asimptotik denktir denir ve       ile gösterilir (Nuray ve Rhoades, 2013). 

 

Tanım 2.12. Herhangi bir *  + Folner dizisi için 

 

   
   

 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |   

    

 

 

sağlayanıyorsa iki negatif olmayan        ( ) fonksiyonuna kuvvetli asimptotik denktir 

denir ve        ile gösterilir (Nuray ve Rhoades, 2013). 

 

Tanım 2.13. Eğer       için 

 

   
   

 

|  |
|{     |

 ( )

 ( )
  |   }|    

 

Ģartını sağlayan iki negatif olmayan        ( ) fonksiyonuna istatistiksel denktir denir 

(Nuray ve Rhoades, 2013).  
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3. FOLNER DĠZĠLERĠNĠN ĠDEAL YAKINSAKLIĞI 

 

Bu bölümde ayrık (diskret) sayılabilir amenable yarı gruplarda Folner dizilerinin ideal 

yakınsaklık kavramı verilecektir. 

 

Tanım 3.1. G, sağ ve sol kısaltma kurallarını sağlamak üzere bir diskret sayılabilir 

amenable yarı grup olsun.      için 

 

*     | ( )   |   +    

 

ise      ( ) fonksiyonu s’ye  -yakınsaktır denir ve     ( )    ile ifade edilir.  -yakınsak 

Folner dizilerinin kümesi  ( ) ile ifade edilir (KiĢi ve Güler, 2018). 

 

ġimdi, Folner dizilerinde I-limit supremum ve I-limit infimum tanımlanacak ve özellikleri 

verilecektir. 

   ( ) için    ve    kümeleri 

 

   *    *      ( )   +    

 

ve 

 

   *    *      ( )   +    

 

Ģeklinde tanımlansın (KiĢi ve Güler, 2018). 

 

Tanım 3.2.    ( ) fonksiyonu için I-limit supremum; 

 

          {
            

       
 

 

ve I-limit infimum; 

           {
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Ģeklinde tanımlanır. Folner dizileri için                     özelliği her zaman 

sağlanır  (KiĢi ve Güler, 2018). 

 

Tanım 3.3. G’nin *  + Folner dizisi için 

 

*     | ( )|   +    

 

sağlayacak Ģekilde     varsa    ( ) fonksiyonuna  -sınırlıdır denir  (KiĢi ve Güler, 

2018). 

Folner dizileri için I-sınırlılık           ve           nin sonlu olduğunu gösterir. 

 

Teorem 3.1. Eğer             sonlu ise      için 

 

                *      ( )     +       *      ( )     +                                     (   ) 

 

sağlanır. Aynı zamanda (3.1) sağlanırsa             olur  (KiĢi ve Güler, 2018). 

 

Ġspat.             olsun. Bu durumda   sayısı     için 

 

 *      ( )   +    

 

Ģartını sağlayan en büyük elemandır.       olduğundan bu Ģartı sağlamaz. Yani 

 

 *      ( )     +    

 

olmak zorundadır. Diğer taraftan       olduğundan 

 

 *      ( )    +    

 

olacak Ģekilde bir    (     ) elamanı bulunabilir. 

 

 *      ( )     +   *      ( )    + 
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olduğundan, 

 

 *      ( )     +    

 

sağlanır. 

 

Teorem 3.2. Eğer             sonlu ise       için 

 

       *      ( )     +       *      ( )     +                                    (   ) 

 

sağlanır. Aynı zamanda (3.2) sağlanırsa             gerçekleĢir (KiĢi ve Güler, 

2018). 

 

Ġspat.             alınsın. Böylece   sayısı     için 

 

*      ( )   +    

 

Ģartını sağlayan en küçük elamandır.       olduğundan bu Ģartı sağlamaz. Yani 

 

 *      ( )     +    

 

olmak zorundadır. Diğer taraftan       olduğundan  

 

*      ( )    +    

 

olacak Ģekilde bir    (     ) elamanı bulunabilir. 

 

*      ( )     +   *      ( )    + 

 

olduğundan 

 

*      ( )     +    
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olur. 

 

Uyarı 3.1. Bu iki teorem gereğince           ve           noktalarının Folner 

dizilerinin  -yığılma noktalarının en büyüğü ve en küçüğü olduğu söylenebilir. 

 

Teorem 3.3. G’nin *  + Folner dizisi için 

 

                    

 

geçerlidir (KiĢi ve Güler, 2018). 

 

Ġspat.              olsun. Bu durumda      yazılır. Bu ise 

 

 *      ( )   +    

 

olacak Ģekilde bir   sayısı olmaması anlamına gelir. O zaman      için 

 

 *      ( )   +    

 

olur.     için 

 

*      ( )   +   *      ( )   + 

 

olduğundan ifadenin sağ tarafı ideale ait değildir. Yani      için 

 

*      ( )   +    

 

elde edilir. Böylece      ve dolayısıyla              elde edilir. 

             olsun. Bu durumda ispat açıktır. 

            ve             olarak olsun. Tanımdan 

 

*      ( )    
 

 
+    
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ve dolayısıyla 

 

*      ( )    
 

 
+    

 

yazılabilir. 

 

*      ( )    
 

 
+   *      ( )     + 

 

olur. Ġfadenin sol tarafı ideale ait olmadığından sağ tarafı da ideale ait değildir. Bu 

durumda        olur.         olduğundan       olur.   sayısı keyfi 

olduğundan     elde edilir. 

 

Teorem 3.4.  -sınırlı *  + Folner dizisi  -yakınsaktır                       

sağlanır (KiĢi ve Güler, 2018). 

 

Ġspat. G’nin her hangi bir *  + Folner dizisi için             ve             

olsun. Ġlk olarak,          ve     olsun. Böylece, 

 

*     | ( )   |   +    

ve dolayısıyla 

 

*      ( )    
 

 
+    ve *      ( )    

 

 
+    

 

yazılır. 

 

*      ( )    
 

 
+  *      ( )     + 

 

ve 

 

*      ( )    
 

 
+  *      ( )     + 
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olduğundan *      ( )     +    ve *      ( )     +    elde edilir. 

          tanımına göre       ve dolayısıyla    ;        tanımına göre 

      ve dolayısıyla     olur. Sonuç olarak 

 

          

 

elde edilir. Aynı zamanda     sağlanır. Bu durumda     olur. 

ġimdi farz edelim ki                       olsun. Buna göre 

 

*      ( )    
 

 
+    ve *      ( )    

 

 
+    

 

yazılabilir.  

*      ( )    
 

 
+  *      ( )     + 

 

ve 

 

*      ( )    
 

 
+  *      ( )     + 

 

olduğundan her iki ifadenin sağ tarafı idealin elemanıdır. 

 

*     | ( )   |   +  *      ( )     +  *      ( )     + 

 

yazılır. 

 

*      ( )     +  *      ( )     +    

 

olacağından *     | ( )   |   +    bulunur. Dolayısıyla          elde edilir. 
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4. FOLNER DĠZĠLERĠNĠN I-ASĠMPTOTĠK λ-ĠSTATĠSTĠKSEL 

DENKLĠĞĠ 

 

Bu bölümde ayrık sayılabilir amenable yarı gruplarda Folner dizilerinin  -istatistiksel 

yakınsaklığı tanımlanacak, bu diziler için verilmiĢ olan I-yakınsaklık kullanılarak yeni 

yakınsaklık kavramlarından bahsedilecektir. Bununla birlikte, Folner dizileri için I-

asimptotik  -istatistiksel denklik tanımı verilip, bu kavram ve oluĢturulacak yeni 

kavramlarla olan iliĢkiler teoremlerle ifade edilip ispat edilecektir. 

 

Tanım 4.1. G, sağ ve sol kısaltma kurallarını sağlamak üzere bir diskret sayılabilir 

amenable yarı grup olsun. Eğer      ve G’nin herhangi bir *  + Folner dizisi için 

 

   
   

 

  
|*     | ( )   |   +|    

 

ise      ( ) fonksiyonu s’ye  -istatistiksel yakınsaktır denir ve      ( )    ile ifade 

edilir.  -istatistiksel yakınsak Folner dizilerinin kümesi   ( ) ile gösterilir. 

 

Eğer      alınırsa Folner dizileri için istatistiksel yakınsaklık ile  -istatistiksel 

yakınsaklık örtüĢmektedir. 

 

Tanım 4.2. G’nin herhangi bir *  + Folner dizisi için 

 

   
   

 

  
∑| ( )   |

    

   

 

ise      ( ) fonksiyonu s’ye kuvvetli (   ) toplanabilirdir denir ve    (   )( )    ile 

gösterilir. Tüm kuvvetli (   ) toplanabilir Folner dizilerinin kümesi (   )( ) ile 

gösterilir. 

 

Eğer      alınırsa Folner dizileri için kuvvetli (   ) toplanabilirlilik ,   - 

toplanabilirliliğe dönüĢür. 
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Teorem 4.1. Eğer    (   )( )    ise      ( )    sağlanır. 

 

Ġspat.    (   )( )    ve      olsun. Böylece 

 

∑| ( )   |  

    

∑ | ( )   |

     | ( )  |  

   |*     | ( )   |    +| 

 

sağlanır. Buradan, 

 

 

    
∑| ( )   |  

    

 

  
|*     | ( )   |    +| 

 

elde edilir.    (   )( )    olduğundan 

 

   
   

 

  
∑| ( )   |

    

   

 

yazılır. Buradan 

 

   
   

 

  
|*     | ( )   |    +|    

 

elde edilir. Böylece      ( )    sağlanır. 

 

Teorem 4.2. Eğer      ( ) sınırlı fonksiyon ve      ( )    ise bu durumda 

     (   )( )    sağlanır. 

 

Ġspat. Kabul edelim ki      ( ) sınırlı fonksiyon ve      ( )    olsun. Bu durumda 

‖ ‖      olacak biçimde     vardır. Herhangi bir      için 

 

 

  
∑| ( )   |

    

 ∑ | ( )   |

     | ( )  |  

 ∑ | ( )   |

     | ( )  |  

 
 

  
|*     | ( )   |    +|     
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yani 

 
 

  
∑| ( )   |

    

 
 

  
|*     | ( )   |    +|    

 

olur. Bu eĢitsizlikte limite geçilirse, 

 

   
   

(
 

  
∑| ( )   |

    

)     
   

(
 

  
|*     | ( )   |    +|   ) 

 

bulunur.      ( )    olduğundan  

 

   
   

(
 

  
|*     | ( )   |    +|   )    

 

olur. Böylece 

 

   
   

(
 

  
∑| ( )   |

    

)       
   

(
 

  
∑| ( )   |

    

)    

 

yazılır. Böylece    (   )( )    sağlanır. 

 

Tanım 4.3. G’de herhangi bir *  + Folner dizisi ve      bir uygun ideal olsun.       

ve      için 

 

{    
 

|  |
|*     | ( )   |   +|   }    

 

ise    ( ) fonksiyonu s’ye I-istatistiksel yakınsaktır denir. Tüm I-istatistiksel yakınsak 

Folner dizilerinin kümesi   ( ) ile gösterilecektir. 

 

Tanım 4.4. G’de herhangi bir *  + Folner dizisi olmak üzere      için 

 

{      |
 ( )

 ( )
  |    }     

 

koĢulunu sağlayan iki negatif olmayan        ( ) fonksiyonuna asimptotik I-denktir 

denir ve     ( )   ile gösterilir. 
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Tanım 4.5. G’de herhangi bir *  + Folner dizisi olsun.        için 

 

 {     
 

|  |
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }|     }     

 

ise iki negatif olmayan        ( ) fonksiyonlarına I-asimptotik istatistiksel denktir denir 

ve      ( )   ile gösterilir. 

 

G’de herhangi bir *  + Folner dizisi için,        ise I-asimptotik istatistiksel denklik ve 

asimptotik istatistiksel denklik çakıĢır. 

 

Tanım 4.6. G’de herhangi bir *  + Folner dizisi olsun. Eğer      için 

 

{     
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

 }    

 

ise iki negatif olmayan        ( ) fonksiyonlarına kuvvetli   ( )-asimptotik denktir 

denir ve       ( )   ile gösterilir. 

 

Tanım 4.7. G’de herhangi bir *  + Folner dizisi olsun.        için 

 

{     
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }|     }      

 

ise iki negatif olmayan        ( ) fonksiyonlarına  -asimptotik  -istatistiksel denktir 

denir ve       ( )   ile gösterilir. 

 

Tanım 4.8. G, sağ ve sol kısaltma kurallarını sağlamak üzere bir diskret sayılabilir 

amenable yarı grup olsun.      için 

{    |
 

|  |
∑  ( )   

    

|   }    
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ise    ( ) fonksiyonuna s ye I-toplanabilir denir.   
  
   ile ifade edilir. 

 

Tanım 4.9. G, sağ ve sol kısaltma kurallarını sağlamak üzere bir diskret sayılabilir 

amenable yarı grup olsun. Eğer      için 

{    
 

|  |
∑ | ( )   |

    

  }    

ise    ( ) fonksiyonuna s ye I-kuvvetli toplanabilir denir.   
, - 
→   ile gösterilir. 

 

Teorem 4.3. Eğer       ( )   ise       ( )   sağlanır. 

 

Ġspat.       ( )   ve     olsun. Bu durumda 

 

∑ |
 ( )

 ( )
  |  

    

∑ |
 ( )

 ( )
  |

     |
 ( )
 ( )

  |  

   |{     |
 ( )

 ( )
  |    }| 

 

sağlanır. Böylece, 

 

 

    
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }| 

 

yazılır. Buradan bazı     için 

 

{     
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }|     }  {     

 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

    } 

 

elde edilir.       ( )   olduğundan 

 

{     
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

    }    



 

19 

 

 

olur. Kapsama iliĢkisinden dolayısıyla 

 

{     
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }|     }    

 

bulunur. Böylece       ( )   elde edilir. 

 

Teorem 4.4. Eğer        ( ) sınırlı fonksiyonlar ve       ( )   ise bu 

durumda        ( )   sağlanır. 

 

Ġspat.        ( ) sınırlı fonksiyonlar ve       ( )   olsun.        ( ) olduğundan 

 

|
 ( )

 ( )
  |    

 

sağlayan     vardır.      için 

 

 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

     |
 ( )
 ( )

  |  

 
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

     |
 ( )
 ( )

  |  

  
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
}|  

 

 
 

 

yazılır. ġimdi 

 

   {     
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

  } 

 

ve 

 

   {     
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
 }|   

 

  
 } 
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kümeleri tanımlansın. Eğer      ise 

 

 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
 }|  

 

  
 

 

olur. Aynı zamanda 

 

 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

  
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
}|  

 

 
 
 

 
 
 

 
   

 

bulunur. Böylece      elde edilir. Bu durumda 

 

{     
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

  }  {     
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
 }|   

 

  
 }    

 

yazılır. Sonuç olarak       ( )   elde edilir. 

 

Teorem 4.5. Eğer       
  

|  |
   ve      ( )   ise       ( )   sağlanır. 

 

Ġspat.       
  

|  |
   alınsın. Böylece     sayısı için 

  

|  |
   sağlanır. Herhangi bir 

    için 

 

 

|  |
{     |

 ( )

 ( )
  |   }  

  
|  |

 

  
{     |

 ( )

 ( )
  |   }

   
 

  
{     |

 ( )

 ( )
  |   } 

 

yazılır. Bu durumda bazı     için 
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{    
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |   }|   }

 {    
 

|  |
{     |

 ( )

 ( )
  |   }    }    

 

bulunur. Sonuç olarak       
  

|  |
   ve      ( )   iken       ( )   sağlanır. 

 

Tanım 4.10.       olmak üzere,      için 

{    
 

|  |
∑ | ( )   | 

    

  }    

sağlanıyorsa    ( ) fonksiyonuna s ye I- kuvvetli p-toplanabilir denir.   
, - 

 

→    ile 

gösterilir. Tüm I-kuvvetli p-toplanabilir fonksiyonların kümesi   
 , - ile ifade edilir. 

 

Teorem 4.6.    ( ) ve       olsun. Eğer   
, - 

 

→    ise   
  
   sağlanır. 

 

Ġspat.    ( ) ve       olsun. Herhangi bir     için 

 

∑| ( )   | 

    

 ∑ | ( )   | 

    
| ( )  |  

 ∑ | ( )   | 

    
| ( )  |  

 

 |*     | ( )   |   +| 
  

 

ve böylece 

 

 

  |  |
∑ | ( )   | 

    

 
 

|  |
|*     | ( )   |   +| 
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yazılır. Herhangi bir     için 

 

{    
 

|  |
|*     | ( )   |   +|   }  {    

 

|  |
∑ | ( )   | 

    

    } 

 

olur. G’nin herhangi bir *  + Folner dizisi için  , I-güçlü p-toplanabilir ise 

 

{    
 

|  |
∑ | ( )   | 

    

    }    

 

olduğundan kapsama iliĢkisinden 

 

{    
 

|  |
|*     | ( )   |   +|   }    

 

olur ve böylece   
  
   elde edilir. 

Teorem 4.7.    ( ) ve       olsun. Eğer   
  
   ise.   

, - 
 

→    sağlanır. 

 

Ġspat.   
  
   olsun.    ( ) olduğundan ‖ ‖      sağlayacak Ģekilde     

vardır.     alınsın. Bu durumda 

 

 

|  |
∑ | ( )   | 

    

 
 

|  |
∑ | ( )   | 

    

| ( )  | 
 
 

 
 

|  |
∑ | ( )   | 

    

| ( )  | 
 
 

 
  

|  |
|{     | ( )   |  

 

 
}|  .

 

 
/
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yazılır. Böylece 

 

{    
 

|  |
∑ | ( )   | 

    

  }  {    
 

|  |
|{     | ( )   |  

 

 
}|  

 

   
} 

 

  
  
   olduğundan 

 

{    
 

|  |
|{     | ( )   |  

 

 
}|  

 

   
}    

 

sağlanır. Kapsama iliĢkisinden 

 

{    
 

|  |
∑ | ( )   | 

    

  }    

 

olur ve böylece   
, - 

 

→    elde edilir. 

 

Tanım 4.11. G’de herhangi bir *  + Folner dizisi olsun. Eğer      için 

 

{     
 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

    }      

 

ise iki negatif olmayan        ( ) fonksiyonlarına kuvvetli Cesàro  -asimptotik denktir 

denir.    ,  ( )-( )   ile gösterilir. 
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Teorem 4.8. Eğer       ( )   ise     ,  ( )-( )   sağlanır. 

 

Ġspat.       ( )    olsun. 

 

 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

 
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

 

 

yazılabildiğinden herhangi bir     için 

 

{     
 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

  }  {     
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

  } 

 

elde edilir.       ( )   olduğundan 

 

{     
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

  }    

 

olur. Kapsama iliĢkisinden 

 

{     
 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

  }    

 

bulunur. Sonuç olarak       ( )   iken     ,  ( )-( )   sağlanır. 

 

Teorem 4.9. Eğer        ( ) sınırlı fonksiyonlar ve       ( )   ise bu durumda 

    ,  ( )-( )   sağlanır. 

 

Ġspat.        ( ) sınırlı fonksiyonlar ve       ( )   olsun.        ( ) olduğundan 

 

|
 ( )

 ( )
  |    

 

    vardır.     alınsın ve 
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   {     |
 ( )

 ( )
  |  

 

 
} 

 

kümesi tanımlansın. Bu durumda      için 

 

 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

 
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

       

  
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |   }|  

 

 
 

 

olur. Dolayısıyla 

 

{     
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

  }  {     
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
 }|   

 

  
 }    

 

yazılır. Sonuç olarak    ,  ( )-( )   elde edilir. 

 

Teorem 4.10. Eğer    ,  ( )-( )   ise bu durumda      ( )   sağlanır. 

 

 

Ġspat.    ,  ( )-( )   ve     olsun. Bu durumda 

 

 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |

     |
 ( )
 ( )

  |  
    

   |{  |  | |
 ( )

 ( )
  |    }| 

 

yazılır. Dolayısıyla 

 

 

  |  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

 

|  |
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }| 

 

olur. Böylece verilen     sayısı için 

 



 

26 

 

{     
 

|  |
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }|     }  {     

 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

    }

   

bulunur. Sonuç olarak       ( )   elde edilir. 

 

Teorem 4.11. Eğer        ( ) sınırlı fonksiyonlar olsun. Eğer      ( )   ise 

   ,  ( )-( )    sağlanır. 

 

Ġspat.       ( )   ve        ( ) sınırlı fonksiyonlar olsun. Bu durumda |
 ( )

 ( )
  |    

sağlayan     vardır. Herhangi bir     için 

 

 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |

     |
 ( )
 ( )

  |  

 
 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |

     |
 ( )
 ( )

  |  

  
 

|  |
|{     |

 ( )

 ( )
  |   }|   

 

|  |
|{     |

 ( )

 ( )
  |   }|

 
 

|  |
|{     |

 ( )

 ( )
  |   }|    

 

bulunur. Böylece bazı     için 

 

{     
 

|  |
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

 }  {     
 

|  |
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }|   

 

 
 }

   

 

yazılır. Buradan    ,  ( )-( )   elde edilir. 
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5. FOLNER DĠZĠLERĠNĠN I-ASĠMPTOTĠK LACUNARY 

ĠSTATĠSTĠKSEL DENKLĠĞĠ 

 

Bu bölümde ayrık (diskret) sayılabilir amenable yarı gruplarda Folner dizilerinin I-

asimptotik lacunary istatistiksel denklik tanımları verilecek ve I-asimptotik istatistiksel 

denklikle arasındaki kapsama iliĢkilerine değinilecektir. 

 

Tanım 5.1.   bir lacunary dizisi ve G, sağ ve sol kısaltma kurallarını sağlamak üzere bir 

diskret sayılabilir amenable yarı grup olsun.      ve G’nin herhangi bir *  + Folner 

dizisi için 

 

   
   

 

  
|*     | ( )   |   +|    

 

ise      ( ) fonksiyonu s’ye lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. Tüm lacunary 

istatistiksel yakınsak Folner dizilerinin kümesi   ( ) ile gösterilir. 

 

Tanım 5.2.        uygun ideal olsun.        için 

 

{     
 

  
|*     | ( )   |   +|    }     

 

ise      ( ) fonksiyonu s’ye I-lacunary istatistiksel yakınsak denir. Tüm I-lacunary 

istatistiksel yakınsak Folner dizilerinin kümesi   
 ( ) ile gösterilir. 

 

Tanım 5.3. Eğer       için 

 

{     
 

  
∑| ( )   |   

    

 }     

 

ise      ( ) fonksiyonu s’ye güçlü I-lacunary yakınsaktır ya da   
 ( )-yakınsaktır denir. 

Tüm güçlü I-lacunary yakınsak dizileri   
 ( ) ile gösterilir. 
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Tanım 5.4. G’de herhangi bir *  + Folner dizisi olsun.        için 

 

 {     
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }|     }      

 

sağlanırsa iki negatif olmayan        ( ) fonksiyonlarına I-asimptotik lacunary 

istatistiksel denktir denir.      
 ( )   biçiminde gösterilir. 

 

G’de herhangi bir *  + Folner dizisi için,        ise I-asimptotik lacunary istatistiksel 

denklik ve asimptotik lacunary istatistiksel denklik çakıĢır. 

 

Tanım 5.5. G’de herhangi bir *  + Folner dizisi olsun. Eğer      için 

 

{     
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

 }    

 

ise iki negatif olmayan        ( ) fonksiyonlarına güçlü I-asimptotik lacunary denktir 

denir.      
 ( )   ile gösterilir. 

 

Teorem 5.1.         negatif olmayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda 

(a) Eğer      
 ( )     ise      

 ( )   sağlanır. 

(b) Eğer        ( ) ve      
 ( )   ise       

 ( )    sağlanır. 

 

Ġspat. (a)     ve      
 ( )    olsun. Bu durumda 

 

∑ |
 ( )

 ( )
  |  

    

  |{     |
 ( )

 ( )
  |    }| 

 

olur. Böylece 

 

 

    
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }| 
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yazılır. Bununla birlikte bazı     için 

 

{     
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |    }|     }  {     

 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

    }    

 

elde edilir. Sonuç olarak      
 ( )  bulunur. 

(b)        ( ) ve       
 ( )   olsun. Bu durumda 

 

|
 ( )

 ( )
  |    

 

sağlayan     vardır. Herhangi bir     için 

 

 

 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

 
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

       

 
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
}|  

 

 
 

 

olur. ġimdi aĢağıdaki gibi 

 

   {    
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

  } 

 

ve 

 

   {     
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
 }|   

 

  
 } 

 

kümeleri tanımlansın. Eğer,      ise 
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|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
 }|   

 

  
 

 

olur. Aynı zamanda 

 

 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |

    

 
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
}|  

 

 
 
 

 
 
 

 
   

 

bulunur. Böylece      elde edilir. Sonuç olarak 

 

{    
 

  
∑ |

 ( )

 ( )
  |  

    

  }  {     
 

  
|{     |

 ( )

 ( )
  |  

 

 
 }|   

 

  
 }    

 

yazılır. Sonuç olarak      
 ( )    elde edilir. 
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6. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

 

Bu tez çalıĢmasında Folner dizilerinin ideal yakınsaklığı kavramı tanıtılmıĢ ve bu kavramın 

birçok özelliği ele alınmıĢtır. 

 

Ġleri çalıĢmalarda amenable yarı gruplarda kaba yakınsaklık çalıĢılabilir. Bununla birlikte 

farklı yakınsaklık türleri kullanılarak yeni sonuçlar elde edilebilir. 
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