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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Folner dizisi

: P kiimesinin karakteristik fonksiyonu

: Diskret (ayrik) sayilabilir amenable yar1 grup

: Istatistiksel yakinsak Folner dizilerinin kiimesi

. f € w(G) fonksiyonu s’ye I-yakinsaktir

: Ideal yakinsak Folner dizilerinin kiimesi

. f € w(G) fonksiyonu s’ye A-istatistiksel yakinsaktir

. A-istatistiksel yakinsak Folner dizilerinin kiimesi

. f, h € w(G) fonksiyonlar: asimptotik denktir

. f, h € w(G) fonksiyonlar1 kuvvetli asimptotik denktir
: f, h € w(G) fonksiyonlar1 asimptotik I-denktir

: f € w(G) fonksiyonu s’ye kuvvetli (V, 1) toplanabilirdir
: Kuvvetli (V, 1) toplanabilir Folner dizilerinin kiimesi
. f € w(G) fonksiyonu s’ye [-istatistiksel yakinsaktir

: [-istatistiksel yakinsak Folner dizilerinin kiimesi

: f, h € w(G) fonksiyonlar1 - asimptotik istatistiksel denktir
. f € w(G) fonksiyonu s’ye kuvvetli I-toplanabilirdir

. f € w(G) fonksiyonu s’ye lacunary istatistiksel yakinsaktir

: Lacunary istatistiksel yakinsak Folner dizilerinin kiimesi

. f, h € w(G) fonksiyonlar1 I-asimptotik lacunary istatistiksel denktir
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1. GIRIS

“Istatistiksel yakinsaklik” kavrami ilk defa Steinhaus tarafindan Polonya’da Wroclaw
Universitesinde diizenlenen bir konferansta tanitilmistir (Steinhaus,1949). Daha sonra Fast
tarafindan calisilmistir (Fast, 1951). Toplanabilme teorisi iizerine yapilan caligmalar
istatistiksel yakisakliga farkli bir bakis acis1 kazandirmustir (Salat, 1980; Freedman ve
Sember 1981; Fridy, 1985). Zygmund, istatistiksel yakinsaklik kavramini “hemen hemen
yakinsaklik” olarak ifade etmis, bu kavram ile kuvvetli toplanabilirlilik arasindaki iliskiyi
derinlemesine vermistir (Zygmund, 1979). Freedman vd. lacunary dizi yardimiyla
tanimlanan Kuvvetli lacunary toplanabilir dizi uzaylari ile kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi
uzaylart arasindaki iliskiyi incelemislerdir (Freedman vd., 1978). Connor galismasinda
istatistiksel yakinsaklik ve Cesaro toplanabilirlilik, kuvvetli Cesaro toplanabilirlilik ve

kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlilik arasindaki iliskiden bahsetmistir (Connor, 1988).

Istatistiksel yakinsakligin tanimlanmasindan sonra Fridy istatistiksel limit noktalarini
tanimlamistir (Fridy, 1993). Daha sonra Fridy ve Orhan, istatistiksel limit superior ve

istatistiksel limit inferior tanimlarini vermislerdir. (Fridy ve Orhan 1997).

Fridy ve Orhan, lacunary dizi yardimiyla lacunary istatistiksel yakinsakligi tanimlamistir
(Fridy ve Orhan, 1993). Bu ¢alismasinda, lacunary istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel
yakinsaklik ve diger toplanabilme metotlar1 arasindaki iliskiyi incelemistir. Mursaleen ve
Alotaibi yaptiklar1 bir ¢caligmada lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramimin bir baska
benzerini vermislerdir (Mursaleen ve Alotaibi, 2011). Mursaleen (2000), A-istatistiksel
yakinsakligi tanimlayarak bu alanda ¢ok onemli ¢aligmalara onciiliik etmistir (Mursaleen,

2000).

Istatistiksel yakinsaklik, ideal yakinsakligin &zel bir halidir. Kostyrko vd. ideal yakinsaklik
kavramini tanimlamiglar ve bir¢ok 6zelligini vermislerdir (Kostyrko vd., 2000). Fridy ve
Orhan’mn 1997 yilinda yaptiklar calismadaki tanimlardan yararlanarak Demirci, I-limit
superior ve I-limit inferior tanimlarimi vermis ve bunun {izerine c¢alismistir (Demirci,
2001). Ideal yakimsaklik konusu ile ilgili son yillarda 6nemli ¢alismalar yapilmustir (Salat
vd., 2004; Salat vd., 2005; Das vd., 2011; Das ve Savas, 2011).

“Amenable” terimi ilk olarak Day tarafindan kullanildi (Day, 1957). Day, calismalarinda



diskrit (ayrik) yari grup ve gruplardan, yerel kompakt gruplara amenable kavramini
olusturmustur. L* (G) tizerinde sol doniisiim degismez bir mean varsa bir G yerel kompakt
grubuna amenable denir. Yine bu yillarda Rosen, Silverren, Folner amenable diskrit ve
yerel kompakt gruplarda énemli ¢alismalar yapmislardir (Rosen, 1956; Silverren, 1956;
Folner, 1955; Namioka 1964; Ornstein ve Weiss, 1987).

Amenable yar1 gruplarda toplanabilme teorisi iizerine yapilan ¢aligmalardan en 6nemlileri
(Douglass, 1968; Mah, 1971; Mah, 1972; Douglass, 1973; Nuray ve Rhoades, 2013; Kisi
ve Giiler, 2018, Kisi ve Cakal, 2020a, Kisi ve Cakal, 2020b) olarak verilebilir. Nuray ve
Rhoades, istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli p-toplanabilirlik, istatistiksel limit ve
istatistiksel yigilma noktalar1 kavramlarint amenable yari gruplarda tanimlamigtir (Nuray
ve Rhoades, 2011). Marouf asimptotik denk dizileri ve asimptotik regiiler matrisleri
tanimladi (Marouf, 1993). Patterson bu kavrami istatistiksel yakinsaklhiga genellestirdi
(Patterson, 2003). Nuray ve Rhoades, ayrik sayilabilir amenable yar1 gruplarda tanimlanan
negatif olmayan fonksiyonlarmn asimptotik, istatistiksel asimptotik, hemen hemen
istatistiksel ve kuvvetli hemen hemen istatistiksel denkligi kavramlarini tanimlamistirlar
(Nuray ve Rhoades, 2013).

Tez calismamizdaki temel amacimiz, sayr dizileri igin verilmis olan ideal yakinsak
kavramini Folner dizileri igin olusturmaktir. “Folner dizilerinin I-asimptotik A-istatistiksel
denkligi” bolimiinde, Folner dizileri i¢in yeni yakinsaklik kavramlart verildi ve bu
kavramlar arasindaki iligkiler teoremlerle ifade ve ispat edildi. Daha sonra Folner
dizilerinin I-asimptotik lacunary istatistiksel denkligi ile birlikte yeni tanimlar verilmeye

devam edildi.



2. TANIMLAR VE KAVRAMLAR
Tanim 2.1. F = {F} }10_11, Z™’nin bostan farkli alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Vp € Z" igin

NLGEDI
g

ise F dizisine Folner dizisi denir (Nuray ve Rhoades, 2011).

Tanim 2.2. (G,*) bir grup olsun. Vp,r, s € G i¢in

Q) pxr=pxsiser=s

b) pxs=rxsisep=r

saglanir.

Tanmim 2.3. S bos olmayan bir kiime ve *, S tizerinde bir ikili islem olsun. (S,*) yapis1 S

tizerinde * islemine gore birlesme 6zelligine sahip ise yari-grup denir.

Tamim 2.4. G bos olmayan bir kiime ve *, G lizerinde bir ikili islem olsun. (G,*) yapisi

cebirsel yapisi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bir grup denir.

a) *, G'de bir ikili islemdir.
b) Vp,r,s € Giginp * (r *s) = (p * r) * s birlesme 6zelligi vardir.
C) Vp € Giginp *e = e * p = p olacak bi¢imde Je € G birim eleman1 vardir

d) VpEGicinp*p~ ! =p~1*p = e olacak bicimde Ip~! € G ters elamani vardur.

Tanmm 2.5. T bir grup, Vs €T ve f € [®(D) i¢in u(s.f) = u(s) kurali altindaki u'ya
amenable denir (Nuray ve Rhoades, 2011).



Tanim 2.6. G, diskret sayilabilir amenable yar1 grup olsun. Bu durumda

a. G= Uﬁl]’i;
b. v, €y, (E=12..)

. gNY; . iNY;
C. llmi:m% =1, llmi:m% =1,VgeaG
L A

kosullar1 saglayan G’nin sonlu alt kiimelerinin bir {y;} dizisi vardir. Eger G’nin sonlu alt
kiimelerinin bir {y;} dizisi (a)-(c) kosullarmi saglarsa, bu diziye Folner dizisi denir
(Namioka, 1964).

Tamm 2.7. G, sag ve sol kisaltma kurallarin1 saglamak tizere bir diskret sayilabilir
amenable yar1 grup olsun. Tim m > ky ve g € G \ S,,, icin |f(g) — s| < € olacak sekilde
Ve > 0 i¢in bir ky € N var ise few(G) fonksiyonu s ye yakinsaktir denir (Nuray ve
Rhoades, 2011).

Tanim 2.8. G, sag ve sol kisaltma kurallarin1 saglamak tizere bir diskret sayilabilir

amenable yar1 grup olsun.

lim == ) 1f(g) ~ 51 = 0

S
n-—o | nl P

ise few(G) fonksiyonu s ye kuvvetli toplanabilirdir denir (Nuray ve Rhoades, 2011).

Tamm 2.9. S C G nin alt ve {ist yogunluklari sirasiyla



5(8) = llm sup—1{g € Sp: g € S}|

ISI

ve
1
6(S) = lim inf —|{g € S,: g € S}|
- n—o IS‘nI
ile tanimlanir. Eger 5(S) = 6(S) ise

6(S) = lim m“g € Sy g €S},

S'nin Folner yogunlugu olarak adlandirilir (Nuray ve Rhoades, 2011).

Tamm 2.10. G, sag ve sol kisaltma kurallarim1 saglamak iizere bir diskret sayilabilir

amenable yar1 grup olsun.

1
hmml{g €Spulf(g)—sl=ze}l=0

ise few(G) fonksiyonu s ye istatistiksel yakinsaktir denir (Nuray ve Rhoades, 2011).

Ornek 2.1. G = Z? olmak iizere {S}} ve {S2} Folner dizileri



{Sa} =1{G@. ) € 2%:]il <, |jl < n}
ve
{s2} ={@ ) e 2% il < n,|jl < n®}

seklinde tanimlansin.

A={(i,)H)EZ*i<j<n, i=012,..,n n=123..}
olmak iizere f asagidaki gibi alinsin.

_{1 icin (i,j) €A
i 0 icin (i,)) & A.

Bu durumda {S2} dizisi i¢in f(g) 0’a istatistiksel yakimsar fakat {S1} dizisi i¢in f(g) 0’a

istatistiksel yakinsamaz. Gergekten

(n+1D(n+2)
2
(Zn +1)(2n%2+ 1)

=0

llrnS—ZlHQES2 If(g) -0l =€}l =

olur. Boylece {§2} dizisi i¢in st — limf(g) = 0 olur. {S}} dizisi i¢in ise

n+1D)(n+2)
2
(2n%2+1)

#0

llmls—ll{gES1 If(g) =0l 2 e}| = lim



elde edilir (Nuray ve Rhoades, 2011).

Tamm 2.11. G, sag ve sol kisaltma kurallarim1 saglamak iizere bir diskret sayilabilir

amenable yar1 grup olsun. Vm > kg ve g € G \ S, i¢in

1@ _ .

h(g)

saglayacak sekilde V&> 0 igcin Oyle bir ky € N ise negatif olmayan f,he w(G)
fonksiyonuna asimptotik denktir denir ve f ~ h ile gosterilir (Nuray ve Rhoades, 2013).

Tamim 2.12. Herhangi bir {S,,} Folner dizisi i¢in

fl . |_
LTS |Z hg) |‘°

saglayaniyorsa iki negatif olmayan f,h € w(G) fonksiyonuna kuvvetli asimptotik denktir
denir ve f ~® h ile gosterilir (Nuray ve Rhoades, 2013).

Tamm 2.13. Eger V € > 0 i¢in

lim —
n—00

o e s

sartin1 saglayan iki negatif olmayan f,h € w(G) fonksiyonuna istatistiksel denktir denir
(Nuray ve Rhoades, 2013).

m‘l\ }\=°



3. FOLNER DIiZILERINIiN iDEAL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde ayrik (diskret) sayilabilir amenable yar1 gruplarda Folner dizilerinin ideal

yakinsaklik kavrami verilecektir.

Tammm 3.1. G, sag ve sol kisaltma kurallarin1 saglamak iizere bir diskret sayilabilir

amenable yar1 grup olsun. Ve > 0 i¢in

{gESn:If(g) —slze} el

ise f € w(G) fonksiyonu s’ye I-yakimsaktir denir ve f —/(@) s ile ifade edilir. I-yakimsak
Folner dizilerinin kiimesi I(G) ile ifade edilir (Kisi ve Giiler, 2018).

Simdi, Folner dizilerinde I-limit supremum ve I-limit infimum tanimlanacak ve 6zellikleri
verilecektir.
few(G) igin By ve As kiimeleri
Br={beER:{g€S,:f(g)>b} &I
ve
A ={a€R:{g€S,:f(g)<a}&l
seklinde tanimlansin (Kisi ve Giiler, 2018).

Tamim 3.2. few(G) fonksiyonu igin I-limit supremum;

supBs, Bf# 0
I—limsupfz{ poof Bf—ﬂ
— oo, e =

ve I-limit infimum;

[ = liminff = { too, 4 =0



seklinde tanimlanir. Folner dizileri i¢in I — liminff < I — limsupf 0Ozelligi her zaman

saglanir (Kisi ve Giiler, 2018).

Tamim 3.3. G’nin {S,,} Folner dizisi i¢in

{geSu:If(Pl<M}el

saglayacak sekilde M > 0 varsa few(G) fonksiyonuna [-sinirlidir denir (Kisi ve Giiler,

2018).

Folner dizileri i¢in I-smirhilik I — limsupf ve I — liminf f nin sonlu oldugunu gosterir.

Teorem 3.1. Eger [ — limsupf = psonlu ise Ve > 0 igin

{9€Sn:f(g) > n—e} glve{geSn:f(g) >n+e}€l (3.1

saglanir. Ayn1 zamanda (3.1) saglanirsa I — limsupf = polur (Kisi ve Giiler, 2018).

Ispat. I — limsupf = p olsun. Bu durumda p sayis1 b € R igin

{9 €S f(g)>b} el

sartin1 saglayan en biiyiik elemandir. p + € > p oldugundan bu sart1 saglamaz. Yani

{g€Snfl@>n+erel

olmak zorundadir. Diger taraftan p — ¢ < p oldugundan

{geSn:f(g) >} el

olacak sekilde bir b’ € (u — €, ) elamani bulunabilir.

{ge€Syf(@>u—e}2{g€S,:f(g) >b'}



oldugundan,

{gesn:fl@>n—e} el

saglanir.

Teorem 3.2. Eger I — liminff = A sonlu ise Ve > 0 igin

{geSn:f(g) <A+e}&lve{geS,:f(g) <A—¢e}€I (3.2)

saglanir. Ayn1 zamanda (3.2) saglanirsa [ — liminff = A gerceklesir (Kisi ve Giiler,
2018).

Ispat. I — liminf f = A alinsin. Bdylece A sayis1 a € R igin

{geSL:f(g)<a}&l

sartin1 saglayan en kiigiik elamandir. A — ¢ < A oldugundan bu sart1 saglamaz. Yani

{9€Snflg)<A-¢elel

olmak zorundadir. Diger taraftan A + € > A oldugundan

{gesuflg)<a}el

olacak sekilde bir a’ € (4,1 + ¢€) elaman bulunabilir.

{g€8n:f(g)<A+e}2{g€Sn:f(g)>al}

oldugundan

{geS:flg)<A+etel

10



olur.

Uyan 3.1. Bu iki teorem geregince [ — limsupf ve I — liminff noktalarinin Folner

dizilerinin I-y1gi1lma noktalariin en biiyiigii ve en kii¢igii oldugu soylenebilir.
Teorem 3.3. G’nin {S,,} Folner dizisi i¢in
I = liminff <1 — limsupf
gecerlidir (Kisi ve Giiler, 2018).
Ispat. I — limsupf = —oo olsun. Bu durumda B; = @ yazilir. Bu ise
{9€Sn:f(g)>b} el
olacak sekilde bir b sayis1 olmamasi anlamina gelir. O zaman Vb € R i¢in
{g€Sn:f(g)sb}el
olur. b < a i¢in
{g €5,:f(9) <a}2{g € 5y:f(g) < b}
oldugundan ifadenin sag tarafi ideale ait degildir. Yani Va € R i¢in
{g€Sn:f(g)<a}el

elde edilir. Boylece A = R ve dolayisiyla I — liminff = —oo elde edilir.
I — limsupf = +o0 olsun. Bu durumda ispat agiktir.

A=1—liminff ve p = I — limsupf olarak olsun. Tanimdan

GESuf@>n+s)el

11



ve dolayisiyla

(eSuf@<u+s)el

yazilabilir.

€
{g €Snif(g) = P-+§} 2{g€Sp:flg) <u+e}
olur. Ifadenin sol tarafi ideale ait olmadigindan sag tarafi da ideale ait degildir. Bu

durumda p+e €Ay olur. A=infA; oldugundan A <pu+e olur. ¢ sayisi keyfi

oldugundan A < p elde edilir.

Teorem 3.4. [-smurl1 {S,,} Folner dizisi I-yakinsaktir & I — limsupf = [ — liminff
saglanir (Kisi ve Giiler, 2018).

Ispat. G’nin her hangi bir {S,} Folner dizisi i¢in A = I — liminff ve p =1 — limsupf

olsun. ilk olarak, I — limf = s ve € > 0 olsun. Bdylece,

{gESn:lf(g) —sl=e} el

ve dolayisiyla
(geSuf(@zs+31elve{ges, flg)<s—}el
yazilir.
(g €Suf(@) =5 +5}2{g € Suif(g)>s+e)
Ve

(eSuf(@<s-312{g€Suf(g) <s—e}

12



oldugundan {g € S,:f(g) >s+ec}€l ve {g€S,: f(g) <s—e}el elde edilir.
[ — limsupf tanimmna gore u < s+ ¢ ve dolayisiyla u <s; [ —limf tanimina gore
A = s — g ve dolayistyla s < A olur. Sonug olarak

HSs<A=>u<A

elde edilir. Ayn1 zamanda A < p saglanir. Bu durumda A = p olur.

Simdi farz edelim ki I — limsupf = I — liminff = s olsun. Buna gore
{9 E€ESn:f(9)>s+}EIVe{g€Suf(g) <s—}€I

yazilabilir.

(€S f@) >s+5}2{g €Sy f(g) =5 +e)

ve

€
{9 € Suif(9) <s—§}2{g ESp:f(g9) <s—¢}
oldugundan her iki ifadenin sag tarafi idealin elemanidir.

GESIf(g)—slzel={g€Su:f(g)2s+e}U{g€S,:f(g) <5 —¢}

yazilir.

{geESf(g)=s+e}U{g€eS,:f(g)<s—¢e}el

olacagindan {g € S,,: |f(g) — s| = €} € I bulunur. Dolayisiyla I — limf = s elde edilir.

13



4. FOLNER DiZiLERININ I-ASIMPTOTIK L-ISTATISTIKSEL
DENKLIGI

Bu bolimde ayrik sayilabilir amenable yar1 gruplarda Folner dizilerinin A-istatistiksel
yakinsakligi tanimlanacak, bu diziler igin verilmis olan I-yakinsaklik kullanilarak yeni
yakinsaklik kavramlarindan bahsedilecektir. Bununla birlikte, Folner dizileri igin I-
asimptotik A-istatistiksel denklik tanimi verilip, bu kavram ve olusturulacak yeni

kavramlarla olan iliskiler teoremlerle ifade edilip ispat edilecektir.

Tamm 4.1. G, sag ve sol kisaltma kurallarin1 saglamak tizere bir diskret sayilabilir

amenable yar1 grup olsun. Eger Ve > 0 ve G’nin herhangi bir {S,,} Folner dizisi i¢in
o1
lim —|{g € Sp:[f(g) —s| 2z e}| =0
n—oo ATL

ise f ew(G) fonksiyonu s’ye A-istatistiksel yakinsaktir denir ve f —54(S) s jle ifade

edilir. A-istatistiksel yakinsak Folner dizilerinin kiimesi S;(G) ile gosterilir.

Eger A, =n alinirsa Folner dizileri i¢in istatistiksel yakinsaklik ile A-istatistiksel

yakinsaklik ortiismektedir.

Tanim 4.2. G’nin herhangi bir {S,,} Folner dizisi i¢in

1
lim = > 1f(9) =51 =0
n-o A,

gESn
ise few(G) fonksiyonu s’ye kuvvetli (V,1) toplanabilirdir denir ve f -"A©) s jle
gosterilir. Tum kuvvetli (V,1) toplanabilir Folner dizilerinin kiimesi (V,4)(G) ile

gosterilir.

Eger A, =n alimirsa Folner dizileri i¢in kuvvetli (V,1) toplanabilirlilik [C,1]

toplanabilirlilige dontisiir.

14



Teorem 4.1. Eger f -V ©) sise f -5 s saglanir.

ispat. f > sve e > 0 olsun. Boylece

DU@-sl= > If@ sl zelgeSlfg)—slze)l

9gESn gESR&|f(g)—s|ze

saglanir. Buradan,

1 1
mz f(g) = sl 23-1{g € Su:1f () —sI 2 e}

gESn

elde edilir. f >VA© s oldugundan

1
lim — > If(9) = s| = 0
n—->oo n

9ESn

yazilir. Buradan
o1
lim —|{g € S,:|f(g) —s| =€}/ =0
n—>oo An

elde edilir. Boylece f —54(%) s saglanr.

Teorem 4.2. Eger fem(G) smih fonksiyon ve f —52& s ise bu durumda

f WG ¢ saglanir.

ispat. Kabul edelim ki f e m(G) smirl fonksiyon ve f —52(%) s olsun. Bu durumda
Ifleo + s = M olacak bi¢imde M > 0 vardir. Herhangi bir ¢ > 0 i¢in

%Zlf(g)—SIS Z If(g) — sl + Z If(g) — sl

9gESn 9gESn&|f(g)-sl|ze gESK&|f(g)-sl<e

M
SA—I{QESn:If(g)—SIZE}He,
n

15



yani

= D@ =5l <3-Hg € Swlflo) =5l = el + e

gESn

olur. Bu esitsizlikte limite gegilirse,

1 M
lim (= > If(9) = s | < lim (= I{g € S £ (9) =51 = £}l +¢)

bulunur. f -S4 s oldugundan

M
r%%(l_l{gesnﬂf(g)—sl28}|+5):

olur. Boylece

lim ZIf(g)—sI <e=lim Zlf(g)—sl =0

gESn gESn

yazilir. Boylece f »VA©) s saglanir.

Tamim 4.3. G’de herhangi bir {S,,} Folner dizisi ve I < 2N bir uygun ideal olsun. Ve > 0
ve V§ > 0 i¢in

{neN ml{geS | f(g) —s| =€} 26}61

ise few(G) fonksiyonu s’ye l-istatistiksel yakinsaktir denir. Tiim I-istatistiksel yakinsak

Folner dizilerinin kiimesi S;(G) ile gosterilecektir.

Tamim 4.4. G’de herhangi bir {S,,} Folner dizisi olmak iizere Ve > 0 igin

{gES

kosulunu saglayan iki negatif olmayan f,h e w(G) fonksiyonuna asimptotik I-denktir

m—l‘ E}EI

denir ve f ~'(© p ile gosterilir.
16



Tamim 4.5. G’de herhangi bir {S,,} Folner dizisi olsun. Ve, § > 0 i¢in

{gESn: Ze}

ise iki negatif olmayan f, h € w(G) fonksiyonlarina I-asimptotik istatistiksel denktir denir

f(g@)

g

fneng
n T
A

> s e

ve f ~51(@ p ile gosterilir.

G’de herhangi bir {S,} Folner dizisi igin, I = I¢;, ise l-asimptotik istatistiksel denklik ve

asimptotik istatistiksel denklik gakisir.

Tanim 4.6. G’de herhangi bir {S,,} Folner dizisi olsun. Eger Ve > 0 icin

ise iki negatif olmayan f,he w(G) fonksiyonlarmma kuvvetli A;(G)-asimptotik denktir

denir ve f ~"4(@ p ile gosterilir.

Tanim 4.7. G’de herhangi bir {S,,} Folner dizisi olsun. V¢, § > 0 i¢in

> e}

ise iki negatif olmayan f,h e w(G) fonksiyonlarma [-asimptotik A-istatistiksel denktir

f@

{nEN:— n(g)

Al
g € Sy

An

= 6}61

denir ve f ~54( p jle gosterilir.

Tammm 4.8. G, sag ve sol kisaltma kurallarin1 saglamak iizere bir diskret sayilabilir

amenable yar1 grup olsun. Ve > 0 i¢in

1
n € N: —Zf(g)—s >¢ecr€l
|5l

gESn

17



ise f € w(G) fonksiyonuna s ye I-toplanabilir denir. f 4 s ile ifade edilir.

Tammm 4.9. G, sag ve sol kisaltma kurallarin1 saglamak iizere bir diskret sayilabilir

amenable yar1 grup olsun. Eger Ve > 0 i¢in

nENmZIf(g)—s|>e el

gESn

. . . .. . [clr . i
ise f € w(G) fonksiyonuna s ye I-kuvvetli toplanabilir denir. f S sile gosterilir.

Teorem 4.3. Eger f ~V41 pise f ~Su© p saglanr.

Ispat. f ~V4() h ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda

f(g) f(g)
gezsh@) 1‘2 ]Z() hg) ‘{ges hg) 1‘25}‘
n geSn&m—1|
saglanir. Boylece,
flg) 1
5,1 - [te) - \—n{g“ m‘l‘ }‘

yazilir. Buradan bazi § > 0 i¢in

1
{gES

{TLEN:Z

_ f(9)
m—1| }|Z 6}§ nEN'A_; m—1| )

elde edilir. f ~"4(® h oldugundan



olur. Kapsama iligkisinden dolayisiyla

1
{gES

{nEN:Z

roat N BRI

bulunur. Béylece f ~S4( h elde edilir.

Teorem 4.4. Eger f,gem(G) smrrh fonksiyonlar ve [~ p jse bu

durumda f ~Y4 p saglanir.

Ispat. f, g € m(G) siurh fonksiyonlar ve f ~S4) p olsun. f, g € m(G) oldugundan

f(g)
@‘1‘ M

saglayan M > 0 vardir. Ve > 0 i¢in

flg |_1 f(g) 1 f(g)
o Z o) ‘7 DI e i R wD S ey 1‘
geSn&’M—ly geSn&’M—1|
1 £ £
SME{QES o) 125} +5

yazilir. Simdi

A, = nEN:—E 22 ] >
! An £a |R(9) ‘
gE
ve
1 f(9) £ £
A, = N: — ——1>= = —
2 {”e An{gESn ) |=2(|7 2m




kiimeleri tanimlansin. Eger n € A, ise

! € Sy -1 >E < i
2, 19 ) |T2f| S 2m
olur. Ayn1 zamanda
1 f(9) 1 U e € ¢
— ———1|<M— ESy|l———=—-1|=2= - <-+=-=
An; h(g) 7, 19 ng) | Zzf|T25z2T27¢
g

bulunur. Boylece n ¢ A, elde edilir. Bu durumda

1
{g € Sy

€ N:—
n L

f(9) ’ g{

e _ 1| > f} >

h(9) 2
Va,(6) ili

yazilir. Sonug olarak f ~"4"/ h elde edilir.

Teorem 4.5. Eger liminf% > 0ve f ~51@ pise f ~5u@ p gaglanir.

Ispat. llmmf— > 0 alinsin. Boylece § > 0 sayisi i¢in — > § saglanir. Herhangi bir

|n|_

€ > 0i¢in

1‘> }> An 1{ € Sy
— — _8 _—_
n(g) 1521 An |7

1
25—{g ESn: Fg)—l‘ 28}

h() 1‘25}

1
m geSn:
n

A

yazilir. Bu durumda bazi n > 0 i¢in

20



L { es.. __1‘ }
g h(g)

€ N:—
{n An
{ € N { es,
n —
Sy

e

ﬁg; 1‘ 28}27]5}61

bulunur. Sonug olarak liminf Iz_nl > 0 ve f ~51© piken f ~54( h saglanr.

Tamim 4.10. 0 < p < o olmak iizere, Ve > 0 icin

nENmZIf(g)—s|p>e el

gESn

. ; - . [cy .
saglaniyorsa f € w(G) fonksiyonuna s ye I- kuvvetli p-toplanabilir denir. f — s ile

gosterilir. Tiim I-kuvvetli p-toplanabilir fonksiyonlarin kiimesi CF[G] ile ifade edilir.

[clf . s
Teorem 4.6. f € w(G) ve 0 < p < oo olsun. Eger f — s ise f Ss saglanir.

Ispat. f € w(G) ve 0 < p < oo olsun. Herhangi bir £ > 0 igin

DU@=slP= > If@-sP+ D 1f@)=sP

gESn gESn JESy
[f(g)-s|ze If(g)—sl<e

> [{g € Sn:1f(g) —s| = e}|eP

ve boylece

Z|f<g)—s|P>|S (g €5,:17(g) —s1 2 &}

gESn

ePIS |

21



yazilir. Herhangi bir § > 0 igin

e N iy €5,:17() sl =l 2 6} e In e N Y If () = 1P = be?
S| " B |5

gESn

olur. G’nin herhangi bir {S, } Folner dizisi i¢in f, I-gii¢lii p-toplanabilir ise

n € N: m2|f(g)—s|p>6£p el
gESn

oldugundan kapsama iligkisinden

{nele{gES |f(g)—s|2£}|26}el

s
olur ve boylece f 5 s elde edilir.

sr 1}
Teorem 4.7. f € m(G) ve 0 < p < o olsun. Eger f 5 s ise. f —> s saglanir.

. s
Ispat. f S s olsun. f € m(G) oldugundan ||f|| +s = M saglayacak sekilde M > 0

vardir. € > 0 alinsin. Bu durumda

1 Z 1
1@ =P = D U@ =sP+iy ) 1) sl
JESH gESH gESH
If (9)-sl>5 |f(g)—s|<§

< IA;I—; {9 € Su:lf(g) - sl = §}| + (;)p
22



yazilir. Boylece

1 £ £
eN— —s|? > c{ EN:—[1g € S, —s|== 2—}
n €N EES F(g)=sl" zep SqneNie— {g Sn:1f(g) = sl 2}| M7
g&on

s
f Ss oldugundan

{eN ! (gesulf@-sl=2)| = g}eI

saglanir. Kapsama iligkisinden

nENmZIf(g)—s|p>e el

9gESn

1y .
olur ve bdylece f — s elde edilir.

Tanim 4.11. G’de herhangi bir {S,,} Folner dizisi olsun. Eger Ve > 0 i¢in

v
M

m
~

flg)
T IZ h(g) ‘

ise iki negatif olmayan f,h € w(G) fonksiyonlarina kuvvetli Cesaro [-asimptotik denktir

denir. f ~11 M@ p jle gosterilir.
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Teorem 4.8. Eger f ~V4 pise f ~[c1(DI6) p saslanir.

Ispat. f ~V4©) b olsun.

fl) f(g)
|5|z o)~ ‘—;\ Z %) 1‘

yazilabildiginden herhangi bir € > 0 i¢in

(@) ‘ 1 z ‘f(g) ‘
=& C €S, :— — -1
"IS, IZ ‘h(g) g = on Ao 2 |h(g)
elde edilir. f ~"4(© h oldugundan

4]

) €

22

JESy

f(9) |

olur. Kapsama iligkisinden

z flg) | e
" 1Sl hg) |7
bulunur. Sonug olarak f ~"4(@ piken f ~[E1(DIE p gaglanr.

Teorem 4.9. Eger f,gem(G) smrh fonksiyonlar ve f~S4(h ise bu durumda

f ~[ciD)©6) p saglanir.

Ispat. f, g e m(G) sinrhi fonksiyonlar ve f ~54(@ p olsun. f,g € m(G) oldugundan

@ _ |

g =M

M > 0 vardir. € > 0 alinsin ve
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ng)

&
> —
)

L, = {gES

kiimesi tanimlansin. Bu durumda Ve > 0 i¢in

2l 2 —\ )

h(g) ‘

S
<miilses. 4
SN | Ea e T2
olur. Dolayistyla
1 f(g) 1 £ €
eN:—z > eEN:—[{g e L _ql>=-{>—" er
e e Rl Il el R | Al T Rl e B | e

yazilir. Sonug olarak f ~[€1 (1@ p elde edilir.

Teorem 4.10. Eger f ~[61(®1©) p ise bu durumda f ~51(® h saglanur.

ispat. f ~1€1MI© p ve & > 0 olsun. Bu durumda

ISIZ

ney 12

1 f(g)
- 2 ezl
| Igesn&|m_1|>€ h(g)

4

h(g)

yazilir. Dolayisiyla

@ _ |-

e15:1 £ [h(g) ‘ BN

{gES

m‘l‘ }‘

olur. Boylece verilen § > 0 sayisi igin
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f(9)
o) 1‘23}‘25}g nENISIZh(g) ‘_.5

{ 1
nEN—

fyes.

€l

bulunur. Sonug olarak f ~51(@ h elde edilir.

Teorem 4.11. Eger f,hem(G) smrl fonksiyonlar olsun. Eger f ~S1(9) h ise
f ~11MIO) b saglanir.,

Ispat. f ~51%) hve f,h e m(G) smirl fonksiyonlar olsun. Bu durumda |% — 1| <M

saglayan M > 0 vardir. Herhangi bir € > 0 igin

1 o), 1 o)
mz o) “m DI ey 1‘+|sn| z o) 1‘

geSn&|M—1|>s gesn&|@—1|
1 1
M— ES.:————1 +£— € S, -1 <e
1S, {g " n(g) ’ } { h(g) }‘
LM { es.. 1‘ }+
<o = £
151 [19 ()
bulunur. Boylece bazi § > 0 i¢in
O e
= | = n — vl — = & = —
N L [~ ISR ) M

€l

yazilir. Buradan f ~[G®1@ p elde edilir.
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5. FOLNER DIZILERININ I-ASIMPTOTIiK LACUNARY
ISTATISTIKSEL DENKLIGI

Bu boliimde ayrik (diskret) sayilabilir amenable yar1 gruplarda Folner dizilerinin I-
asimptotik lacunary istatistiksel denklik tanimlar1 verilecek ve l-asimptotik istatistiksel

denklikle arasindaki kapsama iligkilerine deginilecektir.

Tamim 5.1. 8 bir lacunary dizisi ve G, sag ve sol kisaltma kurallarin1 saglamak tizere bir
diskret sayilabilir amenable yar1 grup olsun. Ve > 0 ve G’nin herhangi bir {S,} Folner

dizisi i¢in
1
lim —|[{g € Sy:|f(g) —sl =€} =0
r—oo hr

ise f ew(G) fonksiyonu s’ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Tim lacunary

istatistiksel yakinsak Folner dizilerinin kiimesi Sg (G) ile gosterilir.

Tamm 5.2. 1 < 2N uygun ideal olsun. Ve, § > 0 igin

{rEN:hil{gESn:If(g)—sl Z€}|Z5} €l

ise few(G) fonksiyonu s’ye I-lacunary istatistiksel yakinsak denir. Tim I-lacunary

istatistiksel yakinsak Folner dizilerinin kiimesi S (G) ile gosterilir.

Tamim 5.3. Eger Ve > 0 igin

1
TEN:—Z|f(g)—S|Z€ €l
h,

gESn

ise f € w(G) fonksiyonu s’ye giiclii I-lacunary yakinsaktir ya da Nf (G)-yakinsaktir denir.

Tiim giiclii I-lacunary yakinsak dizileri NP (G) ile gosterilir.
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Tanmim 5.4. G’de herhangi bir {S,,} Folner dizisi olsun. Ve, § > 0 igin

1
{gES

€ N:—
[rens

m—l‘ }26} €l

saglanirsa iki negatif olmayan f,he w(G) fonksiyonlarma I-asimptotik lacunary

istatistiksel denktir denir. f ~57(© h biciminde gésterilir.

G’de herhangi bir {S,} Folner dizisi igin, I = I¢;, ise l-asimptotik lacunary istatistiksel

denklik ve asimptotik lacunary istatistiksel denklik ¢akisir.
Tamim 5.5. G’de herhangi bir {S,,} Folner dizisi olsun. Eger Ve > 0 i¢in

f(9)
EN—Z @—1| €l

ise iki negatif olmayan f,h e w(G) fonksiyonlarina giiglii I-asimptotik lacunary denktir

denir. f ~N(©) Rile gosterilir.

Teorem 5.1. f, h € G negatif olmayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda
(a) Eger f ~N(© p jse f ~S{ @) py saglanir.

(b) Eger f,h e m(G) ve f ~5T@ hise f ~N©@ ph saglanir.

ispat. (a) & > 0 ve f ~N7@ p olsun. Bu durumda

flg) _ ) _
2. [kt 1‘ Hg“ mg) }‘
gESnH
olur. Boylece
flg) 1
ehy £ h(g) ‘_r{gES m_l‘zg}‘
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yazilir. Bununla birlikte baz1 § > 0 i¢in

1
{gES

€ N: —
rens

_ f(9)
h() 1‘25}‘2 S}Q TEN.h—r;n@—l >ed €l

elde edilir. Sonug olarak f ~5 @ p pulunur,

() f,h e m(G) ve f ~5T© h olsun. Bu durumda

f(g)
Ry ="
saglayan M > 0 vardir. Herhangi bir € > 0 i¢in
flg) | _ f(g) 1 flg)
r z ") ’ - Z 1) 1| i 2 |t 1|

9ESn\Ln

< M s, s £ £

=h {ge h(g) |—5} T2

olur. Simdi asagidaki gibi

ve

A, = {reN:—

1
{gES

hy

h(g)

kiimeleri tanimlansin. Eger, r € A, ise

29



h_lr {gESn. %—1 2;} < %
olur. Ayn1 zamanda
N Z 1 \ < {gesn: %_1\2;} Picliio,
bulunur. Boylece r € A; elde edilir. Sonug olarak
EN—z — =1 {reNi{geS.— 1‘25}2
h(g) h, h(g) 2

yazilir. Sonug olarak f ~N @ 1 elde edilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda Folner dizilerinin ideal yakinsakligi kavrami tanitilmis ve bu kavramin

bircok 6zelligi ele alinmustir.

fleri calismalarda amenable yar1 gruplarda kaba yakisaklik galisilabilir. Bununla birlikte

farkli yakinsaklik tiirleri kullanilarak yeni sonuglar elde edilebilir.
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