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1. GIRIS

Yakinsaklik kavramina genel bir bakis a¢is1 kazandiran istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk
olarak Fast tarafindan tanimlanmstir (Fast, 1951). Istatistiksel yakinsakliga farkli bir bakis
acis1 kazandiran ¢alismalar toplanabilme teorisi {izerine yapilan uygulama caligmalaridir
(Salat, 1980; Fridy, 1985). Lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami, Fridy ve Orhan'in

makalesinden sonra 6nemli bir ¢alisma alani haline gelmistir (Fridy ve Orhan, 1993).

“2 normlu uzay” kavrami Géhler tarafindan tanimlanmis ve gelistirilmistir (Géhler, 1963).
Kavramin tanimlanmasindan sonra pek ¢ok arastirmaci 6nemli sonuglar elde etmislerdir
(White, 1969; Gahler, 1969; Gahler ve Gupta, 1975; Siddiqi, 1980; Gunawan ve Mashadi,
2001a; Giirdal ve Pehlivan, 2004). Gunawan ve Mashadi ‘“2-normlu Uzaylarda Y akinsaklik
ve Cauchy” kavramini vererek alanla ilgili birgok calismanin 6nciisli olmustur (Gunawan
ve Mashadi, 2001b). Giirdal ve Pehlivan, 2-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsakligi
tanimlayarak bir ¢esit yeni bir analiz kavramini ortaya koymuslardir (Giirdal ve Pehlivan,

2004).

Bulanik mantik; matematik, bilim, miihendislik, tip gibi bir¢ok alana katkilar sunmustur.
Bu kavram ilk olarak Zadeh tarafindan literatiire kazandirilmistir (Zadeh, 1965). Zadeh
tarafindan yayinlanan bu calisma belirsizlik kavraminin 6l¢lilmesinde 6nemli bir baslangi¢
olarak kabul edilir. Zadeh, bu caligmada kesin olmayan smirlara sahip nesnelerin
olusturdugu fuzzy kiime teorisini ve bu kiimenin cebirsel 6zelliklerini ortaya koydu. Fuzzy
kiimeler bizim giinliikk hayatimizda sik sik kullandigimiz belirsizlikle ilgilenmenin daha
dogru bir yoludur. Ornegin, bir kase igerisinde erikler oldugunu diisiiniiliirse, bu durumda
kasedekiler erik mi? sorusuna evet, kasedekiler kiraz mi? sorusuna hayir cevabi
verilecektir. Tabaktaki erikler arasinda bir kiraz oldugunu diistinelim. Ayni1 sorulara klasik
kiime teorisine gore nasil cevap verilecegi net degildir. Ciinkii klasik kiime teorisinde ya
"evet" (hepsi erik) ya da "hayir" (hig¢ birisi erik degildir) cevaplar miimkiindiir. Fakat bu
gibi durumlar fuzzy kiime teorisi ile agiklanabilir; ¢iinkii bu teoride nesneler kiimeye

kismen ait olabilirler.

Fuzzy kavrami bir¢ok arastirmaci tarafindan sibernetik, yapay zeka, uzay sistem ve bulanik
kontrol, Oriintli tanima, islem arastirmasi, karar verme, goriintii analizi, olasilik teorisi,
tarim ve hava tahmini gibi bir ¢ok alanda kullanilmaktadir. Son zamanlarda, bulanik
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mantik, metrik ve topolojik uzaylar, fonksiyonlar teorisi gibi matematigin g¢esitli
alanlarinda 6nemli bir ¢alisma alam1 haline gelmistir. Bulanik mantik ayrica, dizi
uzaylarinda ve toplanabilme teorisinde ¢alisan bilim insanlarmin yeni dizi uzaylari

tanimlamak ve bu uzaylarin karakteristik 6zelliklerini incelemek i¢in ilgisini ¢ekmektedir.

Lineer uzaylarda fuzzy norm kavrami ilk olarak Katsaras tarafindan tanimlanmigtir
(Katsaras, 1984). Son boyutlu fuzzy normlu uzaylarda yapilan en 6nemli g¢alismalar
Felbin’e ait caligmalardir (Felbin, 1992; 1999). Sezgisel bulanik kiimeler teorisi ilk olarak
Atanassov tarafindan incelenmistir (Atanassov, 1986). Sezgisel fuzzy metrik kavrami ilk
olarak Park tarafindan, sezgisel fuzzy norm kavrami ise Saadati ve Park tarafindan
tanimlanmustir (Park, 2004; Saadati ve Park, 2006). Son yillarda, sezgisel fuzzy norm
lizerine 6nemli ¢aligmalar yapilmis ve kavramin birgok 6zelligi arastirilmistir (Karakus vd.,
2008; Mursaleen ve Mohiuddine, 2009a; Mursaleen ve Mohiuddine, 2009b; Debnath,
2012; Savas ve Giirdal, 2014a; Savas ve Giirdal, 2015).

Normlu uzay kavrami pek cok arastirmaci tarafindan incelenmis ve dnemli sonuglar elde
edilmistir. Oregin; 2 normlu uzay ve n-normlu lineer uzay (Malceski, 1997; Gunawan ve
Mashadi, 2001b; Giirdal ve Sahiner, 2008; Savas ve Giirdal, 2014b; Savas ve Giirdal,
2016; Turan, 2020), fuzzy normlu lineer uzay (Chang ve Mordesen, 1994; Felbin, 1999;
Bag ve Samanta, 2003; Bag ve Samanta, 2005), fuzzy n-normlu lineer uzay (Narayanan ve
Vijayabalaji, 2005), sezgisel fuzzy n-normlu lineer uzay (Narayanan vd., 2007, Sen ve
Debnath, 2011a; Sen ve Debnath, 2011b; Thillaigovindan vd., 2011; Debnath, 2016;
Konwar ve Debnath, 2017) gibi matematigin temel alanlarinda ve 6zellikle klasik
Fonksiyonel Analiz ile olan iligkisi nedeniyle bir ¢ok matematik¢inin ilgilendigi 6nemli bir

konu haline gelmistir.

Fibonacci dizisi, ilk olarak 1202'de yazilan Fibonacci'nin Liber Abaci kitabinda verilmistir.
Ancak, bu kavram daha eski bir tarihe dayanmaktadir. Fibonacci dizileri Hint
matematiginde Virahanka sayilar1 olarak tanimlanmisti. Liber Abaci'de Fibonacci dizisi 1

ile baslar, giiniimiizde ise Fibonacci dizisi ya f, = 0 ya da f; = 1 ile baglar.

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, ...

seklindeki say1 dizisine Fibonacci dizisi denir (Koshy, 2001). Buradan = 1,2,3, ... igin
2



frs1=fa t foa

saglanir. Bununla birlikte Fibonacci dizileri n > 2 i¢in

fa = far1 — fo-z
esitligi ile birlikte tek tiirli olarak gosterilir.

Fibonacci sayilarinin olduk¢a hizli arttig1 bilinmektedir. Bu sayilarin hangi hizla arttiginin
bulunmas1 6nemli bir problem haline donligmiistiir. Ardisik Fibonacci sayilarinin

oranlarina bakildiginda:

1 2 3 5 8

I = 1, I = 2, E = 15, § = 1666666, g = 16,
13 21 34 55
ry = 1.625, 3 = 1.615384615, 1= 1.619047619, 32

= 1.617647059 8 _ 1.618181818 144 _ 1.617977528 233
o ’ 55 89 144

377
= 1.618055556, 233 = 1.618025751, ...

bulunmaktadir. ik birkag¢ degeri goz ardi edersek ardisik Fibonacci sayilarmin oraninin
1.618’e¢ ¢ok yakin oldugunu ve Fibonacci sayilarinin geometrik bir dizi olusturdugu
goriilmektedir. Bu ise Fibonacci sayilari ile binlerce yildir miikemmel giizelligin gizli

formiilii oldugu diisiiniilen altin oran arasindaki iliskiyi vermektedir.

far1 _1+V5
fo 2

lim, e = @, (altin oran)

Fibonacci sayilar ile ilgili bilinen baz1 temel 6zellikler:

Y fe=fan—1meEN),
k=0



1
Z — yakinsaktir
o

fro-1fne1 — n2 = (_1)n+1’ n=>1.
(fn+1)2 = fufnez t+ ="

seklindedir.

Fibonacci dizileri ise ilk defa Kara ve Basarir (2012) tarafindan dizi uzaylarinda
kullanilmaya baslanmistir. Kara (f,,) dizisini kullanarak F Fibonacci fark matrisini
tanimlamis ve bu matris yardimiyla yeni dizi uzaylar1 tanimlamistir. Son yillarda Fibonacci
dizileri ile ilgili onemli ¢aligmalar yapilmistir (Kara, 2012; Kara ve Basarir, 2012; Kara,
2013; Alotaibi vd., 2015; Candan, 2015; Demiriz vd., 2015; Kara vd., 2015; Kara ve
Demiriz, 2015; Kara ve llkhan 2016a; Kara ve Ilkhan 2016b).

Kirisci ve Karaisa Fibonacci tipi istatistiksel yakinsakligi tanimlamis ve temel 6zelliklerini
incelemislerdir (Kirisci ve Karaisa, 2017). Sonra, Kirisci sezgisel fuzzy normlu uzaylarda

Fibonacci istatistiksel yakinsaklik kavramini vermistir (Kirisci, 2019).

Bu tez calismasinda, once sezgisel fuzzy normlu uzaylarda sonra ise sezgisel fuzzy n-
normlu uzaylarda lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanacaktir. Aym
zamanda bu uzaylarda Fibonacci istatistiksel yakinsak ve Fibonacci lacunary istatistiksel
yakinsak kavramlar1 arasindaki kapsama bagntilar1 verilecek ve ispat edilecektir.

Orneklerle konunun daha iyi pekistirilmesi saglanacaktir.



2. TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde kullanilacak 6nemli kavramlara ve tanimlara yer verilmistir.
Tamm 2.1. yp, P kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak iizere herhangi bir P € N

kiimesi i¢in
n
1
dn(P) == oK)
k=1

verilsin.

d(P) = lim inf d,,(P),  d(P) = lim sup d,(P)

n—-oo n—oo

P kiimesinin alt ve iist dogal yogunlugu olmak iizere eger
d(P) = lim d,(P)
n—-oo
mevcut ise bu limite P nin dogal yogunlugu denir (Niven, 1951).

Tanim 2.2. w = (Wp) bir dizi, 3 € R olsun. Eger Ve > 0 igin

1
d({p < n:|w, — 3 28})=11i_r)glog|{p3n:|wp—§|28}|=0

saglanmiyorsa w dizisi % € R'ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st —limw =% ile

gosterilir (Fast, 1951).

Tamm 2.3. 0 = {k,} dizisi ko, =0 ve r - o iken h, =k, —k,_; = o saglayacak

sekilde negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisi ise 8 = {k,.} dizisine lacunary dizisi

denir. I, = (ky, ky_1] Ve g, = " ile gosterilir.
r—1



Tanim 2.4. 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger Ve > 0 i¢in

1
limh—|{pEIr:|Wp—E| Ze}| =0
T

T—00

saglaniyorsa, (wp) dizisi ¢'ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve Sg — limw,, =¢

ile gosterilir (Fridy ve Orhan, 1993).

Tamm 2.5. = : [0,1] X [0,1] - [0,1] ikili islemi eger,

(i) * birlesmeli ve degismeli,

(i) * siirekli,

(i) Va € [0,1] icina *x 1 = a,
(iv)Va,b,c,d€[01]icihna<cveb<diken axb<c=xd

sartlarini sagliyorsa * islemine siirekli t-norm denir (Schweizer ve Sklar, 1960).

Tanmm 2.6. ¢ : [0,1] X [0,1] - [0,1] ikili islemi eger,

(i) o degismeli ve birlesmeli,

(i) o stirekli,

(iii) Va € [0,1] igina ¢ 0 = a,
(iv)Va,b,c,d€[01]icina<cveb<dikenaob<ceod

sartlarini sagliyorsa ¢ islemine siirekli t-conorm denir (Schweizer ve Sklar, 1960).

A bir bulanik kiime olmak {izere, x elemaninin bu kiimeye ait olma derecesi ¢4 (x), ait
olmama derecesi 1 — ¢_4(x) olarak ifade edilir. Kiime ait olma derecesi ile kiimeye ait
olmama derecesi toplami1 1 olur. Fakat bazen bu yaklasim ger¢ek hayattaki uygulamalarda

belirsizligi ele almakta yetersiz kalmaktadir. Atanassov, bulanik kiime teorisini sezgisel
6



bulanik kiime teorisine genellestirerek ait olma derecesi ile ait olmama derecesinin

toplaminin 1’°den kiigiik oldugunu gdstermistir.

Tanmim 2.7. X # @ bir kiime ve A € X olsun. ¢_4(x): X — [0,1] ve w4(x): X - [0,1]
fonksiyonlar1 tarafindan ifade edilen A = {(x, P4(x), wy (x)): XEX } kiimesine X'de bir

sezgisel bulanik kiime denir (Atanassov, 1986).

Burada ¢_4(x) kiimeye ait olma derecesi, w_4(x) ise kiimeye ait olmama derecesi olarak
gosterilir. Vx € Xi¢in 0 < ¢ 4(x) + w4 (x) < 1 kosulu saglanir. X'de bir sezgisel bulanik

kiime kisaca A = (x, b4q(x), w4 (x)) ile gosterilir.

Her bulanik kiime A = {(x, Ga(x), 11—y (x)): xXEX } bi¢iminde sezgisel bulanik kiime

olarak ifade edilebilir.

Tamim 2.8. X, F cismi iizerinde bir lineer uzay,¢ ve w sirasiyla (xq, X3, ..., X, t) € X™ X
(0, ©)’a ait olma derecesi ve ait olmama derecesini gostermek lizere X™ X (0, o) iizerinde
bulanik kiimeler olsun. A = {(X, p(x,t), w(x,t)): x = (X1, x5, ..., X,) € X"} formunda

ifade edilen kiime eger
(i) d(x,t) + w(x,t) <1,
(i) ¢ (x, £)>0

(iii) ¢ (x4, X2, ..., X, t) = 1 olmasi igin gerek ve yeter sart xq,x,,..,x, lincer bagimh

olmasidir,

(iv) (x4, X5, o) X, t), X1, X5, ..., Xy Nin herhangi bir permiitasyonu altinda degismezdir.
(V) p(xq, X, oo, CXpy t) = @ (xl,xz, ...,xn,%) egerc # 0vec €T,

(Vi) p(x1, X2, ey Xy S) * P21, X0y o, X0, 8) < (X1, X, v, X + X, S + 1),

(vii) ¢ (x,%): (0,0) — [0,1] t’de siireklidir,

(viii) lim;_, o p(x1, X5, oo, X, t) = 1 Ve lim; 5 (x4, X3, ..., X, t) = 0;



(iX) w(x, t) <1,

(X) w(xq,x2, ..., %y, t) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart xq,X,,..,x, linecer bagimh
olmasidir,
(xi) w(xq, X3, v, Xy, t), X1, X5, ..., Xy, Nin herhangi bir permiitasyonu altinda sabittir,

t
el

(xii) w(xq, x5, o, Cxp, t) = W (xl,xz, e Xy ) egerc #0vec €T,

(xiiil) w(xg, x5, oy X9, 8) 0 W(xg, Xp, oy X, ) = W(Xq, X, e, Xy + X, + 1),
(xiv) w(x,9): (0,0) — [0,1] ¢’de siireklidir,
(XV) lim;_, 00 (X1, X5, oo, X, t) = 0 Ve limy_g p(xq, Xg, oo, X0, t) = 1

kosullarin1 saglarsa sezgisel fuzzy n-normlu lineer uzay (SFNnNLU) olarak ifade edilir

(Vijayabalaji, Thillaigovindan ve Jun, 2007).

Bu tez ¢alismasinda sezgisel fuzzy n-normlu lineer uzayr A = (X, ¢, w,*,0) ile

gosterilecektir.

Tanmm 2.9. A bir SFnNLU olsun. Eger Ve >0 ve t >0 ig¢in k = n;, oldugunda
¢(x1,x2, s Xp—1) Xy, — 6, t) >1—¢ ve a)(xl,xz, oy X1, Xy, — §, t) < ¢ kosullarim
saglayan bir n, pozitif say1 varsa {xnk} dizisi &’ye (¢, w) sezgisel fuzzy n-normuna gore
yakinsaktir denir ve (¢, w) —limx, = ¢ ile gosterilir (Narayanan, Vijayabalaji ve
Thillaigovindan, 2007).

Burada &, (¢, w) sezgisel fuzzy n-normuna gore {xnk} dizisinin limit noktasidir.

Tamm 2.10. A bir SFnNLU olsun. Eger Ve > 0 ve t > 0 i¢in p,q = m, oldugunda
[0) (xl,xz, s Xn—1, Xy, = Xn g, t) >1-—¢ ve W (xl,xz, wos Xn—1, Xn,, = Xn g t) <¢
kosullarin1 saglayan bir m, pozitif say1 varsa {xnk} dizisine (¢, w) sezgisel fuzzy n-

normuna gore Cauchy dizisi denir (Narayanan, Vijayabalaji ve Thillaigovindan, 2007).



Tamm 2.11. (X, ¢, w,*,9) bir SFNU olsun. (¢, w) sezgisel fuzzy normuna gore, Ve > 0,
t > 0 ic¢in

Kg(ﬁ) = {k <n: d)(ﬁxk —E,t) <1-¢eveya w(ﬁxk —E,t) > s}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir, yani d (K‘S (ﬁ )) = 0 ise ya da buna denk olarak

limn_)oo1 k<n:¢(Fx,—&t)<1—eveyaw(Fx, —&t)=>¢}|=0
n

saglayan ¢ € X elemani varsa (xj) dizisi ¢ elemanina Fibonacci istatistiksel
yakinsaktir denir ve d(F) . —limx, =§ veya x _)f(s(ﬁ)mv) ile gosterilir

(Kirisci, 2019).



3. SEZGISEL FUZZY NORMLU UZAYLARDA FIBONACCI
LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu béliimde, Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami sezgisel fuzzy normlu
uzaylarda c¢alisilacaktir. Ayrica bu uzaylarda Fibonacci lacunary istatistiksel tamlik
hakkinda bilgi verilecek, sezgisel fuzzy normlu uzaylarin Fibonacci lacunary istatistiksel

tam uzay oldugu ispatlanacaktir.

Tanim 3.1. (X, b, w,*,0) bir SFNU ve 8 lacunary dizi olsun. (¢, w) sezgisel fuzzy
normuna gore (SFN), Ve > 0 ve Vp > 0 i¢in

So({k eN: ¢p(Fx;, —&,p) <1—eveyaw(Fx, —&p) =¢}) =0,
veya denk olarak
g ({k € N: qb(ﬁxk — f,p) >1—¢ve a)(ﬁ'xk —f,p) <e})=1

kosullar1 saglaniyorsa (x;) dizisi & € X noktasina Fibonacci lacunary istatistiksel
. o _ (¢.w) ANY e

yakinsaktir denir ve Séqb'w)(F ) —limx =¢ ya da x; R & (Sg (F )) ile gosterilir. (¢, w)

sezgisel fuzzy normuna gore tiim Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

S (F) seklinde ifade edilir.

Lemma 3.1. (X, d, w,*,0) bir SFNU olsun. (¢, w) sezgisel fuzzy normuna gore Ve > 0 ve
Vp > 0 i¢in asagidaki ifadeler denktir:

@ Sé‘p’w)(ﬁ) —limx = ¢;
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(b) So({k e N:p(Fxy —&E,p)<1—€}) =8({k e N:w(Fx —&,p) = €}) =0
©) So({k € N: p(Fx, —&,p) > 1 —evew(Fx, —&p) <e))=1;

d) So({k eN:p(Fx, —&p) >1—¢})=8g({k e N:w(Fx, —&,p) < e}) = 1;
(€) So(F) —limp(Fx; — &,p) = 1ve Sy(F) —limw(Fx, — &,p) = 0.

Teorem 3.1. (X, ¢, w,x,0) bir SFNU olsun. X'deki bir x = (x;) dizisi (¢, w) sezgisel

fuzzy normuna gore Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsak ise S gp’w)(ﬁ' ) — limx tekdir.

Ispat. Kabul edelim ki &;,&, € X igin Séqb’w)(ﬁ) —limx, = &; ve S(g¢’w)(ﬁ) —limx, =
& olsun. € > 0 verilsin. (1 —y)* (1 —y) >1—¢€Vvey oy < ¢ kosulunu saglayan y > 0

sayist secilsin. Bu durumda Vp > 0 i¢in asagidaki kiimeler tanimlansin:

K¢,1(V»P) = {k €N:¢ (ﬁxk - Sng) <1- V}.

Koo () = {k e Nig (P — £, 5) <17}

Ko1(r,p) = {k € Niw (Fx, — fl,g) >y}
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Se(fb"")(ﬁ) —limx, = & oldugundan Lemma 3.1 den Vp > 0 igin &y (K¢,1(y, p)) =
8o (Ko (r,p)) =0 elde edilir. Benzer sekilde Sg¥“’(F)—limx, =&, oldugundan

vp > 0 icin 8, (1(4,,2(;/, p)) =&, (Kw'z(y, p)) = 0 olur. Simdi

Koo (r,p) = (K¢,1(% P) UKy 2 (v, p)) N (Kw,l(% P) UKy (v, p))

olarak alinirsa 8g ( Ky ,(¥,p) ) =0 yada 6y (N\ Ky ,,(¥,p) ) = 1 yazilir. Eger k € N\
o, o}

K4, (v, p) ise iki durum s6z konusudur.

(i) keN\(Kpi(p) UKy (r.1)
(i) keN\(Koi(r,p) UKo, D))

Ik olarak k € N'\ (K¢’1(y, p) U Ky, (v, p)) durumu disiiniilsiin. Bu durumda

6@ — &) 20 (Fr—605) + 0 (Fu - £,5) > -« =)

elde edilir. (1 —y)*(1—y) > 1 — ¢ oldugundan ¢(&; — &,,p) > 1 — € bulunur. € > 0
keyfi oldugundan ¢(&; — &,,p) = 1 elde edilir ki bu da Vp > 0 igin & = &, oldugunu

gosterir.

Diger taraftan k € N\ (Kw,l(y, p) UK, ., p)) ise, benzer yontem kullanilarak

06— &) <o (Fu-&.5) oo (Pr - &5) <yoy
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bulunur. y ¢y < & oldugundan w(é; —&,,p) < e olur. Yine € > 0 keyfi oldugundan
w(& —&,,p) =0 elde edilir ki bu da Vp > 0 i¢in & = &, olmasi demektir. Boylece

Sé(p'w)(ﬁ ) — limx tek oldugu gosterilmis olur.

Teorem 3.2. (X,¢,w,*0) bir SENU olsun. Eger (¢,w) —limx =¢ ise o> (F) -

limx = & olur.

Ispat. (¢, w) — lim x = & olsun. Bu durumda, Ve > 0 ve Vp > 0 i¢in ve k > k, oldugunda

d(x, —&,p) >1—¢evew(x, — ¢, p) < esaglayan ky € N vardir. Bu durumda

{(keN:p(—&p) <1—eveyaw(Fx, —&,p) = ¢}

kiimesinin sonlu sayida terimi vardir. N dogal sayilar kiimesinin her sonlu alt kiimesinin

dogal yogunlugu sifir oldugundan dolay1
So({k e N: p(Fx, — & p) <1—eveyaw(Fx, —&p) =¢}) =0
elde edilir. Yani, S$*“’(F) — limx = € olur.

Teorem 3.3. (XX, d, ,+,0) bir SFNU olsun. Bu durumda, S*“’(F) —limx = & olmas:
icin gerek ve yeter sart K = {j; < j, <...} € N dogal sayilarinin artan bir indeksi i¢in

8g(K) = 1ve (¢, w) — lim,,_, x;, = & saglanmasidr.

Ispat. (Gereklilik) S(gd)’w)(ﬁ') —limx = ¢ olsun. Bazip > 0ve s = 1,2, ...i¢in

~ 1 . 1
T(p,w)(s, D) = {k € N: qb(ka — f,p) >1-— ;ve a)(ka — f,p) < ?}
13



ve
. 1 o 1
Rip,w)(s,0) = {k € N: gb(ka - E,p) <1 —?Veya w(ka - E,p) > ?}

olsun. Sé‘p'(")(ﬁ ) —limx = & oldugundan &g (R(¢,w)(5, p)) = 0 elde edilir. Ayn1 zaman

dap >0ves=1,2,..igin

T(¢.a)) (S, p) -] T(¢'w)(5 + 1,p)

ve

g (T(qb,a)) (s, P)) =1

oldugu goriiliir. Simdi k € T(g ., (s, p) icin x ((p—'wzf sagladigin1 géstermek zorundayiz.
Bunun icin bazi k € T(g ,)(s,p) icin x »@®) & olsun. Dolayisiyla Vk >k, icin
(,b(l:"xk - f,p) <1-o0yada a)(ﬁxk - f,p) > o0 saglayan bir ¢ > 0 ve k, € N vardir.
Vk =k igin ¢(Fx, —&,p) > 1— 0 ve w(Fx, — &,p) < o olsun. Bdylece

So({keN: ¢(Fx,—&p)>1—ovew(Fx, —&p)<o})=0
elde edilir. o > 1;oldugundan o (T(d,,a,)(s, p)) = 0 bulunur. Bu ise &g (T((I,,w)(s,p)) =1

: . (¢,) -
ile ¢elisir. Sonug olarak xj, it ¢ elde edilir.
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(Yeterlilik) 6g(K) =1 ve (¢, w) —lim,,x; =& saglayan K ={j; <j, <...} EN
kiimesi mevcuttur. Boylece Vo > 0 ve Vt > 0 icin qb(ﬁxk - E,p) >1—o0ve w(ﬁxk —

E,p) < o saglayan N € N vardir. Simdi

R(g,w)(0,p): = {k € N: ¢(F’xk — E,p) <1-—oveya w(ﬁxk — E,p) > 0}

S N—{n+1 <Jns1 <.}

olarak alinirsa &g (R(d,,a,)(a, p)) < 1—1 = 0 bulunur. Sonug olarak Sé(,d)’w)(ﬁ' ) —limx =

¢ elde edilir.
Tamim 3.2. (X, ¢, w,*,0) bir SFNU olsun. (x;) dizisi, Ve > 0 ve Vp > 0 i¢in
69({k EN: d)(ﬁxk — F"xN,p) <1-e¢eveya a)(ﬁxk - ﬁxN,p) = e}) =0

kosulunu saglayan N = N(e) varsa (¢, w) sezgisel fuzzy normuna gore Fibonacci

lacunary istatistiksel Cauchy dizisi veya FS,-Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.4. (X, ¢, w,*,0) bir SENU olsun. Eger bir (x;) dizisi igin (¢, w) sezgisel fuzzy
normuna gore Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsak ise, (¢, w) sezgisel fuzzy normuna

gore Fibonacci lacunary istatistiksel Cauchy dizisidir.

Ispat. S(gd)’w)(ﬁ) — limx = & olsun. Verilen bir e >0 i¢gin (1—y)*(1—y)>1—¢ ve

y ¢y < € sartlarint saglayan bir y > 0 secilsin. Herhangi bir p > 0 igin

8o(A(e,p)) = 8 ({k €N: ¢ (F"xk — 5,%) <1-—¢eveyaw (ka - f,g) > e}) =0

15



veya denk olarak

P
'2

)>1—evew(ﬁxk—f,g)<e})=1

69(Ac(e,p)) = Jp ({k EN: ¢ (F’xk —¢ 5

elde edilir. m € A°(g, p) alinsin. Boylece
qb(F"xm — E,p) >1—¢ve a)(ﬁxm - E,p) <e¢
bulunur. Simdi ise
B(e,p) = {k € Ni ¢p(Fxy — Fxpp,p) < 1 —y veya w(Fxy — Fxpp) = v}

kiimesi tamimlansin. B(eg,p) € A(g,p) oldugu gosterilsin. Bunun igin k € B(g,p) \

A(e,p) alinsin. Béylece ¢(Fxy — Fx,pp) <1—7v Ve ¢ (ka — f,g) > 1 — ¢ elde edilir.

Ayni zamanda ¢ (13 Xm — &, g) > 1 — £ olur. Bdylece

1—y=¢(Fxy — Fxpp) = (,b(ﬁxk —f,g) *¢(F’xm—f,§) >(1-¢g)x(1—¢)

>1—y

bulunur. Bu ise imkansizdir. Diger taraftan, w(EFx; — Fxp,p) =y ve w (ﬁ xp — &, g) <e

ve ayrica (F"xm - ¢, g) < g olursa
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¥ < w(Fxy — Fxpyp) < w(ﬁxk —E,g)ow(ﬁxm —E,g) <goe<y

elde edilir. Bu da imkansizdir. Boylece B(e,p) € A(g,p) bulunur. Sonug¢ olarak
8¢(B(e,p)) = 0 oldugu goriiliir. Bdylece, (x;) dizisi, (¢, w) sezgisel fuzzy normuna gore

Fibonacci lacunary istatistiksel Cauchy dizisidir.

Tanmmm 3.3. (X, d, w,*,) bir SFNU olsun. (X, ¢, w,*,9) uzaymdaki her FSg-Cauchy dizisi
(¢, ) sezgisel fuzzy normuna gore FSg-yakimsak ise (X, ¢, w,*,0) uzayma FSp-tam uzay1

denir.

Teorem 3.5. 6 bir lacunary dizisi olsun. Her (X, ¢, w,*,0) uzay1 FSp-tamdir.

Ispat. (x) dizisi (¢, w) sezgisel fuzzy normuna gére FSg-Cauchy dizisi olsun, ancak FSg-
yakinsak olmasim. Verilen € > 0 i¢gin (1—y)*(1—y) >1—¢ ve yoy < e sartlarim

saglayan bir y > 0 secilsin. (x) dizisi FSy-yakinsak olmadigindan

¢(Fxy — Fxpm,p) = (,b(ﬁxk —f,E) *d)(ﬁxm—f,g) >(1-e)*x(1-8)>1—y

w(EFxy — Fxpm,p) < a)(ﬁxk —E,B) ow(ﬁxm —f,g) <egoe<y

yazilir. Boylece B(e,p) = {k € N: Wypmzey < 1= r} iken 84(B¢(e,p)) =0 bulunur.
Dolayisiyla 59(B(€,p)) =1 elde edilir. Bu ise celiskidir. Ciinkii (x;), FSp-Cauchy
dizisiydi. Kabuliimiiz yanhstir. Bu durumda (x;) dizisi, (¢, w) sezgisel fuzzy normuna

gore F'Sg-yaklnsak olmak zorundadir. Sonug¢ olarak her (X, ¢, w,*¢) uzayi F'Sg-tam

uzaydir.
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Teorem 3.6. (X, ¢, w,*,0) bir SFNU olsun. Bu durumda, uzayda her bir x = (x;,) dizisi

icin agagidakiler denktir:

(i)

(if)
(iii)
(iv)

x dizisi (¢, w) sezgisel fuzzy normuna gore FSy-yakinsaktir;
x dizisi (¢, w) sezgisel fuzzy normuna gore FSq-Cauchy dizisidir;
Her sezgisel fuzzy normlu uzayi FSg-tamdir;

Dogal sayilarin K = (k,,) artan dizisi i¢in §¢(K) = 1 olan(¢, w) sezgisel fuzzy

normuna gore FSy-Cauchy dizisi olan (xkn) alt dizisi vardir.
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4. SEZGISEL FUZZY n-NORMLU UZAYLARDA FiBONACCI
LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde sezgisel fuzzy n-normlu uzaylarda Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavrami verilecektir. Bu uzaylarda Fibonacci istatistiksel yakinsaklik ve Fibonacci
lacunary istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliski teoremlerle ifade ve ispat edilecektir.
Bununla birlikte sezgisel fuzzy n-normlu uzaylarda Fibonacci lacunary istatistiksel Cauchy
dizisi tanim1 verilecek ve bu kavramin Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsakliga denk

oldugu gosterilecektir.

Tanim 4.1. A bir SFNNLU, x € X, 0 <r < 1ve t > 0 olsun.

y€X: p(Flxy, xg i, xnq), F(x —y),t) > 1 - rve}
w(ﬁ(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(x -y), t) <r

B(x,r, t)(ﬁ) = {

ifadesine X ™’nin n*"* koordinati iizerinde x merkezli r yaricapli agik yuvar denir.

Tanim 4.2. A SFnNLU olsun. (¢, w) sezgisel fuzzy n-normuna gore, Ve > 0, t > 0 ve

X1, X3, ) Xp_q1 € A i¢in

1 ~ R
lim,_, o > [{k <p: ¢(F(xp,xz o, Xno1), F(xn,) — &,1)

<1-evew(F(xy, % o, Xn-1), Fxp,) —&,t) = €}| =0

saglayan p € N var ise A’daki {xnk} dizisi £’ye Fibonacci istatistiksel yakinsaktir denir.

ﬁSt((I,,w) —limx,, =¢yadax,, — E(F"St(qb,w)) seklinde gosterilir.
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Tamim 4.3. A SFNNLU olsun. (¢, w) sezgisel fuzzy n-normuna goére, Ve > 0, Vt > 0 ve

X1, X2, -, Xp_1 € A i¢in

1 . ~
lim, o [{k €1, : $(F(xy,x,, ...,xn_l),F(xnk) —&,t)

<1-evew(F(xy,xy ., xn-1),F(xp,) —&t) =€} =0

kosulu saglaniyorsa A’daki {xnk} dizisi ¢’ye Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsaktir
denir. &’ye {xnk} dizisinin (¢, w) sezgisel fuzzy n-normuna goére Fibonacci lacunary
istatistiksel limit noktasi denir ve I:"Sgp’w) —limx, =¢ ya da x,, - f(ﬁS(eqS’w)) ile

gosterilir.

A SFnNLU da tiim Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi F S&’w) X0

ile gosterilir.

Teorem 4.4. A SFaNLU olsun. Eger {x,, } dizisi (¢, w) sezgisel fuzzy n-normuna gore

Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsak ise F S(gqb,w) — lim x,,,_tektir.

Ispat. Kabul edelim ki ﬁSgp_w) —limx, =¢ ve FS(9¢_w) —limx,, =¢&, olsun. £>0

verilsin.
(1-s)x(1—-s)>1—cvesos<e

saglayan s > 0 seg¢ilsin. Bu durumda Vt > 0 ve x4, x5, ..., x,_1 € A i¢in

K={kel : ¢(F(xy,xz ...xn-1), F(xn,) — &,1)

>1-—sve w(ﬁ(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(xnk) - &, t) < s}

20



L={k el : ¢(F(xy,xy .., xn-1),F(x,) — &)

>1—svew(F(xy,xy o, %p-1), F (2, ) — &2,8) < s}

kiimeleri tanimlansin. Ik olarak & # &, ve t > 0 i¢in K N L = @ oldugu gosterilecektir.
Egerp € KN Lise, budurumda (1 —s)*(1—s)>1—e¢den

¢(F(X1J X2y ey xn—l)i 5;1 - EZ' t)

> ¢) (ﬁ(xl,xz, ---;xn—l)'ﬁ(xp) o 61'%)

- ~ t
* ¢ (F(xl,xz, ...,xn_l),F(xp) - 525) >(1-s5)*x(1—-5s)>1—¢
yazilir. € > 0 keyfi oldugundan Vt > 0 igin

d)(ﬁ(xl'xZ' "'ﬂxn—l)' El - 62' t) =1

elde edilir. Benzer sekilde Vt > 0 igin

w(ﬁ(xl,XZ, ...,Xn_l), 51 - 52, t) = O

bulunur. Boylece é; — &, = 0 olur. Bu ise &; # &, olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla K N L =

@ elde edilir. Sonug olarak K < L€ yazilir. Buradan
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1 ~ ~
limr_woh— |{k €1, : ¢(F(xy, xz ...,xn_l),F(xnk) —&,t)
T
>1—svew(F(xy,xy ., xp-1), F(xp,) — &1,t) <5}
1 ~ .
< limr_,ooh— |{k €l : ¢(F(x1,x2, ...,xn_l),F(xnk) — fz,t)
T

>1-—sve w(ﬁ(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ’(xnk) - &, t) > s}|

elde edilir. Ayni zamanda F'S &,,w) —limx,, =¢, oldugundan

1 . ~
lim, w |{k €l : ¢(F(x1,x2, ...,xn_l),F(xnk) - &, t)
(a

>1—svew(Flxy,xy ., xp-1), F(xp,) —&1,8) <s}| <0

yazilir. Bu son ifade negatif olamayacagindan

1 ~ A
lim, o w |{k €l : ¢(F(x1,x2, ...,xn_l),F(xnk) - &1, t)
T

>1-—sve w(ﬁ(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ'(xnk) - &, t) < s}| =0
bulunur. Bu ise FS&W) — limx,, =¢; ile gelisir. Dolayisiyla §; = &, olmahdir.

Teorem 4.5. FS&W) bir lineer uzaydir.
Ispat. X°de {xnk} dizisi alinsin.

(i) Eger FS¢, ) —limx,, =&vea # 0 € Rise

FS8y ) —limax,, =a
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oldugu gosterilmelidir. € >0 ve t >0 alinsin. Asagidaki gibi K ve L kiimeleri

tanimlansin:

K={kel: ¢ (F(xy, x5, ...,xn_l),ﬁ'(xnk) —§,t)

> 1 —eve w(F(xy, x,, ...,xn_l),ﬁ(xnk) —§t) < ¢}

L={kel: ¢ (F (x1, x5, ...,xn_l),ﬁ'(axnk) — aé,t)

>1—c¢eve w(ﬁ(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(axnk) — aé, t) < s}.

p € K alinsin. Bu durumda

¢ (F(xy, x5, ., Xn-1), F(ax,) — a&,t) = ¢ (F(xl,xz, e Xn_1), F(xp) = €, %)

> ¢(F (1, Xz, s Xn—1), F(xp) = ,8) % ¢ (O'Ffﬂ - t)

> p(F(xy, %9 oy xn—1), F(x,) —&,8) + 1
> qb(ﬁ(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(xp) -¢, t) >1—¢

ve
~ ~ ~ . t
a)(F(xl,xz, vy Xp—1) F(axp) — aé, t) =w (F(xl,xz, vy Xp—1), F(xp) -, m)

< W(F (g, X3 o X-1), F () = €,8) 0 (O'ﬁ B t)

< w(ﬁ(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(xp) -¢, t) 00

< w(F(xy, %z, 0, %q-1), F(xp) —§,8) < €

esitsizliklerini elde edilir. Boylece p € L bulunur. Dolayisiyla K < L olur. Sonug olarak

L c K elde edilir. Boylece
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1 ~ ~
limr_woh— |{k €1, : ¢(F(xy, xo ...,xn_l),F(axnk) — aé,t)
T
<1—evew(F(xy,x,, ...,xn_l),ﬁ(axnk) —ag,t) = e}|
1 ~ .
< limr_,ooh— [{k € L : ¢(F(xy, %0, ., %p-1), E (50,) — &, 8)
T

<1-—evew(F(xy,x,, ...,xn_l),ﬁ(xnk) —&t) = £}|
saglanir. Buradan ﬁSgI,,w) —lim x,,, = ¢ oldugundan 135(94)@) — lim ax,, = a& elde edilir.

(i)  X’de {xnk} ve {ynk} dizileri alinsin. Eger F'S(e(l,,w) —limx, =¢ ve FS&W) —
lim y,,, =7 iken FS&y ) — lim(xn, + yn, ) =& + 7 oldugu gosterilmelidir. £ > 0 almsm.
1-s)*(1—-5s)>1—¢ ve sos <¢ Ozelligini saglayan s > 0 segilsin. t > 0 i¢in

asagidaki kiimeler tanimlansin.

A={k €l : ¢(F(xs, %2, o, Xn-1), F(on, + yn,) — (E+1), 1)

>1—¢evew(F(xy, %, o, Xno1), F(x, + y0,) — (€ +1),t) < €}

B={k el : ¢(Flxy,xz ..., %n-1), F(x,) — &,1)

>1—svew(F(xy,x o, Xn-1), F(x,) — &) < s}

C = {k €l : ¢(F(x1,x2, ...,xn_l),ﬁ'(ynk) -, t)
>1-—sve w(ﬁ(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(ynk) -, t) < s}.

pEBNCalinsm. (1 —-5)*(1—s)>1—¢evesos < ¢ oldugundan
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(F(xy, %3, s Xno1), E(p + ) — (E 4+ 1), 1)
~ ~ ~ t t
= ¢ (F(xl,xz, wrXn_1), F(xp) =€+ F(y,) — N5+ E)
> ¢ (I:"(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(xp) -, %)

*qb(ﬁ(xl,xz,...,xn_l),ﬁ(yp) —n,%) >(1-5)*1-s5)>1—c¢

w(F (xq, x5, ...,xn_l),ﬁ'(xp + yp) —(E+m),t)

~ ~ t
<w (F(xl,xz, vy Xp—1) F(xp) -¢, E)

~ ~ t
ow (F(xl,xz, e Xn—1), F(yp) — n,§> <sos<e

esitsizlikleri elde edilir. Boylece p € A bulunur. Dolayisiyla (B N C) € A yazilir. Sonug
olarak A€ c (B¢ U C¢) elde edilir. Buradan

lim, .., hl (k€ 1, + (FCeas s o Xn)s E (g + ) — € +1010)
<1-evew(F(xy, %y o, Xn-1), F(xn, + yn,) — E+1),t) > €}
< nmwhlruk €1y + $(FGrr Xz s xn)s F(tn,) — £10)
<1-svew(F(xy,xz o, x0-1), F(xn,) — &,£) > s}

Flim, hi (k€ 1, = $(F G X2 wor tr) E(m) = 1.8)

<1-svew(F(xy,xz .., Xn-1), F(yn,) — 0. t) = s}|

bulunur. Dolayisiyla F'S(ed,'w) —limx, =¢ ve F'Sgp'w) —limy,, =n saglanirken

FSGy 0y — im(xy, + yn, ) =& + 7 elde edilir.
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Teorem 4.6. A SFNNLU olsun. VO lacunary dizisi igin FSt(qb‘w) X) c FS&M(X) olmasi

igin gerek ve yeter sart lim inf, q, > 1 saglanmasidir.

Ispat. Yeterli sart: lim inf, g, > 1 olsun. Bu durumda yeteri kadar biiyiik r icin g, =1+ &

saglayan bir § > 0 sayis1 vardir. Bu durumda

)

=
1+6

=&

esitsizligi elde edilir. Eger {xnk} dizisi &’ye (¢, w) sezgisel fuzzy n-normuna gore
Fibonacci istatistiksel yakinsak ise bu durumda Ve > 0 ve Vt > 0 ve yeterince biyiik 7’ler

i¢in

Tioh [{k € I : p(F (s, xz oo, %p-1), F(xn, ) — &, 1)
<1-evew(Flxy,xy o, xn1),F(xn,) — &) = €}
< klr|{k € 1y $(F(eartas s 1) Fxn,) = £11)
<1—evew(Fly,xy o, 1), F(xn, ) — &) = €}
; ki (k< Jer ¢ (F Gy ar s s, F(n,) — &)

<1-evew(F(xy,xy ., Xy-1), Fxn,) — &, t) = €}

elde edilir. Béylece x,, — &(F S&,w)) olur. Sonug olarak FSt(y (X)) c F S&,,w)(X )

saglanir.

Kosullu sart: lim inf, q,- = 1 olsun. 8 lacunary dizisinin r(j) = r(j — 1) + 2 olmak {izere

K, ;i 1 K ciy—
ry) <1+fve—r(j)1>j

kr(j-1 J o keg-n
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kosullarini saglayan bir {kr( j)} alt dizisi vardir. ¢ # 0 € X olmak lizere asagidaki gibi bir

{xnk} dizisi tanimlansin;

_ {g‘, egerk € Ly ise j=1,2,..
Yy = 0, diger durumlarda.

{xnk} dizisinin (¢, w) sezgisel fuzzy n-normuna gore Fibonacci istatistiksel yakinsak
oldugu gosterilsin. ¢>0 ve t>0 almsin. B(0,&,t)(F) cB(0,&0)(F) ve ¢
B(0,¢,t) (F') saglayan &; € (0,1) se¢ilsin. Ayn1 zamanda kr(jp) <p< kr(jp)ﬂ saglayan

her bir p i¢in j, pozitif sayilar bulunabilir. Bu durumda Vp i¢in

1 R ~
limp_,mz—9|{k <p:p(F(xy, 2z oo, Xno1), Fxn, ) — €,1)

<1-evew(F(xy,xy o, xn-1), F(xy,) — &, 8) = €}
1
(i)

r(p

IA

[{k <p: d(Flrp,xz o, xn-1), F(xn,) — €, 1)
<1-¢& vew(F(ry,xg o, xp-1), F(xn, ) — &) = &}

< %H{k <l ¢ B(FCea i), P ny) — £,1)
<1-—¢& vew(F(xy,xy 0, xn-1),F(xy,) — 1) = &4

+ky () <k<p: G (F(xy, %2, o0, Xp-1), F(2,) — €, 1)

< 1—¢; ve w(F(xy,xp, o Xn_1), Fn, ) — &) = 81}”

1
<
kr(jp)
< 1—¢& ve w(F(xy, x5, ...,xn_l),ﬁ(xnk) —&t) = &}
1 1

+_k (kr(jp)+1—kr(jp))<.—+_ 1+1_1=__+. -
) Jo ot Jo Jpt

[ < ke * (P Cer 2 X2, F ) = £10)
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elde edilir. Buradan FSt(g ) — limx,, — ¢ bulunur. Simdi ise {x,, } dizisinin (¢, w)
sezgisel fuzzy n-normuna gore Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsak olmadigi
gosterilsin. & # 0 oldugundan Vt >0 igin & € B(0,&,t)(F) saglayan &€ > 0 segilsin.
Boylece

1 A ~
limj_,ooh—(_) |{kr(j)_1 <k<ky: ¢(F(x1,x2, ...,xn_l),F(xnk) -0, t)
(j

<1l-c¢ve a)(ﬁ’(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(xnk) -0, t) > e}|

: 1 , 1
=lim; oo - —(kr(p) = krgi-n) = 1imjco 37— (hrjy) = 1
() ()
ver #r(j),j =12, ..igin

1 . o
limr_,mh— |{kr_1 <k<k,: ¢(F(x1,x2, ...,xn_l),F(xnk) - ¢, t)
T

<1-evew(Flxy,xy ., xn-1),F(xp,)— &)=} =1%0

elde edilir. Ne € ne de 0, {x,, } dizisinin (¢, ®) sezgisel fuzzy n-normuna gore Fibonacci
lacunary istatistiksel limit noktalar1 olamaz. Ayni zaman da X’in diger noktalar1 da

Fibonacci lacunary istatistiksel limit noktas1 olamaz. Boylece {xnk} ¢ F S(e(p'w)(X ) bulunur.

Simdi ise Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsak olup, Fibonacci istatistiksel yakinsak

olmayan bir 6rnek verilsin.

Ornek 4.1. X = R olmak iizere (X, ]|, ...,/]]) n-normlu uzay olsun. Va,b € [0,1] icin

a*b =abvea¢b=min{a + b, 1} olsun.

t
t+ ||F(xl, xZ, ---ilek)”

¢(ﬁ(x1, X3, ""xnk)’t) =
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ve

17 (er, 2z, o 00, )|
t+ [[F (e 2z o 2, |

w(F(xq, x5, ...,xnk),t) =

olarak tanimlansin. Bu durumda A = (X, ¢, w,%,0) bir SFANLU olur. {x,, } dizisi

. :{nk, k, — (V) +1 <k <k, 7 € Nigin
Ttk 0, diger durumda

seklinde tanimlansin. € > 0 ve t > 0 i¢in,

K, (g t) = {k € N: ¢(F'(x1,X2; ...,xn—l,xnk)'t) <1l-c¢ve a)(ﬁ(xl,xz, ---'xn—l'xnk)' t)

> ¢}
olur. Boylece

t
’ t+ ||F'(x1,x2, vy Xn—1) xTLk)”

[HEESES] }
~ 2 €
t+ ||F(x1,x2, ...,xn—llxnk)”

K.(st) = {k EN

<1l-—c¢ve

= {le € NI (s s a0, )| 2

>0
“1-—c¢ }

= {k (S N:xnk = nk}

={kEN:kr—(\/h_r)+1SkSkr,rEN}
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bulunur. Boylece

1 1
h—IKr(s,t)I =h—|keN:kr—(,/hr)+1skskrreN| <
T T

1
= lim, 4 . |K,-(s,t)| =0
T

= Xn, = 0(FSG )

elde edilir. Diger taraftan

t
t+ ”F(xl,xz, ...,xn—1'xnk)“

t . .
={m,kr—(\/h_r)+1skskr, reNlcm}Sl
0, aksi taktirde

G (P (1, %20 oo Xnmg, X, ) 1) =

||F(X1,XZ: ---'lek)”
t+ ”ﬁ'(xl,xz, ...,xn_pxnk)”

t .
:{m:kr_(\/h—r)'i_lSkSkr' TEN](}]D}ZO
0, aksi taktirde

(,()(p(xl,xz, ey xn—l! xnk)‘ t) =

oldugundan x,,, » 0(FSt(4 ) bulunur.

Teorem 4.7. A SFnNLU olsun. V6 lacunary dizisi i¢in
FS8s 0y (X) € FSt(g,5)(X)

olmasi icin gerek ve yeter sart lim sup, q, < oo saglanmasidir.
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Ispat. (&) lim sup, q, < oo olsun. Bu durumda Vr > 1 i¢in q,. < H olacak bigimde H > 0

vardir.x,, — &(FS(s ,)) olsun ve

K, = |{k €1, : ¢(F(xy,xz, ...,xn_l),ﬁ(xnk) —&,t)

<1l-c¢cve a)(ﬁ’(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(xnk) =&, t) > £}|

seklinde alinsin. Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimindan
L < Vr > rpicin
hy

saglayan 1, >0 vardir. P = max{K,:1<r <r1r,} ve p ise k,._; <p <k, kosulunu

saglayan bir tamsay1 olsun. Boylece

%|{k <P ¢(PCes, g o Xn ), F(n,) — £,0)

<1-evew(F(xy,xy o, %p-1), F(xy,) — &, 8) = €}
1

kr_q

<1-evew(F(xy,xy o, %n-1), F(xy,) — &, 8) = €}

1
kr—l

P 1 K K
< r0+—{h SLCLENTE ) —r}
kr—l kr—l

TP 1

< + ( Kr) {hpysq + -+ Ry}
- kr—l kr—l Supr>r0 hr Tot+1 T

TP k.—k 9P 1o P
<X 4L T O g <
ky—1 ky_1 ky—1 ky—1

< |{k < k,: d)(ﬁ(xlﬂxZ' ""xn—l)'ﬁ'(xnk) —$ t)

< {Ky + Ky + -+ Koy + Kppyg + -+ K}

+ eH
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elde edilir. Dolayisiyla {xnk} Fibonacci istatistiksel yakinsaktir. Sonug¢ olarak

FSEy ) (X) € FSt(g,4,(X) bulunur,

(=) lim sup, q, = oo olsun. & # 0 € X alinsin. 6 lacunary dizisinin q,;y > j, ky;y > j +

3 kosullarini saglayan {kr( j)} alt dizisi segilsin. {xnk} dizisi

. = {f, kr(j)—l <k< Zkr(j)—lr j=1.2,..
™ (0, diger durumda

seklinde tanimlansin. § # 0 oldugundan t > 0 i¢in § € B(0, &, t) saglayan € > 0 alinsin.
Simdi j > 1 i¢in

1 N ~
— |{k < kr(jy: d)(F(xl,xz, ...,xn_l),F(xnk) -0, t)
hr Gy

~ A 1
<1-evew(Flxy,xy ., xn-1),F(xn,) —0,t) = e}| < e (kr(jy-1)
1 1
< (kr(jy-1) <
(krgy = kr-1) 7

j—1

yazilir. Buradan {xnk} EF S&,,w) (X) elde edilir. Fakat {xnk} gF St(¢,w)(X) olur. Ciinkii

|{k S ZkT(j)—l: (l)(ﬁ(xl, xZ, ...,Xn_l),ﬁ'(xnk) - 0, t)
Zkr(jy-1

<1-evew(F(xy,xy ., Xn-1), Fxn, ) — 0,8) = €}
1
2ker(j)-1

1
< (krcy-1 + k-1 + -+ kr(y-1) > 5
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yazilabildiginden {xnk} dizisinin (¢, w) sezgisel fuzzy n-normuna gore Fibonacci

istatistiksel yakinsak olmadig1 sonucuna varilir.

Sonug 2.1. 6 lacunary dizisi i¢in F 5(94,'0)) (X)=Fs t(¢,w)(X) olmas i¢in gerek ve yeter sart

1 < liminf, q, < lim sup, q, < oo saglanmasidir.

Simdi ise sezgisel fuzzy n-fuzzy normlu lineer uzayinda Fibonacci lacunary istatistiksel
Cauchy dizisi tanimi verilecek ve bu uzayda Fibonacci lacunary istatistiksel yakinsaklikla

Fibonacci lacunary istatistiksel Cauchy dizisinin denk oldugu ispatlanacaktir.

Tamim 4.8. A SFNNLU ve 6 lacunary dizi olsun. Eger her bir r i¢in k' (r) € I, (¢, w) —

limr_mxnk, = EvevVe>0veVt > 0igin

(r

) 1
lim, o —

- {k €L : ¢ (F'(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(xnk) -F (xnk'(r)) , t)

<l-evew (F(xl,xz, wirXn-1), F(xp, ) — F (X”k'm)’t) > s}| =0

olacak sekilde {x,, } dizisinin {xnk,m} alt dizisi varsa {x,, } dizisine Fibonacci lacunary

istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.9. A SFnNLU olsun. {x, } € X dizisinin Fibonacci lacunary istatistiksel
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart {xnk} dizisinin Fibonacci lacunary istatistiksel

Cauchy olmasidir.

Ispat. ﬁS&’w) —limx,, —¢ olsunve vVt > 0 ve Vj € N igin
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K(j,t) = {k EN: ¢(17"(x1,x2, ...,xn_l),ﬁ(xnk) -, t)

1 5 - 1
> 1 5 ve w(F(xy, %9 ey 2p-1), F (2, ) —&,8) < ]_}

olarak belirtilsin. Boylece Vj € N i¢in, K(j + 1,t) € K(j, t) ve

|KG,t) N L]
—_— 1,
hy

olur. Buise r = m(1) iken,

K(1,t)nl
|K(1,¢) r|>0
hy

yani, K(1,t) NI, # @ olacak sekilde m(1) pozitif tamsayisi segilebilecegi anlamina gelir.
Bir sonraki adimda r = m(2) iken K(2,t) NI, # @ saglayacak sekilde m(2) = m(1)
se¢ilsin. Daha sonra m(1) < r < m(2) kosulunu saglayan Vr igin, k'(r) € I, N K(1,t)

yani,
) (ﬁ(xl,xz, s X1 ), F (xnk,(r)) -, t) >0
ve

w (ﬁ(xl,xz, s X1 ), F (xnk,(r)) -, t) <1
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olacak sekilde k'(r) € I, segilsin. Genel olarak, r > m(p + 1) iken . N K(p+ 1,t) # @
olacak sekilde m(p + 1) > m(p) segcilsin. Biitiin bu se¢imlerin sonucunda m(p) < r <

m(p + 1) kosulunu saglayan biitiin r i¢in, k' (r) € I N K(p, t) segilebilir. Yani,

¢ (F(xl,xz, iy Xpoq), F (xnk,(r)) —¢, t) >1-— %,

w (F(xpxz' s Xo1), F (xnk'(r)) =5 t) < %

olur. Yani k'(r)el. olur. ¢ (F"(xl,xz, iy Xp_1), F (xnk,(r)) -¢, t) > 1 —% ve

) (ﬁ(xl, Xp, e Xp_1), F (xnk,(r)) -¢, t) < %ifadesinden dolayi,

(d): w) - limr—woxnkr(r) -

saglanir. Ayrica Ve >0 i¢in (1 —5)*(1—5s)>1—¢€ ve so¢s <& kosullar1 saglayan

s > 0 secilsin. t > 0 i¢in, eger

A= {k €l : ¢ (I:"(xl,xz, wirXn-1), F(xp, ) — F (xnk,m),t)

>1l—cvew (F(xl,xz, wirXn-1), F(xn, ) — F (xnk,m) ) t) < e}

B={kel:¢(Flxy,xz ... xn-1),F(xn,)—&1)

>1—svew(F(xy,xy ., xn-1), F(xn,) — §,t) <s}
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C = {k €l : ¢ (F'(xl,xz, s Xn_1), F (xnk,(r)) -, t)

>1-—svew (F(xl,xz, s Xp_1), F (xnk,(r)) -, t) < s}

alinirsa (B N C) < A bulunur, boylece A¢ © (B¢ N C°) elde edilir. Sonug olarak

li 1
My

{k €l (F(xl,xz, wirXn-1), F(xp, ) — F (xnk,(r)) ) t)
<l—-¢vew (ﬁ(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ(xnk) —F (xnk,(r)) , t) > e}|

1 . ~
< limr_,ooh— |{k € I, gb(F(xl,xz, ...,xn_l),F(xnk) -¢, t)
T

<1-svew(F(xy,xy ., xn-1), F(xp,) — &, t) = s}

+ li !
My 07—
hy

<l-svew (F(xl,xz, iy Xp_1), F (xnk,(r)) -, t) > s}|

{k €l (ﬁ(xl,xz, vy Xp_1), F (xnk,(r)) -¢, t)

yazilir. F‘S&,,w) —limx,, =¢ve(p, w) — im0 Xy, = ¢ oldugundan {2y, } dizisinin

Fibonacci lacunary Cauchy kisaca £'S (94,_ w)-Cauchy oldugu gésterilmis olur.

Tersine, {x,, }, (¢, w) sezgisel fuzzy n-normuna gore FS(j,,-Cauchy dizisi olsun.

Tanimdan, her bir r igin k' (r) € I, (¢, w) — limr_,ooxnk, = &veve > 0veVt > 0igin

(r

li 1
M0 3~

{k €l ¢ (ﬁ(xl,xz, wirXn-1), F(xn, ) — F (xnk,(r)) ) t)

<l-cvew (F"(xl,xz, worXn-1), F(xp, ) — F (xnk,m),t) > e}| =0

yazilir. Daha 6nce gosterildigi gibi
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li !
e 7

{k €El:¢ (F(xl,xz , Xn—1), F(xnk) F (xnk o )) t)

<l—-¢vew (F(xl,xz, ...,xn_l),ﬁ’(xnk) —F (xnk,m) , t) > s}|

1
< lim,_,— n

{k €l ¢ (F(xl,xz, wirXn-1), F(xp, ) — F (xnk,(r)) ) t)

<1-—svew(F(xy,xy ., Xn_1), F(xnk) F (x”k ') ) }|

) 1
+lim,_, h_

(F ).
{k €l ¢>(F(x1 X, ey Xn—1), F(xn ) )
( gy e Xn—1), E (xnk,m) =, t) > s}|

<l-svew

esitsizligi vardir. (¢, w) — llmr_mxn = & oldugundan tanimdan F S(¢ w) ~ limx, =¢

bulunur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda sezgisel fuzzy normlu uzaylarda Fibonacci lacunary istatistiksel

yakinsaklik kavrami tanitilmis ve bu kavramin bir¢ok 6zelligi ele alinmustir.

[leri ¢alismalarda benzer dzellikler cift indisli dizilerde calisilabilir. Bununla birlikte farkli

yakinsaklik tiirleri kullanilarak yeni sonuglar elde edilebilir.
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