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BOLUM 1
GIRiS

Matematigin en énemli kavramlarindan biri, dizinin yakinsakligi kavramidir. Yakinsaklik
kosulunu saglayan dizilerin yani1 sira bu kosulu saglamayan dizilerin de incelenmesi
matematiksel a¢idan son derece 6nemlidir. Yakinsakligi saglamadigi halde baz1 kosullarda
yakinsaklik kavramiyla iligkilendirilebilecek dizilerin varligi, gesitli yakinsaklik tiirlerinin
ortaya ¢ikmasini beraberinde getirmektedir. Bu yakinsaklik tiirlerinin en 6nemlilerinden
biri, sonlu boyutlu uzaylardaki kaba yakinsaklik kavramudir. ilk defa Phu tarafindan 2001
yilinda yapilan bir ¢alismada, yakinsaklik araligt r > 0 alinarak dizinin kaba

yakinsakligini tanimlanmigtir (Phu, 2001).

X, |- 1) normlu uzay, r > 0 ve (x,,) € X bir dizi olsun. Ve > 0 sayisina karsilik m > m,

oldugunda,
|xy —all <7r+¢
saglayan m, sayist bulunabiliyorsa veya

limsup||x,, —al < r

m—oo

kosulu saglaniyorsa (x,,) dizisi a« € X ‘e kaba yakinsaktir ya da r-yakinsaktir denir.

Xm 5a seklinde ifade edilir. (Burada, r dizinin kabalik derecesidir). Eger r = 0 ise kaba
yakinsaklik tanimi bilinen anlamda yakinsaklik tanimina dontisiir. Tez ¢alismasinda r > 0
alinacaktir. Sonug olarak, yakinsak her dizi kaba yakinsak olmasina ragmen kaba yakinsak

her dizi yakinsak olmayabilir.

Kaba yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakliktan ayiran en onemli o6zelliklerinden
birisi de yakinsak dizinin terimlerini kesin olarak belirlemenin miimkiin olmadigidir.
Ornegin, y,, > a yakinsak dizinin terimleri belitlenemediginden bu dizi yerine
islemlerimizde kolaylik saglayacak ||x,, — V.|| < r kosulunu saglayan bir (x,,) yaklasim

dizisinden yararlanilir. r, yaklasim hatasinin bir {ist siniridir. Bununla birlikte, y,,, - a ve



vm € Nigin ||x,, — ¥;ull < r kosulunu saglayan herhangi bir dizi, (x,,) tim terimleri
belirlenemeyen bir dizi olsun. Burada (x,,) dizisinin yakinsak olup olmadigi belirlenemez.
Ancak

lxm = all < llxm = ymll + llym —all <7+ |lym —all <r +e

yazilabildiginden dizinin kaba yakinsak oldugu goriiliir (Phu, 2001). Bu durum Cauchy
dizileri i¢in de soylenebilir (Phu, 2002).

(X, II.11) sonlu boyutlu normlu uzay, (x;) bu uzayda bir dizi olsun. (x;) dizisinin r-limit

noktasi tek degildir. Limit noktalarinin kiimesi LIM" x;, olmak {izere

T
LIM"xj, = {a € X: x} = a}

seklinde gosterilir. Eger LIM"x;,, # @ ise (x;) dizisi r-yakinsaktir. Diger taraftan, Phu

sonsuz boyutlu uzaylarda kaba yakinsaklik tanimini vermistir (Phu, 2003).

Aytar (2008a), bir dizinin ¢ekirdeginin 2g-limit kiimesine esit oldugunu ispatlamistir. Bu
calismada, q sayist dizinin kaba limit kiimesi bostan farkli olacak sekildeki r’lerin
infimumu olarak alinmistir. Dogal yogunluk kavrami kullanilarak reel say1 dizilerinin kaba
istatistiksel yakinsakligi kavrami (Aytar, 2008b) tarafindan verilmistir. Farkli zamanlarda
(Pal vd., 2013; Diindar ve Cakan 2014a) kaba ideal yakinsaklik kavramindan
bahsetmislerdir. Son yillarda kaba yakinsakligin ideal yakinsakligi konusunda bir ¢ok
¢alisma yapilmistir (Diindar ve Cakan, 2014b; Diindar, 2016; Kisi ve Diindar, 2018; Savas
vd., 2019).

Malik ve Maity, cift diziler icin kaba yakinsaklik ve kaba istatistiksel yakinsaklik
kavramlarin1 vermisler ve dnemli sonuglarini elde etmislerdir (Malik Maity 2013; Malik ve
Maity, 2016). Diindar ve Cakan, bu diziler i¢in kaba ideal yakinsaklig1 tanimlamiglardir
(Diindar ve Cakan, 2016).

Yakinsaklik kavramina genel bir bakis acis1 kazandiran kavram istatistiksel yakinsaklik

kavramidir. Pozitif dogal sayilarinin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel
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yakinsaklik ilk defa 1951 yilinda Fast tarafindan tanimlanmistir (Fast, 1951). Reel ve
kompleks terimleri diziler igin istatistiksel yakinsakligin birgok ozellikleri ¢alisilmistir
(Schoenberg, 1959; Fridy, 1985). Istatistiksel yakinsakligin birgok uygulama alani
mevcuttur. Bu uygulamalardan bazilari, toplanabilme teorisi (Freedman ve Sember, 1981),
lokal konveks dizi uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik (Maddox, 1988), trigonometrik
seriler (Zygmund, 1979), sayilar teorisi (Erdés ve Tenenbaum, 1989), &lgiim teorisi
(Miller, 1995) olarak verilebilir.

N, dogal sayilar kiimesi ve A € N olsun. |A|, A kiimesinin eleman sayisini gostermek

uzere,
Ap={m<nmeAi,}
oldugunda
d(4) = lim —|Ap))
ifadesine A kiimesinin dogal yogunlugu denir. Eger A sonlu elemanli ise d(A) = 0 olur.
Bu tezde, dogal yogunlugu sifir olan kiimelerde galisilacaktir. Bununla birlikte Kullanilacak

diger bir gosterim de, bir P 6zelliginin hemen hemen her m € A i¢in saglanmasi olacaktir.

(xm) reel say1 dizisi olsun. Eger Ve > 0 i¢in
1
lim—|{m<n:|x,—Bl=¢€}=0
n-oon

saglaniyorsa x dizisi B’ ya istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limx,, = B ile gosterilir.
x = (x,,) dizisi

1, m=p?
xm={0 :
, mM#D

seklinde alinsin. (x,,) = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,..) olur. Dolayisiyla
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A={meN:|x,, —0| =€} ={149,..}

dogal yogunlugu sifir olan kiime elde edilir. Ciinkii,

1 n
0< limHI{mSn:xmth}IS lim—=0

n—oo n-o N
bulunur.

Istatistiksel yakinsaklik tanimindan su sonuca varilabilir: Eger x dizisi B sayisma
istatistiksel yakinsak ise [ sayisinin herhangi bir € > 0 komsulugunda dizinin sonsuz
coklukta eleman1 bulunurken, bu komsulugun disinda da indis kiimesinin yogunlugu sifir
olmak kosuluyla, sonsuz coklukta terim bulunabilir. Boylece istatistiksel yakinsaklik
bilinen anlamda yakinsakliktan daha genel bir durumdur. Yakinsak her dizi istatistiksel

yakinsaktir. Ancak tersi her zaman dogru degildir.

Istatistiksel yakinsaklikla birlikte bircok kavram bu yakmsaklik tiiriiyle iliskilendirilerek
tekrar ¢aligilmigtir. Limit noktas1 kavrami bunlardan birisidir. X bir dizi ve g € R olsun.

Eger
lim x,, =pved(M)+0
n—>oo

saglayacak bigimde bir M = {m; < m, < ---} kiimesi varsa, B'ya x dizisinin istatistiksel
limit noktas1 denir (Fridy, 1993).

Ideal yakinsaklik ve I*-yakinsaklik kavramlari ilk olarak Kostyrko vd. tarafindan
incelenmistir (Kostyrko vd., 2000). Bu g¢alismadan sonra Das vd. gift dizilerde ideal
cesitlerini, [-yakinsaklik ve [*-yakinsaklik kavramlarmi vererek Ozelliklerini
incelemislerdir (Das vd., 2008a). Son yillarda ¢ift dizilerde ideal yakinsakligin bircok
ozellikleri arastinnlmistir (Kostyrko vd., 2005; Triphaty ve Triphaty, 2005; Kumar, 2007;
Das ve Malik, 2008b; Giirdal ve Sahiner, 2008, Savas ve Das, 2011).
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Fark dizileri ilk olarak 1981 yilinda Kizmaz tarafindan m € N i¢in Ax = (Ax,,) =
(X — Xm+1) seklinde tanimlanmistir (Kizmaz, 1981). Bu ¢alismadan sonra fark dizileriyle
ile ilgili 6nemli ¢alismalar yapilmistir (Et, 1993; Basarir, 1995; Et ve Colak, 1995; Et ve
Nuray, 2001; Giimiis ve Nuray, 2011).

Demir ve Gimiis, 2020 fark dizilerinin kaba yakinsakligi tanimii vermisler ve
Ozelliklerini incelemislerdir. Fark dizilerinin kaba istatistiksel yakinsaklik kavramini ilk
kez Demir ve Gilimiis vermislerdir (Demir ve Giimiis, 2022). Cift indisli fark dizilerinde

ideal yakinsaklik Kisi tarafindan tanimlanmistir (Kisi, 2020).

Bu tez c¢alismasinda, kaba istatistiksel yakinsakligi ¢ift indisli fark dizilerinde verilip
ozellikleri incelenecektir. Ayn1 zaman da ¢ift indisli fark dizilerinin kaba I,-yakinsaklik ve
kaba I,-istatistiksel yakinsaklik kavramlarmin geometrik ve topolojik ozellikleri

verilecektir.

13



BOLUM 2

TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu boliimde temel tanim, teorem, vb. kavramlara yer verilmistir.
Tammm 2.1. P € N,n € N ve y, fonksiyonu P kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak

uzere

1 n
dn(4) == 1a(B)
k=1

olarak tanimlansin.

d(4) = lim inf d,,(A),  d(A) = lim sup d,,(A)

n—oo n—-oo

sirasiyla P kiimesinin alt ve tist dogal yogunlugudur. Eger
d(P) = lim d,(P)
n—-oo
saglaniyorsa bu limite P 'nin dogal yogunlugu denir (Niven, 1951).

Tamm 2.2 y = (yp) bir dizi, y € R ve |P|, P kiimesinin eleman sayis1 olsun. Ve > 0 igin

1
d{p<n:|y,—v|=e})=lim=|{p<nly,—y|=e}|=0

n-on

saghyorsa y dizisi y € R'ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limy = y ile gosterilir
(Fast, 1951).

Tamm 2.3. T # @ ve Y’nin alt kiimelerinin T € 2Y smifi
> QeT,
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» PQeETicinPUQET,
» PeTveQCcPiginQ€eT

kosullarin1 saglaniyorsa T’ye Y’de bir ideal denir. Eger Y € T ise T’ye Y’de bir asikar

olmayan (nontrivial) ideal denir (Kuratowski, 1958).
Tamm 2.4. Y # (@ ve Y nin alt kiimelerinin bastan farkli bir F € 2¥ sinufi
> Q&F,
» P,OEFiginPNQEFTF,
» PeFvePCQicinQ €EF
kosullarini saglantyorsa F’ye Y de bir filtre denir (Nagata, 1974).
Lemma 2.1. I, Y’nin asikar olmayan ideali ve Y # @ olsun.
F(D={McY:3Ae:M =Y \ A}

sinifi, Y’de bir filtredir (Kostyrko vd., 2000).

Tanmm 2.5. T’ye Y’de asikar olmayan ideal olmak iizere Vx € Y i¢in {x} € Y oluyorsa
T’ye Y’de uygun ideal denir (Kostyrko vd., 2000).

Tamim 2.6. I, N de asikar olmayan ideal olmak {izere, Ve > 0 igin
T(¢) ={p€ N:|xp—)/| ZS}EI
saglaniyorsa (xp) dizisi y € R sayisina [-yakinsaktir denir (Kostyrko vd., 2000).

Tamm 2.7. y = (ypr) reel terimli bir ¢ift dizi olsun. Ve > 0 i¢in, p,r > N oldugunda,
| Yor — y| < ¢ olacak sekilde bir N € N varsa, (ypr) dizisi y € R’ye Pringsheim anlaminda

yakmsaktir denir. P — limyy,, =y veya limy,, =y olarak gosterilir.
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Tammm 2.8. I,, N X N iizerinde nontrivial bir ideal olsun. Eger Vp,r € N igin, {p,7} € I,

oluyorsa I, idealine uygun ideal, Vp € N igin
{p} xNveN x {p} €I,
oluyorsa I, idealine kuvvetli uygun ideal denir.
Kuvvetli uygun idealin bir uygun ideal oldugu agiktir. N x N'de
ID={AeNxN:@3m(A) eN) (p,r=m(4) = (p,r) & A)}
idealini alinsmn. I9 kuvvetli uygun idealdir.
Ayn1 zamanda I, idealinin kuvvetli idealdir © I2 € I, saglamasidir (Das vd., 2008).

Tamm 2.9. I, € 2V, (Y, p) bir metrik uzay ve (y,,), Y uzayinda bir dizi olsun. Ve > 0

i¢in
T(e) = {{p, r} € N X N:p(ypr,y) > s} €l

sagliyorsa (ypr) dizisi y € R sayisina I,-yakinsaktir denir ve I, — limy,, =y ile gosterilir

(Dems 2004).

I, ideali I olarak alindiginda, I,-yakimsaklik ve Pringsheim anlaminda adi yakinsaklik ile

cakisir ve ayni1 zamanda [, ideali
I ={A € Nx N :dy(A) = 0}

olarak alinirsa I;Z 2-yakinsaklik istatistiksel yakinsakliga indirgenir (Das et al. 2008a).
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Tamm 2.10. (Y, p) bir metrik uzay ve (y,,), Y'de bir dizi olsun.

{1} eNXN:p(ypr.) < e} €1

oluyorsa ¢ € Y elemanina (ypr) dizisinin I,-yigilma noktasi denir ve Iz(Fy) olarak

gosterilir (Das et al. 2008a).

Tamm 2.11. N, bir F cismi iizerinde bir lineer uzay, ||.||: N — R bir fonksiyon olsun.
Vx,y € N,Va € F igin ||. ||, asagida belirtilen kosullar1 yerine getiriyorsa bu fonksiyona N

kiimesi tizerinde bir norm fonksiyonu, (N, ||. ||)’ye bir normlu uzay denir.
> |lxl=0ex =206,
> lax|l = lalllx]l,

> llx +yll < llxll + Iyl (iggen esitsizligi)

Tamm 2.12. x = (y,) bir dizi,y € R ve Ve > 0i¢in Ay = (Ayp) = (yp — yp+1) olsun.

1
im —|{p < n:|Ay, —y| 2 &} = 0

1
n—oo

veya baska bir ifadeyle |Axp—y| < ¢ (h. h. p) oluyorsa (y,) dizisi y sayisma A-
istatistiksel yakinsaktir denir (Basarir, 1995).

Tamm 2.13. x = (y,) reel say1 dizisi, y € R ve Ve > 0 igin Ay = (Ayp) = (yp — yp+1)

olsun.
M, ={neN:|Ay, —y| =} el

oluyorsa (y,) dizisi y sayisina A-ideal yakinsaktir denir ve Al — limy, =y ile gosterilir
(Giimiis, 2011).
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BOLUM 3

CIFT INDiSLi FARK DIZILERININ KABA ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, ¢ift indisli fark dizileri i¢in kaba istatistiksel yakinsaklik kavrami sonlu
boyutlu normlu uzaylarda calisilmistir. Kaba istatistiksel yakinsaklik kavraminin g¢ift
indisli fark dizileri i¢in nasil tanimlanabilecegi incelenmis ve konuyla ilgili bazi teoremler
ispatlanmstir.
Tamm 3.1. (4xy;), (X, Il ) uzayinda bir dizi ve r > 0 olsun. Eger Ve > 0 igin

{(k, l) € N X N: ”Axkl — E ” =1+ E}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise veya

st, — lim ||Axy — & || <7
k,l>c0

kosulunun saglanmasi durumunda (4xy;) dizisi ¢ € X'e kaba istatistiksel yakinsaktir veya
r — st, yakinsaktir denir. Ayni zamanda bu tanimi agsagidaki gibi gostermek miimkiindiir.

Eger Ve > 0 ve hemen hemen her k, | igin,

|Ax; — ¢ ||<r+e (h.hk]l)

r—st
saglaniyorsa (Axy;) =" & olur. (4xy,;) dizisinin r — st, limit noktalar1 kiimesi st, —
LIM™ (Axy;) ile gosterilir. r kabalik derecesini ifade etmek tizere eger r = 0 ise tanim

bilinen anlamda istatistiksel yakinsakliga doniisiir.

Istatistiksel yakinsak olmayan ancak r — st, yakinsak olan bir (4xy;) dizisi &rnegi

verelim.

Ornek 3.1. (4yy) dizisi p noktasina istatistiksel yakinsak olan ve kesin olarak

18



olgiilemeyen bir dizi, (Axy;) dizisi ise ||Axy; — Ay, || < r (hemen hemen her k, 1)

kosulunu saglayan bir dizi olsun. Bu durumda

{(k,D eENXN: [[ Ay} —p || = €}

ve
{(k,) eNXN: || Adxyy — Aypy || =7}

kiimelerinin dogal yogunluklart sifirdir. Bu durumda (4xy,;) dizisi istatistiksel yakinsak

degildir. Ancak
{(k, D) eENXN: Ay, —pn =} 2{(k,) ENXN: |Axp;—u || =71 +¢}
oldugundan istatistiksel yakinsaklik tanimi1 geregince
d{{(k,) ENXN: |[Ax;—pn ||=Z7r+€}) =0
elde edilir ve (4x;,;) dizisinin p noktasina r — st, yakinsak oldugu sonucuna varilir.

Kaba istatistiksel limit » > 0 kabalik derecesi igin tek degildir. Kaba istatistiksel limit

noktalarinin kiimesi st, — LIM" (Ax;;) olmak iizere, bu kiime
T'—Stz
Stz — LIMr(AXkl): = {f € RTL . Axkl - f}

ile gosterilir.
Eger st, — LIM™ (Axy;) + O ise
sty, — LIM" (Axy,;) = [st; — limsup(4xy,;) — 7, st, — liminf (Axy;) + 1]
bi¢imindedir.
Diger taraftan, (4xy;) siirsiz bir dizi ise LIM"(Axy;) = @ olur. Fakat bu dizi kaba
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istatistiksel yakinsak olabilir.

(—D** egerk = m?,1 # n? (m,n € N)

Ornek 3.2. (4x) = { kl, diger durumlarda

dizisi alinsin. Bu durumda

@, egerr < 1lise
[1—r,r—1], diger durumlarda

Stz — LIMT(Axkl) = {
ve tim r > 0 icin LIM™ (4x;) = @ olur.

Sonu¢ 3.1. st, — LIM" (4xy;) # @ olmast LIM" (Axy;) # @ olmasin1 gerektirmez. Fakat
LIMT" (Axy;) + @ ise st, — LIM" (4xy;) # @ olmalidir. Bu durumda

LIM" (Axy,;) S st, — LIM" (Axy;)
bagintis1 mevcuttur. Ayrica,
diam(LIMT (4x;,)) < diam(st, — LIM" (Axy;) )
saglanir.
Teorem 3.1. Sonlu boyutlu (X, II. II) normlu uzayinda (4xy;) ¢ift dizisi i¢in
diam(st, — LIM" (Axy;)) < 2r
saglanir. Genellikle diam(st, — LIM™ (4xy;)) kiimesinin daha kiigiik bir alt sinir1 yoktur.

Ispat. diam(st, — LIM" (Axy;)) > 2r olarak kabul edelim. Bu durumda d = ||y — z|| >
2r kosulunu saglayan y,z € st, — LIM" (4x;;) mevcuttur. € € (0,% - r) olarak alinsin.

Y,z € st, — LIM" (4x;) oldugundan, Ve > 0 igin

A= {(k,) € NXN:[|dxq —yll =2 7 + €}
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ve

A2:: {(k, l) € NxN: ”Axkl —Z” = T+£}

olmak tizere d(A;) = 0 ve d(A,) = 0 saglanir. Dogal yogunluk tanimindan d(A§ N AS) =
1 olur. V(k, 1) € AS n A§ igin

d
Iy = 2ll < 14xg = yll + g = 21l < 260+ &) <2(r+ 5 =) =d = lly — 2|

yazilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlistir.
diam(st, — LIM™(Axy,)) < 2r
olmalidir.

Simdi teoremin ikinci kismini ispatini1 verelim. (4xy;) dizisinin istatistiksel limiti & olsun.

Buradan € > 0 i¢in
d{(k,1) € NxN:[|Ax)y =&l = e}) =0
yazilir. Béylece
Vy € B () ={y eR™:ly—¢ll <1}
elemani i¢in
A% — yll < 1Axp = &I+ 1IE =yl < lAxy =&l +7

elde edilir. Ayrica

V(k, 1) € {(k,1) € NXN:||4xy; —&|| < €}

i¢in
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lAx —yll <7T +¢
olur. (4xy,;) dizisi &’ye istatistiksel yakinsakligindan
d({(k,1) € NxXN:||4dx, —¢ll<ep) =1

yazilir ki buradan y € st, — LIM" (Axy;) olur. Sonug olarak B, (&) = st, — LIM" (Axy,;)
yazilir. diam (Er(f)) = 2r olmasi st, — LIM" (Axy,;) kiimesinin ¢apiin st sinirinin 2r

oldugunu gosterir.

Sonug 3.1 den LIM" (Axy;) #+ @ iken st, — LIM" (Axy,;) # @ oldugundan asagidaki sonug

verilebilir.
Sonug¢ 3.2. (4xy;) dizisi sinirh ise st, — LIM" (Axy,;) # @ olacak sekilde r > 0 sayisi
mevcuttur. Bu sonucun tersinin sadece istatistiksel sinirli olmasi halinde dogru olacagi

sOylenebilir.

Teorem 3.2. (Axy;) dizisinin istatistiksel sinirli olmasi igin gerekli ve yeterli sart st, —

LIM™ (Axy;) # @ saglayacak sekilde r = 0 sayisinin var olmasidir.

Ispat. (Axy;) dizisinin istatistiksel smirli olmasi durumunda st, — LIM" (Axy,) # @

saglayacagini gosterelim. Istatistiksel smirlilik tanimindan
d({(k,1) € N x N: [|dxy || = M}) =0
olacak bi¢cimde bir M > 0 sayis1 vardir.
P = {(k,1) € N x N: [|Ax;, | = M}
i¢cin
' = sup{l|Axyll; (k, 1) € P}
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olarak tanimlansin. Boylece st, — LIMT’(Axkl) kiimesi R™’nin orijinini igerir. Sonug

olarak st, — LIM™ (Axy;) # @ elde edilir.
Tersine bazi r > 0 sayilar1 i¢in st, — LIM" (Axy;) # @ olsun. Bu durumda ¢ € st, —
LIM" (Axy,;) olacak sekilde en az bir & vardir. Yani V € > 0 i¢in

d{(k,]) e NXN:|[Ax}; =&l =r+€}) =0

olur. Bu ise hemen hemen her Axj; elamanlar1 yaricapr r den biiylik olan bir yuvar

tarafindan kapsandigini ifade eder. O halde (Axy;) istatistiksel sinirli olur.

(Axy,") = (Axyp 1), (Axy) dizisinin bir alt dizisi oldugunda LIM" (Axy;) € LIM™ (Axy;")

olur. Fakat bu durum istatistiksel yakinsaklik i¢in sdylemek miimkiin degildir.

Teorem 3.3. (Axy") = (Axyyp 14) dizisi, (Axy,) dizisinin bir ince olmayan bir alt dizisi ise

Stz - LIMr(Axkl) C Stz - LIMT(Axkl’) O|Ur
Ispat. & € st, — LIM" (Axy;) alinsin. Bu durumda Ve > 0 igin,
A(e) ={(k,) e NXN: || Axy; — é|| =7 + €}
d(A (e)) =0 olur. Ayrica, yogunluk tanimindan d(AC(e)) =1 yazlir. (Axy) =
(Axyp 14), (Axyy)’nin ince olmayan alt dizisi oldugundan K = {(k,,1;): p,q € N} kiimesi
icin d(K) = 1 bulunur. O zaman d(4°(e) N K) = 1 olur.
A'(e) = {(p,q) €N X N: || Axyp 1q —f” >r+ e}

olsun. Simdi

{(p,q) € N X N: ||Axkp g~ E” <r+ e} D A°(e) NK.
Bu nedenle d ((A’(e)) C) =1, d(4'(e))=0 olur, bu da ¢ € st, — LIM"(AX'yp 1)
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anlamina gelir.
Teorem 3.4. (Axy,;) dizisinin r-istatistiksel limit noktalar1 kiimesi kapalidir.

Ispat. Teoremin ispat1 i¢in fonksiyonel analizdeki “Ay,; — y yakinsak dizisi igin Ay €
st, — LIM" (Ax;;) oldugunda aymi zamanda y € st, — LIM"(4x,;) oluyorsa st, —
LIMT (Axy;) kiimesi kapalidir.” teoremini kullanacagiz. Eger st, — LIM" (4xy;) = @ ise
ispat agiktir. st, — LIM" (4xy;) # @ oldugunu kabul edelim. Bu durumda k,l — oo iken
(Ayy) — vy saglayacak sekilde (4yy;) € st, — LIM"(Axy;) dizisi alinsmn. y € st, —
LIM" (Axy;) oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Yakinsaklik tanimindan, Ve > 0 igin

(4yy) = vy oldugundan, Vk > ke, 1 > le igin ||[Ay,; — v <§ olacak sekilde ke, l= €
2 2 2 2
N vardir. kg > ke, [y > ls saglayan ky, [, € N secildiginde ||Aykolo — )/” < 2 yazilir. Diger
2 2

taraftan (Ayy;) € st, — LIM" (4xy,;) oldugundan yy , € st, — LIM" (4xy,) olur. Buradan
d ({0, 1) € N x N: [[Axi — Ay, [ 2 7 +5}) = 0
yazilir. Bununla birlikte

{(k,) ENXN:||Ax,, —yll <71+ €} 2 {(k, 1) € N X N: || Axy — Aypy, || <7+ %}

kapsaminin dogru oldugu gosterilsin. Bunun igin

€
(p,r) € {(k, [) e NXN: ||Axkl — Aykololl <r+ E}

alinsin. Buradan [[Ax,, — Ay, || < 7 + = elde edilir ki buradan
185 = | < 1A% = Ayigio | + [[Aygt, =v[| <7+ €
olur. Yani

(p, T) € {(k, l) € N X N: ||A'xkl - Aykololl <r-+ E}
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bulunur ki, bu ifade

{(k, l) € N x N: ”Axkl — )/” <r-+ E} 2 {(k, l) € N X N: ”Axkl — Aykololl <r-+ ;}

kapsamini ispatlar.

d ({0 D) € Nx N: [|Axy — Ay | = 7 + ;}) ~0

oldugundan
&
d ({(k, l) € N x N: ”Axkl — Aykololl <r-+ E}) =1

elde edilir. Boylece

d{(k,) e NXN:[|Axy; —vII<r+e}) =1
olur. Dolayisiyla

d({(k,)) e NXN:||Ax); —yll=r+€}) =0

bulunur. y € st, — LIM" (Axy;) elde edilir. Sonu¢ olarak r-istatistiksel limit noktalar

kiimesinin kapal1 oldugu gdsterilmis olur.

Teorem 3.5. (4xy,;) dizisinin r-istatistiksel limit noktalar1 kiimesi konvekstir.

Ispat. € > 0 ve (4xy,) dizisi icin y,, y; € st, — LIM" (4xy,;) alinsin.
Ap(e):={(k,) € NXN:||dxy; — yoll = 7 + &€},

ve
Ai(e):={(k,)) € NXN:|dx —y1ll =27 + &}
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seklinde Ay(e) ve A;(¢) kimeleri tanimlansin. y,,y, € st, — LIM" (4xy;) oldugundan
d(4e(e)) =0, d(A1(e)) = 0 elde edilir. Boylece (k,1) € A§(e) N A{(e) ve A € [0,1] igin

1A% — [(1 = Dyo + Ayl < (1 = Dl dxiy — yoll + U dxp —yill <7+ ¢
yazilir. d(A§(e) N A{(e)) = 1 oldugundan
d({(k,1) € NXN:[|Axy = [(1=Dyo + ]l =27 +e}) =0

bulunur. Boylece (1 —A)y, + Ay; € st, — LIM" (Ax;;) elde edilir. Bu ise st, —

LIMT (Axy,;) kiimesinin konveks oldugunu ispatlamis olur.
Teorem 3.6. r > 0 olsun. (4xy;) dizisinin & ye r-istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve

yeter sart V(k,1) ENXN igin st, — LIM" (4yy) = & ve |[Axy; — Ay ll < r olacak

sekilde bir (4yy;) dizisinin var olmasidir.

. =St
Ispat. Ax S & olsun. Buradan, st, — limsup ||4xy; — &|| < r olur. Simdi

¢, |4x, — &Il < 7ise,
A = — Ax
Vil Axy + 1 ”ixm—_ké” diger durumlarda
tanimlansin. Buradan
(0, axy, — Il < 7 ise
1875 = €1l = {Ilekl =&l -, diger durumlarda

yazilabilir. Ay;;’nin tanimindan V(k,l) € N X N i¢in [|4xy; — Ay || < r olur ve aym

zaman da st, — limsup ||4y,; — &|| = 0 elde edilir. Boylece st, — lim4y,,; = & saglanir.

Simdi ise V(k,1) € N X N igin st, —limdy,; =& ve ||Axy; — Ayl < r olacak sekilde
bir (4yy;) dizisi oldugundan (4xy;) dizisinin & ye r-istatistiksel yakinsak oldugunu

gosterelim. st, — limAyy; = & oldugundan Ve > 0 i¢in
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d({(k,1) € NXN:[[Ay}y = ¢l = €}) = 0
elde edilir. Buradan
{(k,D) € NXN: [[Axyy = |l =2 7 + &} < {(k, 1) € NXN:[|Ay; — || = €}
kapsami gegerlidir. Bu kapsam iliskisinden dolay1
d({(k,1) e NxN:[[Ay}y =&l = €}) =0
ifadesinden
d({(k,]) e NX N: ||Ax; =&l =7r+€}) =0

elde edilir. Dolayisiyla (4xy;) dizisinin & ye r-istatistiksel yakinsak oldugu ispatlanmis

olur.
Tamim 3.2 Ve > 0 i¢in
d({(k,1) e NXN:[|4dx); —¢&ll < €}) # 0

kosulu saglaniyorsa ¢ noktasina (4xy,;) dizisinin istatistiksel y1gilma noktasi denir. (4xy;)

'nin tiim istatistiksel y1g1lma noktalarinin kiimesini F(ZAxkl) ile gosterilir.

Lemma 3.1. F(ZAXM) kiimesi, (Axy;) dizisinin tim istatistiksel yigilma noktalar1 kiimesi
olmak ftizere, herhangi bir c € F(zAxkl) ve V¢ € st, — LIM"(4xy;) igin ||E —c||<r

saglanir.

Ispat. c € F(ZAxkl) ve || —c|| > r kosulunu saglayan ¢ € st, — LIM" (Axy;) alalm. &: =

I8l o jarak segelim. Buradan,
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(D ENXN: Ay — &l =7+ 2 {(k D) €N x N: | Axy — cl| < €}
yazilir. ¢ € Ty, ) oldugundan

d({(k,1) e NXN: ||[Ax; —c|l <€} #0
elde edilir. Dolayisiyla,

d({(k, l) € N X N: ”Axkl - E” =1+ 8}) *0
ele edilir. Bu ise & € st, — LIM™ (4xy,;) olmasi ile gelisir.

Teorem 3.7. (4xy;) dizisinin & ye istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart
sty — LIM" (4xy;) = B, (&) olmasidur.

Ispat. st, — LIM" (Axy;) = B,( &) # @ oldugundan Teorem 3.2 den (4xy,;) dizisinin smirli
oldugu soylenebilir. (4x;) dizisi ¢ den baska &' yigilma noktasina sahip olsun. Bu

durumda

— T ,
f!=f+m(f—f)

noktast
JE- ¢l = (T + 1) e -l =r+ e 11>
=& =l =&l =r — r
=21

ifadesini saglar.

¢ noktast (4xy;) dizisinin bir yigilma noktasi oldugundan, Lemma 3.1 den & & st, —
LIMT" (Axy;) saglanir. Bu ise ||E_— f” =r Ve st, — LIM"(Axy,) = B,(&) olmasiyla
celisir. Dolayisiyla & (4xy,;) dizisinin tek yigilma noktasidir. Fonksiyonel analiz de bilinen

“Istatistiksel smirli dizinin istatistiksel yigilma noktas: tekse dizi bu yigilma noktasmna

yakinsaktir” teoreminden (4xy;) dizisinin & ye istatistiksel yakinsak oldugu soylenir.
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Teorem 3.8. (R™, ||. ||) mutlak konveks uzay, (4xy;) bir dizi olsun. Eger ||y; — y,|| = 2r

kosulunu saglayan sekilde y,,y, € st, — LIM"(4xy;) varsa (4xy;) dizisi %ye

istatistiksel yakinsaktir.

Ispat.p € F(ZAxkl) olsun. y,,y, € st, — LIM" (Axy;) noktalar1 Lemma 3.1°den,

lly, — pll < rve ||y, — pll < r kosulunu saglar. Bununla birlikte

2r = |ly; = y2ll < llys —pll + lly2 —pll

olur. lly, —pll =7, lly2—pll<7 ve 2r =y, =yl < llyx —pll + lly. — pll birlikte
diistiniildiigtinde ||y; — pll = r ve ||y, — pl| = r elde edilir.

1 1
E(}’z —y1) < 5[(19 —y1) — (2 = )]

ve ||y, — ;|| = 2r oldugundan ”% (Y2 —y1) ” = r olur. Uzayin mutlak konveks olusu ve
1 1 . . .. 1

5(3’2 -y < = [(@ —y1) — (y2 —p)] esitsizligi  geregince 5(}’2 —y)=@—-y)=
(y, —p) olur ve p = %(y1 + y,) elde edilir. Bununla birlikte p noktasi (4xy,;) dizisinin

tek istatistiksel yigilma noktasi olur. Aymi zamanda y;,y, € st, — LIM" (Axy,;)
verildiginden st, — LIM" (Axy,;) # @ olur. Teorem 3.2 den dolay1 (Axy;) dizisi istatistiksel

smirhdir. Boylece (4xy;) dizisi istatistiksel yakinsaktir. Sonug olarak st, — lim(4xy;) =

+ -
ylz—yzelde edilir.

Teorem 3.9.
) cE F(EIsz) ise st, — LIM" (4x,,;) € B,( ¢) saglanr.

i) st, — LIM" (Axy,;) = ncer(zA )Er( c)={¢€ ]R”:Féxkl) C B,.( &)} saglanur.
Xkl

Ispat. i) & € st, — LIM" (Ax;;) ve c € F(E\xkz) olarak alinsin. Lemma 3.1 geregince

I|é — ]| < r olur. Aksi takdirde &: = @ icin

d({{(k,1) ENXN: |[Axy; =&l =r+e}) #0
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elde edilir. Bu ise & € st, — LIM" (Ax;) olmasi ile ¢elisir.

ii) (i) sikkindan st, — LIM"(4xy;) € B,(c) oldugu aciktir. Eger B,(c) € st, —

LIMT (Axy;) oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. y € ﬂcera )Er(c) elemani
Xkl

alnsn. Buradan V ¢ € T, ) icin [ly — c|l < relde edilir. Bu ise [}, ) € B.( c) ifadesine

esittir. Boylece

ﬂ B.(¢) = {E € ]Rn:r(ilxkz) CB.(§ )}

cer?
(Axgg)

olur. Simdi y & st, — LIM" (4x;;) olsun. Bu durumda
d({(k,) ENXN: ||Axj; —yl|=7r+e}) #0

olacak bigimde bir € > 0 sayist vardir. Boylece (4xy;) dizisinin ||y —c|| = r + € yani
I"(ixkl) €B.(§) ve y¢ {E € R™ F(f\xkz) C B.(¢ )} sartin1 saglayan bir ¢ istatistiksel
yigilma noktast vardir. Dolayisiyla y € { £ € R™: F(E\xkz) C B,( &)} ifadesinden y € st, —
LIM"(Axyq) elde edilir. Sonug olarak {& € R™: I3, ) € B.(§)} € st — LIM" (Axyy)

olur. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.10. (Axy,) dizisi istatistiksel sinirli olsun. Eger r = diam(f‘éxkl)) ise, F(ZAxkl) c

st, — LIM"(Axy) saglanir.
Ispat. ¢ & st, — LIM'(Axy) alalim. Bu durumda

d({(k,1) ENXN: ||Axy; —c|| =r+&}D) #0
olur. (Axy,) istatistiksel sinirlt bir dizi ve

{(k,) eNXN: ||Axyy —c|| =T+ #0

oldugundan ¢ := g alindiginda |[c — ¢'|| = r + & kosulunu saglayacak sekilde bir ¢’ yigilma
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noktas1 vardir. Buradan diam(F(ZAxkl)) > r + £ elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.11. (Axy,;) cift dizisi sinirlidir o zaman negatif olmayan r > 0 bir reel say1

vardir 6yle ki st, — LIM™ (Ary,;) # @ olur.
Ispat. (Axy,;) smurlt bir ¢ift dizi olsun. O zaman K pozitif reel sayis1 vardir dyle ki, tiim

(k,1) € N X N icin ||Axy,|| < K dir. O zaman 0 € LIMX(Axy,;) ve yani LIMX(Axy,) = 0
den sonug olarak st, — LIM" (Axy;) # @ elde edilir.
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BOLUM 4

CIFT INDISLI FARK DiZILERININ KABA iDEAL YAKINSAKLIGI

Bu bolimde ¢ift indisli fark dizileri i¢in kaba I,-yakinsaklik ve kaba I,-istatistiksel

yakinsaklik tanimlar1 verilecek ve 6nemli sonuglar elde edilecektir.
Tamm 4.1. (Axy;), (X, ||. ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0 igin

A(e) ={(k,) e NXN:||Ax;; —&|| =r+ e} €L

-1
ise (Axy;) dizisine €ye kaba I,-yakinsaktir (r — I, yakinsaktir) denir ve Axr—2> ¢ ile

gosterilir.

Genel olarak bir dizinin kaba I,-limiti » > 0 kabalik derecesi tek olmayabilir. (Ax,;)'nin

tim kaba I,-limiti kiimesi

I, — LIM™(Axy) = (€ € X: Ax —3 &)
ile gosterilir.
Eger I, — LIM" (Ax;,;) # @ ise (Axy;) dizisine kaba I,-yakinsaktir denir.
I, — LIM" (Axy;) = [I; — limsup(4xy;) — 1, I, — liminf (4xy,;) + 7]
bi¢imindedir.

LIM™ (Axy;) = @ ise (Axy;) dizisinin sinirsiz oldugu biliniyor. Fakat boyle bir dizi r — I,
yakinsak olabilir (Kisi, 2020).

Ornek 4.1. I, € N x N uygun ideal, A € I, olacak bigimde N x N’nin sonsuz bir alt

kiimesi olsun.
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(=D, eger (k,1) ¢ Aise
ki, eger (k,1) € Aise

(Axyy) = {

ise

?, egerr <1

J— r =
I = LIM" (Ax) {[1 —7r,r—1], diger durumlarda

ve tim 7 > 0 igin LIM" (4xy,;) = @ olur. Bu 6rnekte goriildigi tizere, I, — LIM" (Axy,;) #+
@ olmasmin LIM" (Axy;) # @ olmasimi gerektirmez. Ancak, eger I, uygun ideal ise tersi
her zaman dogrudur. Yani I, uygun ideal olmasi durumunda LIM"(4xy) S I, —

LIM™ (Axy,;) saglanir.

Tanmm 4.2. I, € N x N uygun ideal olsun. ¢ € R elemaninin (4xy;) nin bir I,-yigilma
noktasi olmasi igin gerekli ve yeterli sart Ve > 0 i¢in {(k,l) € N X N: ||[Ax); —c|| < €} &
I, saglamasidir. (4xy;)’nin tim yigilma noktalar1 kiimesi (IZ)F(ZAxkl) ile gosterilir (Kis,

2020).
Tanim 4.3. (4xy,) dizisi igin, eger
{(k,)) e N xN: [|[Axyll =M} €L
saglayacak bi¢cimde bir M > 0 sayisi varsa (4xy;) dizisine I,-sinirlidir denir (Kisi, 2020).

Teorem 4.1. I, € NXN uygun ideal (4xy;) I,-sinirli bir dizi olsun. Eger r >

diam ((I;)[(sy, ) ise, bu durumda (1;)[, € I — LIMT(4x,) olur (Kisi, 2020).
Ispat. ¢ € I, — LIM"(4xy,) olsun. Buradan
{(k,) ENXN: ||Ax); —c|| =r+e} &,

saglayan en az bir € > 0 mevcuttur. (4xy;) I,-sinirh bir dizi oldugundan ve {(k,1) €

N X N: ||Axy; — c|| = r + €} € I, esitsizliginden, &' := g olarak alinirsa
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lc=c'||>r+&

olacak bigimde bir ¢’ I,-y1g1lma noktas1 vardir. Dolayisiyla

diam ((Iz)Qﬁxkl)) >r+¢
elde edilir. Ispat tamamlanur.

Bu teoremin tersi de dogrudur. Eger ([, Sl —LIM (4xy) ise 12

diam ((Iz)r(ixkl)) saglanir.

Teorem 4.2. Eger I, — LIM" (Ax;;) # @ ise bu durumda
I, — liminf (Axy,), I, — limsup(4xy;) € I, — LIM?" (Axy;)
saglanir.

Ispat: I, — LIM" (Axy;) # @ oldugundan, (Axy;) Iy-smurhdir. I, — liminf (4x,,;) sayisi,
(Axy;)’in bir I,-y1g1lma noktasidir. Dolayisiyla her € € I, — LIM" (Axy,;) igin,

||§ — (12 — liminf(Axkl))” <r
elde edilir.
P={(k,)) e NxN: || = Axyll =7+ ¢}
tanimlansin. Eger (k, 1) & P ise bu durumda,

|axy, — (I = liminf (Ax)|| < NAxy, — €Nl + || = (I, — liminf(Ax )| <7 +7 + ¢
<2r+¢

olur. Béylece I, — liminf(4xy;) € I, — LIM?" (4xy,;) elde edilir. Benzer sekilde I, —
limsup(4xy;) € I, — LIM?" (Axy;) oldugu da gériilebilir.
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Bir (4xy;) dizisinin ¢ekirdeginin [liminf (4xy;), limsup(4xy;)] oldugunu hatirlayalim.
Dolayistyla
I, — core(dxy;) = [I, — liminf (4xy;), I, — limsup(4xy;)]
olarak belirtilir.
Sonug 4.1. (Axy,;) dizisi i¢in I, — LIM" (4xy,;) # @ ise bu durumda
I, — core{Axy,} S I, — LIM?" (Axy,;)
saglanir.
Onerme 4.1. (Axy,) cift indisli bir fark dizisi olsun. Bu durumda, I, — core{Ax,;}’in
capinin yani diam(l, — core{Ax,;})’nin r sayisina esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
I, — core{Axy;} = I, — LIM" (Axy;) olmasidir.
Ispat. (Axy;) cift indisli bir fark dizisi olsun. Boylece
diam(I, — core{dx,}) = r & (I — limsup(4xy,)) — (I — liminf (4xy)) =7
& I, — core{dxy,} = [I; — limsup(4xy,), I, — liminf (4x;;)]
= [I, — limsup(4xy;) — 1, I, — liminf (Ax,;) +r] = I, — LIM" (Axy;)
olur. Buradan

a) r > diam(l, — core{dxy;}) © I, — core{dx;;} € I, — LIM" (4xy;)

b) r < diam(l, — core{dAxy,;}) © I, — LIM" (Ax),;) S I, — core{Ax;;}

saglanir.
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Onerme 4.2. Eger
F=inf{r = 0:1, — LIM" (Axy,) # @}
ise bu durumda

7 = radius(l, — core{Ax;;})

gecerlidir.
Ispat. Eger I, — core{Ax,,} kiimesi, tek nokta kiimesi ise
radius(l, — core{dx;;}) =0
olur ve dizi I,-yakinsaktir, yani I, — LIM®(4x;;) # @ bulunur. Dolayisiyla
7 = radius(l, — core{dx;;}) =0
yazilir.
Simdi I, — core{4x;,;} kiimesi tek nokta kiimesi olmasin. I, — liminf (4x,;) = p ve I, —

limsup(4xy;) = q olmak tizere I, —core{dx,;} = [p,q] olarak vyazlabilir. ¥ #

radius(l, — core{4xy;}) olsun. Eger ¥ < radius(I, — core{4x;,}) ise bu durumda ¢ :=

%(% — 7’) tanimlansin. 7 tammindan I, — LIM™*¢(4x,;) # @ bulunur. Bu durumda Ve >

0 icin
A={(k,) eNXN: |[|Ax}; —¢|l=F+&) +e}€eL
olacak sekilde € € R vardir. 7 + € < ? oldugundan, bu p ve g nun tanimiyla gelisir.

Eger 7 > radius(l, — core{Ax,;}) ise bu durumda ¢ := g(f — ?) ve r'=7—2¢&
tanimlansimn. 0 <r' <7 oldugu agiktir. bu p ve gnun tanimiyla qz;p sayist I, —

LIM™ (Axy,;) dedir. Bu durumda,
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r'ef{r>0:1, — LIM"(4xy;) + 0}

bulunur ki bu r’ < 7 iken

F = inf{r > 0:1, — LIM"(dx,) # 0}
esitligi ile celisir.
Onerme 4.1 ve Onerme 4.2 den asagidaki sonug verilebilir.
Sonug 4.2. Bir (Axy,;) dizisi i¢in

I, — core{dxy;} = I, — LIMZ (Axy)
kapsami gegerlidir.

Tanim 4.4. Eger her ¢ > 0 ve § > 0 i¢in
1
A(g, 8) ={(n,m) € NXN:%I{kSn,l <m: [|Ax,; =&l =1+ ¢ 26}612

ise (Axy;) dizisine §’ye kaba I,-istatistiksel yakinsaktir (r — I,-istatistiksel yakinsaktir)

. r—Ip—st . .
denir ve Axj,; —— § ile gosterilir.

(Ayy,y) dizisi I,-istatistiksel yakinsak ve 6l¢iilemeyen veya tam olarak hesaplanamayan bir
dizi ve (4xy;) da her k, | i¢in ||4xy; — Ay, || < r sartin1 saglayan bir dizi olsun. Bu

durumda (4xy,;) dizisinin I,-istatistiksel yakinsakligindan emin degiliz. Ancak

1
{(n,m)eNxN:%I{kSn,lSm: IIAxkl—EIIZr+e|26}

1
Q{(n,m)ENXN:%I{kSn,lSm: ||Aykl—§||2,s|25}
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kapsami gegerli oldugu i¢in (Axy,;) dizisi r — I,-istatistiksel yakinsaktir.

Genel olarak bir dizinin kaba I,-istatistiksel limiti >0 kabalik derecesi tek olmayabilir.

(Axy;) ‘in tiim kaba I,-istatistiksel limiti kiimesi
I, — st — LIMT (Axy;) = {E € X: Ax 25 §)
ile tanimlanir. Eger I, — st — LIM" (Axy,;) # 0 ise
I, — st — LIM" (Axy;) = [I, — st — limsup(Axy;) — 1,1, — st — liminf (Axy;) + 7]
yazilir.

Tamim 4.5. Herhangi bir § > 0 sayisi1 i¢in
1
{(n,m) ENXN:—|k<nl<m: [yl > K} > 5} €l

olacak sekilde bir K > 0 varsa (Axy;) dizisine I,-istatistiksel sinirlidir denir.
Teorem 4.3. Sonlu boyutlu (X, II. II) normlu uzayinda (4xy;) dizisi i¢in
diam(l, — st — LIM™ (Axy,;)) < 2r
gegerlidir. Gergekten eger (4x,;) dizisi &’ye kaba I,-istatistiksel yakinsak ise, bu durumda
I —st—LIM"(Ax,) 2 B, (§) ={y €X: ly—¢ll <7}
saglanir. Boylece diam(lz —st—LIM" (Axkl)) = 2r olur.

Ispat. I, — st — LIM" (Axy,;) > 2r oldugunu varsayalim. Bu durumda d = ||y — z|| > 2r

kosulunu saglayan y, z € I, — st — LIM" (Ax,;) mevcuttur. &€ < g — r olarak alinsin.
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Ai(e,8) = {(k,1) € N X N: [|Axy — y|l = 7 + &}
ve
Ay(e,8) = {(k,1) € N X N: [[Axy — 2| = 7 + €}

kiimeleri tanimlansin. Buradan

1
— {k<nl<m:(kl) €A(s8)UA,(s )}
1
<—lk<nl<m:(kl) € A(s6)}
nm

1
+—I[k<nl<m: (k) €Ay(d
ik =nl<m: (kD) €4, 0}
yazilabileceginden I,-yakinsakligin 6zelliginden

1
L,— lim —|{k<nl<m: (]l €A(s8UA(s )}

n,m-—oco Nm

1
<L- lim —|{k<nl<m:(kDeA(d)}+]

nm-onm

1
— lim —[{k<nl<m: (k) €A ()} =0
n,m-co M
elde edilir. Dolayisiyla V§ > 0 icin

1
{(n,m) ENXN: [tk <nl<m: (k1) €A 0) Uy )] 2 6} cl,

bulunur. Simdi
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1 1
P ={(n,m) € N x N: %I{kﬁn,l <m: (k1) € A, (g,6) UA,(& )| 25}

tanimlansin. P € I, oldugu agiktir. Simdi ise (ng, my) € (N X N) \ P alinsin. Buradan

1
— l{k < ng, Ll <my: (k1) € Ai(,8) UAy(g,6)| < >

bulunur. Boylece

1 1
— {k <ng, Ll <my: (k1) & A;(e,6)UAy(e6)| =1 553

elde edilir ki {(k,0): (k,1) & A;(g,6) U A,(g,6)} bos kiimeden farkli oldugu sonucuna

varilir.
Simdi ise (kg ly) & A1(g,6) UA,(g,6) saglayan (kg ly) € N X N segilsin. Buradan
(ko, lp) € Af(g,8) N AS5(g, 8) olur ve boylece ||Axkol0 - y|| <r+4+eve ||Axkolo - Z|| <
r + ¢ elde edilir. Dolayisiyla

ly = zll < [|Axgr, = Y| + [|A%kg1, — 2] <20+ &) < lly — 2l
yazilabilir. Bu ise ¢eligkidir. Kabuliimiiz yanlistir. Dolayisiyla

diam(I, — st — LIM™ (Axy,)) < 2r

olmalidir.

I,—st
Teoremin ikinci kismini ispatini igin Axy; 25 ¢ saglayan bir (4xy;) dizisi alalm. I,-

istatistiksel yakinsaklik tanimindan her ¢ > 0 ve § > 0 i¢in

1
Ale,5) ={(n,m)eNxN:%|{kSn,13m= 1A%y, — &Il = ¢ za}elz

40



saglanir.

Eger (n,m) ¢ A(g, §) ise

1
—H{k<nl<m: ||Ax,; =&l = €] <6,
nml{ n m: ||Axy — &l = €]

yani

1
—{k<nl<m: |[Axy, —¢l|<el=1-6
—fe<nl<m: lAng— ¢l <el

elde edilir.
Simdi, herhangi bir

VyEeEB@)={yeX: lly-¢ll<r}
i¢in

IAx =yl < 1A%k = SNl + IS =yl < 1Axy =Sl +7 <7+

bulunur. Simdi

By = {k <n,l <m:||Axy — €| < €}
tanimlansin. (k, 1) € By, i¢in ||Axy; — y|| < r + ¢ elde edilir. Boylece

By S{k<nl<m|lAxy—yll <r+e}

bulunur. Bu ise

|Bril 1
< — < < m: —
il _kll{k_n'l_m 1A% — yll <7+ &}
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yani
1
ﬁl{kSn,ZSm:llekl—yll <r+e=1-96

anlamina gelir. Boylece V(n,m) & A(e, 6) igin,

1
HI{kSn,lSm:IIAxkl—yII2r+£}|<1—(1—6)=6

olur. Dolayistyla
1
{(n,m) € NxN :%I{k <nl<m: [|Axy—yll=r+el = 5} c A(e, 6)
bulunur. A(e, §) € I, oldugundan
1
{(n,m)ENxN:%I{kSn,lSm: |Axy; —yll =7+ €] 26}612

elde edilir. Bu ise y € I, — st — LIM" (Axy;) oldugunu gosterir. Dolayisiyla I, — st —
LIM" (Axy;) = Br(&) elde edilir. Bu ise diam(I, — st — LIM" (Axy,;)) kiimesinin capinin

2r oldugunu ve bundan daha fazla azalamayacagini gosterir.

Sinirh bir (Axy,;) dizisi i¢in LIM" (Axy;) # @ saglanir. LIM" (Axy;) # @ olmasi I, — st —
LIM™ (Axy;) # @ olmasini gerektirdigi i¢in, bu sonug, I, uygun ideali iken I, — st —

LIM™ (Axy,;) iginde dogrudur. Fakat tersi her zaman dogru degildir.
Teorem 4.4. (Axy,;) dizisinin I,-istatistiksel sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart I, — st —

LIM™ (Axy;) # @ olacak sekilde negatif olmayan r > 0 sayisinin var olmasidir. Ayni

zaman da r > 0 igin [,-istatistiksel sinirli olan (Axy;) dizisinin her zaman I, — st —

LIM (AXRplr)'r Axkp 1, # @ saglayan (Axkp lr) alt dizisi vardir.
Ispat. (Axy;) dizisi I,-istatistiksel sinirli olsun. Tanimdan
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1
Pz{(n,m)ENXN: %I{kSn,lSm: IIAxkl||>K|>8}EIZ

olacak sekilde bir K > 0 sayis1 vardir.
7 = sup {Axy;: (k,1) € M = N X N\P }
olsun.

I, — st — LIM" (Axy,;) kiimesi X’ in orijinini igerir. Dolayisiyla I, — st — LIM" (Axy,;) # @
elde edilir.

Tersine r > 0 igin I, — st — LIM"(Axy;) # @ oldugunu kabul edelim. Bu durumda
& €l, —st— LIM"(Axy;) alnsin. Yani her € > 0 ve § > 0 igin

1
{(n,m)ENxN:%I{kSn,lSm: |Axy; — €|l 2T+8|25}€12

yazilir. Bu ise (Axy;) dizisinin I,-istatistiksel sinirli oldugunu gosterir.

(Axy;), sonlu boyutlu normlu uzayda I,-istatistiksel sinirli oldugu igin, bu dizi I,-
istatistiksel yakinsak (Axkplr) alt dizisini igerir. &, bu dizinin I,-istatistiksel limit noktasi

olsun, bu durumda
B.(8) =1, — st — LIM" (Axy,, )
. . (Axk 1 ),r .
olurver > 0igin I, — st — LIM\""*»'r Axy 1, # @ elde edilir.

Teorem 4.5. I, € N X N uygun ideal olsun. Eger (Axkplr), (Axy,) dizisi

1
IL— lim —|{k, <nl,<m:(pr) eNxN}|=1

n,m-o0o nNm

kosulunu saglayan bir alt dizisi ise bu durumda
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I — st — LIM"(Axy)) € I — st — LIM" (Axy ;)

gecerlidir.

Ispat. & €1, — st — LIM"(Axy;) ahnsm. Ve >0 icin & €I, — st — LIM" (Axy,;)

oldugundan

1
L— lim —[{k<nl<m:|Ax,; —¢é||=r+e}|=0
nm-o M

veya

1
L,— lim —[{k<nl<m:|Ax,; —¢é|<r+e}=1

n,m-oo NMm

elde edilir. Teoremde verilen kosuldan

1
I, — lim —|{kpSn,lrSm:(p,r)ENxN}|=1

nm-o Nm

yazilir. A = {kp, l,:(p,r) ENX N} olsun.

1
L— lim —|{k, <nl. <m:(pr) eNxN}|=1

nm-onm

olmasindan d;, (A) = 1 ve dolayisiyla d,z((N x N) \ A) = 0 bulunur. Boylece

1
L, — lim —|{k<nl<m:|Ax,; —¢|l<r+e}=1

n,m-o0 nNm

ifadesinden

I, — lim i {kpSn,lrSm: ”Axkplr—E” <r+e}| =1

n,m-o0 nNm
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elde edilir. Buradan

12l s sy, - o] <re

=l = ot < 0 o =g <r el

veya
% (ke < K le < 1+ | Ay, — €| <7 + €]

Z%Hkp <nl.<m: ”Axk,,zr—f” <r+e}|

olur. I,-yakinsakligin 6zelliginden

I, — lim i {pSn,rSm: ”AxkplT—E” <r+£}|=1

nm-oonm
ve boylece

I, _n,lrigloo% {p <nr<m: ”Axkplr —E” Zr—l—s}l =0

yazilir. Sonug olarak & € I, — st — LIM" (Axy,1,) elde edilir. Buradan
I, — st — LIM"(Axy,) € I, — st — LIM" (Axkplr)

gosterilmis olur.

Simdi ise ¢ift indisli bir fark dizisinin kaba I,-istatistiksel limit kiimesinin topolojik ve

geometrik 6zelliklerini verelim.
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Teorem 4.6. Bir (Axy;) dizisinin I, — st — LIM" (Ax;,;) kiimesi kapalidir.

Ispat. Eger I, — st — LIM" (Ax,,;) = @ ise kanitlanacak bir sey yoktur. Varsayalim Ki I, —
st — LIM" (Axy;) # @ olsun. Bu durumda Ayy; € I, — st — LIM" (Axy;) ve k,1 — oo iken

Ay = yolsun. Vk > ke, | > L= igin ||Ayy, — vyl < %olacak sekilde ke, l= € N vardir. ky >
2 2 2 2
ke, ly > L= saglayan kg, [, € N alinsin. Dolayisiyla ||AykO o — y|| < gyazﬂlr. Diger taraftan
2 2

Aykolo c 12 — St — LIMT(Axkl) Oldugundan ykolo € 12 — st — LIMr(Axkl) EIde ed|||r

Boylece
1 €
A= {(n,m) € N x N: — {(k<nl<m: ||Axkl _ykolo” > r+§| > 5} €l,

elde edilir. I, uygun ideal oldugundan M = (N x N) \ A bos kiimeden farklidir. (n,m) €

M olsun. Buradan

&

1
— {kSn,lSm: |1 A% — Vg1, | =Tht o

m fl<s

yani
i kSn,lSm: ||Axkl_ykolol|<r+£ 21_6
nm 2
elde edilir.
€
Bnm = {k snlsm: ”Axkl _ykolo” < r+§}
olarak alinsin. Boylece (k, 1) € B, icin,
€ ¢
1A% — Y1l < ||A%k; = Yiegi | + |Vigty =Vl <T+5+5=7+¢

2 2

bulunur. Béylece
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Bom Stk <nl<m: ||Axy —yll <7+ ¢}

ve

|Bum| _ 1
<s—ksnl<m: [[Axy —yll <7+ €}
nm ~ nm

1-6<

yazilir. Dolayisiyla
1
%I{kSn,lSm: Ax; —yvll=2r+e}l<1—-(1-6)=9§
elde edilir. Sonug olarak
1
{(n,m) € N x N: %I{kSn,lSm: |Axy; — vyl =7 + €] ZS}QAEIZ

bulunur. Boylece y € I, — st — LIM" (Axy;) ve buradan I, — st — LIM" (Axy,;) kapal1 bir
kiime oldugu ispatlanmis olur.
Teorem 4.7. (Axy,;) dizisinin I, — st — LIM" (Axy,;) kiimesi konvekstir.
Ispat. yo, y, € I, — st — LIM" (Axy;) ve € > 0, § > 0 alinsin.
Ag(,6):={(k,1) € NXN: [|Ax; — yoll =7 + €}
ve

Ai(g,6):={(k,]) € NXN: [|Axy —y1ll =7 + €}

kiimeleri tanimlansin. § > 0 i¢in
1
{(n,m) € N x N: %l{k <nl<m: (k1) €Ay(e,6) UAi(e,0)} | = 5} €1,

elde edilir. 0 < 1 — 6; < ¢ saglayan &; € (0,1) segilsin.
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1
A(e, 8): = {(n,m) ENXN: —k<nl<m: (kD€ Ag(e,6) UAy(e,8)] = 1 51}
kiimesi tanimlansin. Bu durumda A(g, §) € I, olur. Simdi (n,m) & A(g, §) igin
1
%I{k <nl<m: (k) €Ay d)UA(5,8)} ] <1-6;
ve
1
%I{k <nl<m: (k1) ¢A(e)UA(ed)}|=21-(1-6) =56

elde edilir. Boylece {(k,1) e NX N : (k, 1) & Ay(g,6) U A;(¢,8)} bos kiimeden farklidir.
(ko, ly) € Ag(g, 6) N Af(g, &) ve A € [0,1] alinsin. Bu durumda

| A% 1, — (1= Dyo + || < (@ = D|Axgys, — ol + || Axkyr, — 34|
<A=-Dr+e)+Ar+e)<r+e¢
elde edilir.
B = {(k,1) € Nx N:||Axy; — [(1 = D]y, + Ay; || = 7 + €}

seklinde bir B kiimesi tanimlansin. Buradan Ag(e, §) N A{(g,8) S B€ agiktir. Dolayisiyla
(n,m) & A igin,

1
61 < %I{k <snl<m:(kl)&Ay(e,6)UA(s,8)}

1
<—\Uk<nl<m:(kl) ¢B}|
nm

elde edilir. Bu ise
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1
—HKk<nl<m:(k,)EB}|<1-6,<6
nm
olmasi demektir. Sonug olarak
1
A cfm eNxN: —lfesnl<m: (D €BY <3}
yazilir. A€ € F(I,) oldugundan,
1
{(n,m) ENXN: —I|{ksnl<m: (kD) eBY <5} € F(L,)
ve
1
fnm) eNxN: —lk<nl<m: (D eB) = 5fel,

bulunur. Ispat tamamlanar.

Teorem 4.8. r > 0 olsun. Bu durumda (Axy;) dizisinin &’ ye r — I, istatistiksel yakinsak
olmasi i¢in gerek ve yeter sart I, — st — limAy,; = & ve V(k,1) € N XN i¢in |[4x,; —

Ay ||l < r olacak sekilde bir (4yy,;) dizisinin var olmasidir.

Ispat. (Ayy;), & noktasma I,-istatistiksel yakmsak ve V(k,1) € NXN igin |[4xy —

Ay |l < r kosulunu saglayan bir dizi olsun. Dolayisiyla Ve > 0 ve V§ > 0 igin
1
A(g, 6):= {(n,m) € N x N: %I{k <nl<m: ||Ay, — ¢l =€} = 5} €l
yazilir. (n,m) & A(g, &) olsun. Buradan

1
—Hk<nl<m: ||Ay,, — > <4,
nml{ =n m: ||Ay, — &l = &}
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1
—Hk<nl<m:|A — < >1-6
nml{ =n m: |[Ayg — €|l e}l

bulunur.
Bpm ={k <n,l<m: ||Ayy, — ¢l < €}
olacak sekilde bir B,,,,, kimesi tanimlansin. Buradan (k, l) € B,,, i¢in
|Axw — Sl = 1AXk — Ayjall + 1Ay — Sl <7 + €
bulunur. Dolayisiyla

Bim S{k<nl<m: ||Axy —é|| <r+¢€}

|Bum| 1
= Ss—Wksnl<sm: [[Ax, =&l <r+é}
nm ~ nm

1
:%I{kSn,ISm: lAxy, —¢ll<r+e}l=1-6

ﬁ%l{kﬁn,lSm: |Axy =&l =2r+e}|<1-(1-6)=6
elde edilir. Sonug olarak,
{(n,m) € N x N: %I{k <nl<m: |Axg —El =7 +e)| > 5} C (e, 5)
olur. A(g, &) € I, oldugundan

1
{(n,m) € N x N: %I{kSn,lSm: |Axy; — &l =1 + €} 25}612

~I,—st
elde edilir. Dolayisiyla Axy,; e € oldugu ispatlanir.
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r—I,—st
Tersine Axy; — 5 ¢ olsun. Buradan, Ve > 0 ve V§ > 0 i¢in

1
A(g,6) = {(n,m) € N x N: %I{k <snl<m: ||Axy —é||=r+ &} = 6} €l
yazilir. (n,m) & A(e, §) olsun. Bu durumda

1
—Hk<nl< :|A — = <96,
nml{ =n m: ||Axy — &l =1 + €}

1
—l{k<nl<m: ||Axy; —¢|ll<r+e}=1-6
nm

elde edilir.
Bym ={k <nl<m: ||Axy; —&|| <71+ &}

alinsin. Simdi

¢, eger [[Axy, — ¢l < rise,
Ay = § — Axyy o
Axy +r——m—, diger durumlarda
T axg — € 8

olacak sekilde (4yy;) dizisi tanimlansin. Buradan

1€ — Axpll <7, eger||Axy,, — &l S rise

14yir = Axpall = { T, diger durumlarda

18y =<1l = { 0, eger [|[Axy, — &Il < rise
& ~ Uldxg =&l =, diger durumlarda

yazilabilir. (k, ) € By, alinsm. Bu durumda

0, eger ||4xy; — &|| < rise

A — = o .
Ay =€l {<g’ egerr < ||Ax;; — &l <r+ ¢eise

o1



yazilir. Dolayisiyla

Bnmg{kgn:lgm: ”Aykl_fll <g}

| Brn | gil{k snl<m: ||Ay — ¢l < e}l
nm nm

=
5 Liksnlsm: llyg—€l<ell=1-6
m snl<m: |yy—¢ &5 2

1
:%I{kSn,ZSm: 1Ay —¢ll =z e}l <1-(1-6)=6
bulunur. Sonug olarak
1
{(n,m) € N x N: %I{k <snl<m: ||Ay, — ¢l =€} = 6} c A(g, 6)

olur. A(g, &) € I, oldugundan

1
{(n,m)eNxN: k< nl<ms |y ¢l = 2] z&}efz

I,—st
elde edilir. Dolayisiyla Ay, 2 ¢ oldugu ispatlanir.
Tamim 4.6. Her ¢ > 0 ve § > 0 i¢in eger

dr, (e, D: |Axp — cll < e}) # 0

sagliyorsa ¢ € X elemanina (Axy;) dizisinin I,-istatistiksel yi1gilma noktas1 denir. Burada
1
d,(A)=L— lim —|{tk<nl<m: (k] €A}
n,m-c nM

seklinde ifade edilir.
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(Axy;) dizisinin tim [,-istatistiksel yigilma noktalarini kiimesini I, — S(I(ay,,)) oOlarak

gosterecegiz.

Teorem 4.9. I, € N x N uygun ideal olsun. Bir (Axy;) dizisinin keyfi bir c € I, —
S(Tax,) ve her & € I, — st — LIM" (Axy) i¢in ||§ — c|| < r gegerlidir.

Ispat. Tersini kabul edelim. ||€ — ¢|| > r olacak sekilde c € I, — STax,p) Ve €I, —

st — LIM" (Axy;) olsun. &: = @ seklinde tanimlansin. Dolayisiyla

{(k, D eNXN:||Ax); — él| =7+ e} 2{(k, 1) € NXN:||Axy; — |l < €}
yazilir. ¢ € I, — S(T(ay,) oldugundan

d, {(k, 1) e NXN:||[Axy; — cl| <e}) #0

elde edilir.

{(k,) eENXN:||[Ax); — éll =r+e}2{(k,]) e NXN:||Axy — c|| < &}
kapsama iligkisinden

d, {(k,]) ENXN:||Axy, — Ell =7 +€}) #0

bulunur. Buise & € I, — st — LIM" (Axy,;) olmast ile gelisir. || — ¢|| < r olmalidir.

Teorem 4.10. (Axy;) dizisinin I,-istatistiksel smirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart I, —

st — LIM" (Axy,;) # @ saglayan negatif olmayan r > 0 reel sayisinin olmasidir.

Ispat. (Axy,;) dizisi I,-istatistiksel sinirli olsun. Bu durumda 6 > 0 igin

1
{(n,m) ENXN:—[fk<nl<m: [lAxgl > K} >5}e12
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olacak sekilde bir K > 0 sayis1 vardir.
P ={(k,1) e NxN: [lAxy |l > K}

olsun. Bu durumda

1
I,— lim —|[{k<nl<m: (k1)€EP} =0

nm-oonm

bulunur.
r’ = sup{||Axyl|: (k,1) € P€}

olarak tanimlansin. Buradan I, — st — LIM™ (Axy,;) orijini igerir. Boylece r = ' igin I, —

st — LIM" (Axy,) # @ elde edilir.

Tersine r>0 ic¢in I, —st—LIM"(Axy) # @ olsun. Bu durumda & €1, —st—
LIMT" (Axy,;) alinsin. €: = ||&]| olarak alinsin. Bu durumda, her bir § > 0 igin,

1
{(n,m) € N xN: %I{kSn,l <m: ||Axy; —&|| =1+ &} 26}612
yazilir. K = r + 2||&|| olarak alinirsa
1
{(n,m) ENXN:—[fk<nl<m: [lAxgl > K) >5}e12

elde edilir. Sonug olarak (Axy;) I,-istatistiksel sinirhdir.

Teorem 4.11. I, € N X N uygun ideal olsun. Bir (Axy;) dizisi &’ye I,-istatistiksel

yakinsakliktir ancak ve ancak
12 — St — LIMT(Axkl) = ET'(E)

gecerli olmasidir.
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Ispat. (Axy;) dizisi &ye I,-istatistiksel yakinsaklik oldugundan
12 — St — LIMr(Axkl) = Er(f)

elde edilir. I, — st — LIM" (Axy;) = B-(§) # @ olsun. Bu durumda (Axy;) dizisi I,-
istatistiksel smirlidir. Aksine olarak kabul edelim ki, (Axy,;) dizisi & noktasindan bagka &’

I,-istatistiksel y1g1lma noktasina sahip olsun. Bu durumda

e P G

noktasi i¢in
z || r _ & = ot
1€=¢1 = (rzgq + 1)1 =€ =T+l =gl >

saglanir. &', (Axy;) nin I,-istatistiksel y1g1lma noktas1 oldugundan Teorem 4.9ile &, & I, —
St — LIMr(Axkl) olur. Bu

|E—¢&| =7 vel, — st — LIM" (Axy,) = B, (&)

olmasiyla gelisir. Boylece, &, sonlu boyutlu normlu bir uzayda smirh bir (Axy;) dizisinin

tek yi1gilma noktasidir. Dolayisiyla, (Axy;) dizisi & noktasina I,-istatistiksel yakinsaktir.

I, — st —lim(Axy) =& olmast ||y, —y,|| =2r yi saglayan y;,y, €I, —st—
LIM" (Axy;) nin var oldugunu kolayca gorebiliriz. LIM" (Axy,;) € I, — st — LIM" (Axy,;)
oldugundan, |ly; — y2|| = 2r olacak sekildeki y,,y, € I, — st — LIM" (Axy;) nin varligi,
(Axy,) dizisinin I,-istatistiksel yakinsakligi saglamayacagi kolayca goriilebilir.

Asagidaki sonug¢ bu durumla ilgilidir.

Sonu¢ 4.3. I, € N x N uygun ideal, (X, ||.|]) kesin bir sekilde konveks bir uzay ise, X ‘te

(Axy;) cift dizisidir ve ||y, — y,|l = 2r olacak sekilde y;,y, € I, — st — LIM" (Axy;)

Vit YZ

varsa bu dizi =—== ye kaba I, —istatistiksel yakinsaktir.
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Teorem 4.12. I, N x N uygun ideal, (Axy;) bir fark dizisi olmak tizere

i) Eger ¢ € (I)[(}y, ) i€ bu durumda
I, — st — LIM" (Ax,,;) € B,(c)
gecerlidir.
“) 12 — st — LIMr(Axkl) = nCE(lz)F%A )Er(c) = {E € Rn: (IZ)F%AX](]) c EI‘( E)}
Xkl
gecerlidir.

Ispat. i) Eger c € (IZ)F(ZAxkl) ise bu durumda her ¢ € I, — st — LIM" (4xy,;) icin || — c|| <

r elde edilir. Aksi takdirde &= 0 icin

1
{(n,m)eNxN; — | <nl<m: IIAxkl—E||2r+e|26}elz

bulunur. ¢, (4xy;) dizisinin bir I,-istatistiksel yigilma noktasi oldugundan, bu é € I, —

st — LIM" (Axy;) olmasiyla gelisir.

ii) (i) sikkindan sikki geregince I, — st — LIM"(Axy) € B.(c) oldugu aciktir. Eger
B.(¢) €I, — st — LIM"(Axy;) oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. y €

nCEF2

2 )Er( ¢) elemani alinsin. Buradan c € (IZ)F(ZAXH) icin ||y — c|| < r elde edilir. Bu
Xkl

ise (IZ)F(ZAXRI) C B,( ¢) ifadesine esittir. Boylece

B.(¢) = {E€€ R (I,)Ty, € B, (€)}

2
CE(IZ)F(AXkl)

olur. Simdiy ¢ I, — st — LIM"(Axy,) olsun. Bu durumda
1
{(n,m) € N x N: %I{k snl<m: ||Axy —yll=r+el = 5} ¢l

olacak bigimde bir £ > 0 sayisi vardir. Boylece (4xy;) dizisinin |ly —c|| = r + € yani
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(IZ)F(ZAXRI) €B.(E)vey¢ { £ e R™ (IZ)F(ZAXRI) C B,.( )} sartin1 saglayan bir c istatistiksel
y1gilma noktasi vardir. Dolayisiylay € { £ € R™: (IZ)I‘(ZAXkl) C B,(¥)} ifadesinden € € I, —
st — LIM"(Axy;) elde edilir. Sonug olarak {& € R™: (IZ)F(ZAXkl) C B (%)} €I, —st—

LIM" (Ax,;) olur. Boylece ispat tamamlanmig olur.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

istatistiksel yakinsaklik, kaba ideal yakinsaklik ve kaba I,-istatistiksel yakinsaklik
kavramlar1 ¢alisilmis ve kaba limit noktalar: kiimesinin topolojik ve cebirsel 6zellikleri ele

alinmustir.
Yapilacak yeni ¢aligmalarda, benzer 6zellikler
A™x = (A™x,) = (A™ 1x, — A™ 1xy)

olmak iizere ¢ift indisli fark dizileri icinde verilebilir. Ileride yapilacak ¢alismalarda farkli

yakinsaklik tiirleri kullanilarak yeni sonuglar elde edilebilir.
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