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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

GRADUAL 2-NORMLU UZAYLARDA BAZI YAKINSAKLIK TURLERI

Nagihan USTUNSOY

Bartin Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Tez Damismani: Do¢. Dr. Omer KiSi

Bartin-2024, sayfa: 49

Bu ¢alisma, gradual 2-normlu lineer uzaylar (G2NLU) alaninda gradual istatistiksel
yakinsamanin incelenmesine odaklanmaktadir. Calismamiz, gercel say1 dizilerinin gradual
istatistiksel yakinsamasina iligkin belirli 6zelliklerin G2NLU i¢indeki dizilere genisledigini
ortaya koymaktadir. Ayrica, GZNLU i¢inde gradual istatistiksel Cauchy dizisi kavramini
tanitmakta ve bu tlir uzaylarda bir dizinin gradual istatistiksel Cauchy dizisi olarak
nitelendirilmesi i¢in kriterler belirlemekteyiz. Bu arastirma, G2NLU baglaminda gradual
istatistiksel yakinsamanin derin bir anlayisina katkida bulunmakta ve bu matematiksel

cercevedeki uygulanabilirligini ve 6zgiin 6zelliklerini ortaya koymaktadir.

Bu arastirma, gradual J-yakinsama normlu uzaylar kavramini arastirmakta, gradual 2-norm
kullanarak yeni dizi uzaylarini tanitmakta ve incelemektedir. Ayrica, G2NLU icinde gradual
J-yakinsaklik ve gradual J-Cauchy dizileri kavramlarini ele almakta, bu siniflar arasindaki

iligkiyi irdelemekte ve bu siniflarla ilgili 6nemli bulgular sunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Gradual 2-normlu uzay, istatistiksel yakinsaklik, ideal yakinsaklik



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

SOME TYPES OF CONVERGENCE IN GRADUAL 2-NORMAL SPACES

Nagihan USTUNSOY

Bartin University
Graduate School

Department of Mathematics

Thesis Advisor: Assoc. Dr. Omer KiSi
Bartin-2024, pp: 49

This study focuses on investigating gradual statistical convergence in the context of gradual
2-normed linear spaces (G2NLS). Our research demonstrates that certain properties related
to gradual statistical convergence of real number sequences extend to sequences within
G2NLS. Additionally, we introduce the concept of gradual statistical Cauchy sequences in
G2NLS and establish criteria for characterizing a sequence as a gradual statistical Cauchy
sequence in such spaces. This research contributes to a deeper understanding of gradual
statistical convergence in the G2NLS framework and elucidates its mathematical

applicability and unique characteristics.

The study explores the concept of gradual J-convergence normed spaces, introduces and
examines new sequence spaces using the gradual 2-norm. Furthermore, it addresses the
concepts of gradual (J-convergence and gradual (J-Cauchy sequences within G2NLS,

investigates their interrelationships, and presents significant findings regarding these classes.

Keywords: Gradual 2-normed space, statistical convergence, ideal convergence
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1. GIRIS

Matematigin en 6nemli kavramlarindan biri dizilerin yakinsakligidir. Yakinsaklik kosulunu
saglayan dizilerin yani sira, bu kosulu saglamayan dizilerin incelenmesi de matematiksel
acidan bliyiik 6nem tasimaktadir. Yakinsaklik sartin1 karsilamayan fakat belirli kosullar
altinda yakinsaklik kavramiyla iligkilendirilebilen dizilerin varligi, farkli yakinsaklik

tiirlerinin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.

Yakinsaklik kavramina genis bir perspektif kazandiran 6nemli bir kavram, istatistiksel
yakinsakliktir. Pozitif dogal sayilarin dogal yogunlugu temel alinarak, istatistiksel
yakinsaklik ilk kez 1951 yilinda Fast tarafindan tanimlanmistir (Fast, 1951). Reel ve
kompleks say1 dizileri igin istatistiksel yakinsakligin bir¢cok oOzelligi ¢alisiimistir

(Schoenberg, 1959; Fridy, 1985).

Ideal yakimsaklik kavrami ilk olarak Kostyrko vd. tarafindan literatiire kazandirilmistir
(Kostyrko vd., 2000). Ayrica, ideal yakimnsakligin sadece istatistiksel yakinsakligin bir
uzantist olmadigini, ayn1 zamanda bazi idealler yardimiyla yeni yakinsak dizi uzaylarinin da
elde edilebilecegini gostermislerdir. Son yillarda ideal yakinsakligin bir ¢ok o6zelligi
arastirilmistir (Kumar ve Kumar, 2008; Nabiev vd., 2007; Das ve Ghosal, 2010; Savas ve
Das, 2011; Debnath ve Rakshit, 2018).

1965 yilinda, Zadeh bulanik kiimeler kavraminm klasik kiime teorisinin bir uzantis1 olarak
tanitmistir (Zadeh, 1965). O tarihten giiniimiize, bulanik kiimeler miihendislik ve bilim
alanlarinin ¢esitli dallarinda sayisiz uygulama alanina sahip olmustur. Bulanik kiime teorisi
caligmalar1 ig¢inde “bulanik say1” terimi 6nemli bir yer tutmaktadir. Bulanik sayilar,
geleneksel sayilardan ziyade araliklarin bir uzantisidir ve klasik sayilarin pek ¢ok cebirsel
0zelligine uymamaktadir. Bu nedenle, arastirmacilar arasinda “bulanik say1” terimi hakkinda
siiregelen bir tartisma bulunmaktadir. Bir¢ok arastirmaci, bunun yerine "bulanik araliklar"
terimini kullanmay1 tercih etmistir. Bu kafa karisikligin1 gidermek amaciyla, Fortin vd.
bulanik araliklarin elemanlari olarak gradual reel sayilar kavramini 6nermisglerdir (Fortin vd.
, 2008). Gradual reel sayilar, (0,1] araligim tiim reel sayilar kiimesine R esleyen atama
fonksiyonlartyla tanimlanir. Dolayistyla, her reel sayi, sabit bir atama fonksiyonuna sahip
bir gradual say1 olarak kabul edilebilir. Gradual reel sayilar, klasik reel sayilarin tiim cebirsel

ozelliklerini karsilar ve hesaplama, bulanik optimizasyon ve ¢esitli diger problem
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alanlarinda etkili bir sekilde kullanilmaktadir.

Sadeqi ve Azari, 2011 yilinda gradual normlu lineer uzay kavramini ilk kez tanitmislardir
(Sadeqi ve Azari, 2011). Bu uzayin c¢esitli 6zelliklerini hem topolojik hem de cebirsel
acilardan incelemislerdir. Cok yakin bir zamanda, Ettefagh vd., bu konuda ilgin¢ sonuglar
ortaya koymuslardir (Ettefagh vd., 2000). Gradual reel sayilar lizerine kapsamli bir ¢alisma
icin (Aiche ve Dubois, 2012; Dubois ve Prade, 2007; Ettefagh vd, 2020; Lietard ve
Rocacher, 2009; Stock, 2010; Choudhury ve Debnath, 2021; Choudhury ve Debnath, 20223;
2022b; Kisi ve Choudhury, 2023) kaynaklarina bagvurulabilir.

Bu tez ¢alismasinda gradual 2 normlu lineer uzaylarda (G2NLU) istatistiksel yakinsaklik ve
istatistiksel ~ Cauchy dizisi kavramlar1  tanimlanacak ve aralarindaki iliski
detaylandirilacaktir. Ayni zamanda, A-istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli [V,A]-
toplanabilirlik kavramlar1 sunulacak ve bu kavramlar arasindaki kapsama iligkileri
teoremlerle agiklanarak ispatlanacaktir. Buna ek olarak, G2NLU’da ideal yakinsaklik

kavrami verilecek ve bu kavramin topolojik ve cebirsel 6zelliklerine deginilecektir.



2. TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Tanmim 2.1. § olarak gosterilen gradual reel say1 kavrami, H; : (0,1] — R fonksiyonu ile
tanimlanir. Tim gradual reel sayilar kiimesi P (R) ile gosterilir. Herhangi y € (0,1] ig¢in
H:(y) = 0 kosulunu saglayan negatif olmayan gradual reel sayilar kiimesi P*(R) ile
gosterilir (Fortin, Dubois ve Fargier, 2008).

Buradan da anlagilacag: iizere reel sayilar tek bir sabit degere sahip iken, gradual sayilar
(0,1] araliginda her y degeri i¢in bir reel sayiya karsilik gelmektedir. Bu nedenle degisken
bir degere sahiptir. Reel sayilar sabit veya belirli biiyiikleri ifade ederken, gradual sayilar
degisken biiytikliikleri veya siirecleri modellemek i¢in kullanilir.

Omegin; H:(y) = 2y + 1 seklinde bir fonksiyon diisiiniildiigiinde, bu fonksiyon y € (0, 1]
degerleri i¢in farkli reel sayilara karsilik gelmektedir ve gorsel olarak bir egri grafigine
sahiptir. Hz(0.1) =2.(0.1)+1=1.2, H:(0.5)=2.(05)+1=2, H;(1) =2.(1)+
1=3.

Tammm 2.2. Gergel sayilar1 kiimesi lizerinde tanimli herhangi bir * islemi tanimlansin.
Uy, u; € P(R) igin Hy; ve Hy; fonksiyonlar: tammlansin. iy = i; € P(R) gradual islem,
V¢ € (0,1] igin

Hiz iz (6) = Hyg (6) * Hi; (¢)
ile belirlenir.

Bu durumda, u; + u; gradual toplama ve pii (p € R) gradual skaler ¢arpma islemleri

sirastyla

Hiz 13 (6) = Hiz (¢) + Hi; (6)

ve

Hpu (§) = pHy (), Vs € (0,1]

seklinde tanimlanir (Fortin vd, 2008).



Tanim 2.3 Y reel bir vektor uzay1 olsun. Eger Vt € (0,1] ve ¢, ¥ € Y i¢in

(D). Fipng (©) =Hg (6) & ¢ =0;
(II) Her w € ]Ri(;il’l }[Ilw(l)llga (g‘) = |(D|}[||¢”:P (g‘),
(ii)). gl () < Hygiip () + Hipp (6

kosullart saglayan ||.||p : Y = P*(R) fonksiyonuna Y iizerinde bir gradual norm ve

(Y, || llp) uzaymna gradual normlu lineer uzay: (GNLU) denir (Sadeqi ve Azari, 2011).

Ornek 2.1 Y = R* olsun ve ¢ = (¢4, P5, ..., P,) € R%, ¢ € (1,0] igin, ||. ||» normu

Hiplp () = egz|¢j| (2.1)
j=1

)

seklinde tanimlansin. Bu durumda (2.1), .(i), .(ii) ve .(iii) 6zelliklerini sagladigindan Y
tizerinde bir gradual norm ve (R, ||. ||p) ise bir GNLU belirtir (Sadeqi ve Azari, 2011).

Ornek 2.2. C[0,1], [0,1] iizerinde tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1 olsun.

1
max (IW($)}, <51

0=¢p<1

Hinp () =4 [ 1
[ In(prdp, 0<s<3
0

bigiminde tanimlanan ||. ||p: C[0,1] = P*(R) fonksiyonu €[0,1]'de gradual norm olusturur
ve (C[0,1], . 1l») ise GNLU belirtir (Sadeqi ve Azari, 2011).

Bununla birlikte V¢ € (0,1] ve Yh € C[0,1] i¢in ||h||p(¢) = |h(g)| ile belirlenen norm
klasik anlamda bir norm belirtmemesine ragmen gradual norm belirtmektedir (Kisi ve

Choudhury, 2022)

Tamim 2.4. (Y, |l.,.|l»), bir GNLU ve ¢, € Y olsun. Bu durumda, ¢ € (0, 1] igin, ¢ > 0

yarigapli, ¢, n gradual komsulugu



Po + N(,6) = {p € Y: Hyp—po1, (&) <o}
seklinde tanimlanir (Sadeqi ve Azari, 2011).
Tamm 2.5. (Y, ||. [|) GNLU’ da, (¢,) bir dizidir. Eger her ¢ € (0,1] ve ¢ > 0 i¢in
Hipy-tollz () <0 YV 2,

saglayacak sekilde vy (= vy(0,¢)) var ise ( ¢,) dizisi, ¢, € Y’a gradual yakinsaktir denir

Il-ll

ve ¢, — ¢, ile gosterilir (Sadeqi ve Azari, 2011).
Tanmm 2.6. (¢,), GNLU (Y, ||. ||»)’da dizi olsun. Eger V¢ € (1,0] igin

j‘[”(pv (C) <B, WEN

[l»

saglayacak sekilde B = B(¢) > 0 var ise (¢,) dizisi, gradual sinirlidir denir (Ettefagh vd.,
2020).

Tamm 2.7. (¢,), GNLU (Y, ||. || ) da dizi olsun. Eger V¢ € (0,1] ve o > 0 i¢in
e
Hipgp, ©) <o, Vij=N

saglayacak sekilde N = N,(¢) > 0 mevcut ise (¢,) dizisine gradual Cauchy dizisi denir
(Sadeqi ve Azari, 2011).

Tanim 2.8. (¢,), GNLU (Y, ||. ||)’da dizi olsun. Eger Vo > 0,¢ € (0, 1] i¢in

{vEN:Hyp,—gol» (§) 20} EJ

... J=ILI
saglanirsa (¢,) dizisi, ¢,'a gradual J-yakinsaktir denir ve ¢, - ¢, olarak gosterilir

(Choudhury ve Debnath, 2021).



Tamm 2.9. (¢,), GNLU (Y, ||. || »)’da bir dizi olsun. Eger Vo > 0,¢ € (0, 1] i¢in, (¢,,) alt

dizisi ¢,'a gradual yakinsak olacak sekilde T = {i; < i, < -+ < i, < ---} kiimesi varsa

N J*=I.
(¢,) dizisi, ¢,'a gradual J*-yakinsaktir denir. ¢, ﬂ ¢, olarak gosterilir (Choudhury

ve Debnath, 2021).

Ornek 2.3. Omek 2.1°de tanimlanan gradual normu ile birlikte (R%, ||. ||») GNLU alinsin.

(e
c=1

isei # ji¢in Q; N Q; = 0 saglayan dogal sayilar kiimesinin bir ayrisimi olsun. Q,'lerin sonlu
sayida elemanlarinin arakesitinden olugan N'nin tiim altkiimelerinin (J ailesi, N’de bir ideal

olusturur. (¢,) dizisi eger v € Q. i¢in

(#,) = (o,o, 0, 1)

c

seklinde tanimlanirsa bu durumda (¢,,) dizisi, 0 = (0,0, ...,0) € R%’a gradual J-yakinsaktir
(Choudhury ve Debnath, 2021).

Ornek 2.4. Ornek 2.1°de tanimlanan gradual normu ile birlikte (R%, ||. |l») GNLU alinsin.
(¢,) € R* dizisi

b, = {0 =(0,0,..,a) v=sliseseN
v 0 diger durumlarda

ile tanimlansin. Bu durumda, herhangi bir ¢ > 0 ve ¢ € (0, 1] i¢in
{veN:Hy o, () =0} c{15,253% 1€,

Ja—=IlM
saglanir. Dolayisiyla, ¢, <220 € R* olur (Choudhury ve Debnath, 2021).



Tanmm 2.10. (¢,), GNLU (Y, ||. ||»)’da bir dizi olsun. Eger herhangi bira > 0 ve ¢ € (0, 1]

i¢in
C50) ={veEN:Hyg, g1, () Z0}ET

saglayacak sekilde N(= N, (¢)) dogal sayis1 var ise (¢p,,) dizi gradual J-Cauchy dizisi denir
(Choudhury ve Debnath, 2021).



3. GRADUAL 2-NORMLU LINEER UZAYLARDA iSTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Bu boliimde gradual 2-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy
dizisi kavramlar1 tanimlanacak, bu iki kavram arasindaki iliski verilecektir. Ayn1 zamanda
A-istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli [V,A]-toplanabilirlik kavramlar1 verilecek, bu

kavramlar arasindaki kapsama iliskileri teoremlerle ifade ve ispat edilecektir.

Tamim 3.1. Y, boyutu d olan reel bir vektor uzayi olsun. Bu durumda her ¢ € (0, 1], VO #
wETYveVp,x,t €Y icin

(1) Hyp .l (6) = Hg (6) © ¢y, @, lineer bagimsizdur,
(i) Hywpwipy (©) = lo|[Hjgw), (6), Vo € R,
(iil) Hygxrtllp (6) = Higxllp () + Hjjg,e1 (6)

ozellikleri saglanirsa ||.,. || fonksiyonuna Y iizerinde gradual 2-norm denir. Bu durumda,

(Y, |-, lp) uzayna gradual 2-normlu lineer uzay1 ya da kisaca G2NLU olarak adlandirilir.

Tamim 3.2. (¢,,), (Y, |l.,. ||») uzayinda bir dizi olsun. Her ¢ € (0,1], V0 #w € Y ve Vo >
0 icin Hjp —gowip (S) < 0,¥Yv = H kosulunu saglayan 3H(= H,(¢)) € N mevcut ise

m) dizisi ¢y € e gradual yakinsaktir denir ve —lim ¢, = ¢ olarak gosterilir.
(¢py) dizisi > ye gradual yakinsaktir deni PN —1i larak gosterili

Tamm 3.3. (¢,) € (U, |l.,. ||») bir dizi olsun. Her ¢ € (0,1], VO = w € Y ve Vo > 0 igin,
{veN: Hygpmi, () 20}
kiimesinin dogal yogunlugunu sifir ise, (¢,,) dizisi ¢, € Y’ ye gradual istatistiksel

yakinsaktir denir ve st2V(¢) — lim ¢, = ¢, ile gosterilir. Bu tanima esdeger olarak, her ¢ €

(0,1], YO # w € Y ve Vo > 0 igin

1
lim =~ |{v : Hjp,—gomi, () 20} =0

y—o00 Y



saglantyorsa G2NLU’da (¢,,,) dizisi ¢, € Y’ ye gradual istatistiksel yakinsaktir denir.

Not 3.1. Eger (¢,), Y’deki herhangi bir dizi ve ¢4, Y’ nin herhangi bir elemani ise, bu

durumda

{veN: Hg,—gowis (6) 20, ¥V €Y}

kiimesi bos kiimedir. Ciinkii w = 0 (0 vektorii) iken, 3¢, —¢,wi, (§) = 0 K olur.

Eger G2NLU’da bir dizi yakinsak ise ayn1 zaman da sonlu kiimenin dogal yogunlugu sifira
esit olacag i¢in istatistiksel yakinsaktir. Bu iddianin tersinin genel olarak dogru olmadigini
asagidaki ornekler gostermektedir.

Ornek 3.1. Y = R? olmak iizere

o, Bl = la1 Bz — azpul, a = (ay,az),B = (B1,52)

formiilityle tanimlanan G2NLU uzay belirtsin. (¢,,) € (U, |I.,. ||») dizisi,

(1,v), eger v=s%s€EN

= v—1
oy (1‘ ” ), diger durumlarda,

seklinde tanimlansin.

¢o = (1,1) ve w = (wy,w,) olsun. Eger v; = 0 ise, bu durumda her ¢ € (0,1], VO # w €
Y veVo > 0igin

V={veN:Hy _gowiy ) =0}=0

kiimesinin dogal yogunlugu sifir olur (§(V) = 0). Dolayisiyla w; # 0 olarak alinsin. Her

o>0vew €Y igin,



w
{veN :visz,ssﬁ}
o

sonlu bir kiimedir, bu ylizden, Y’deki her v igin

’ o
{(veEN : My —powip () =0} ={vEN :v=s%s> il + 1 ¢ U {sonlu kiime}
1

olur. Buradan o > 0, € (0,1] ve w € Y igin

1, 1 , o 1
;|{V'Hll¢v—¢ow|la> (g)20}|=; VEN :v=s%s52> W+1 U;O(l)

yazilir. Boylece
§(vEN : Hyp,-pomls (§) 2 0) =0,

olup, st*"(¢) —lim ¢, = ¢, elde edilir. Ancak, (¢,) dizisi, (U, |l.,.[]) G2NLU daki ¢,
gradual yakinsak degildir.

Ornek 3.2. (¢,) € (U, II.,. |l») dizisi,

(0,v), eger v=s%s€EN

Py = {(0,0), diger durumlarda,

seklinde tanimlansin ve ¢, = (0,0) ve w = (wy,w,) olsun. Herg € (0,1], VO # w € Y ve

Vo > 0 igin
{v:Hyp,—powll» (&) =0} ={1,4916,..,v2 ..}

yazilir. Ayni1 zamanda

10



§(vEN : Hyg,_pomls () =0) =0

elde edilir. Boylece st?N(g) — lim¢, = ¢, sonucunu verir. Ancak, (¢,) dizisi G2NLU
(Y, |-, -1I)’de ¢¢’a gradual yakinsak degildir.

Gradual istatistiksel yakinsak bir dizinin sinirli olmak zorunda olmadigi Ornek 3.1 ve Ornek

3.2°de goriilmektedir.

Gradual istatistiksel yakinsak bir dizinin limitinin tekligi asagidaki teoremle

gosterilmektedir.

Teorem 3.1. (¢b,), G2NLU bir dizi ve ¢, p; € Y olsun. st2N (¢) — limep, = ¢y, st2V () —
limg, = ¢, ise, bu durumda ¢; = ¢,.

Ispat. ¢, # ¢, olsun. Bu durumda ¢, — ¢, # 0 elde edilir. Bu ise G2NLU’da ¢; — ¢,
ve w vektorleri lineer bagimsiz olmasi demektir (w vektorii, d = 2 oldugundan dolay1

mevcuttur). Sonug olarak, o > 0 igin

Higr-powly (§) =20
yazilir. Simdi
20 = Hji@go-pn)+@v-dwly () = Hig,—powiir (6) + Hiig,-¢,wiip (S)
olup,
(Vi Hig,-puwiy (&) <} S {V:Hjg,—pomi, (6) = 0}

elde edilir. Ancak, st?N(g) — lim¢, = ¢, kabuliinden

§({veN : Hyg,—g,mi, (5) =0}) =0
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olur, bu ise ¢eliskidir. Boylece kabuliimiiz yanlistir ve ¢, = ¢, olmak zorundadir.

Teorem 3.2. (Y, ||, . ||) G2NLU’da, (¢,) ve (¢, ) iki farkli dizi olsun. Eger h. h. v i¢in ¢, =
¢, saglayan gradual yakinsak bir (¢,) dizi ise, bu durumda (¢,) gradual istatistiksel
yakinsaktir.

Ispat. s (vEN : ¢, # @, }) = 0ve P?N —lim ¢, = a, olsun. Her ¢ € (0,1], 0 > 0 ve
0#w €T igin

{v: Hip-aomwlly () =0} S {V:Hjg,—aowir (§) 20} U{vEN: ¢, # ¢}

yazilir. Bu yiizden

8 ({v: Hjgy—aomiip (6) = 0})

<8 ({viHjpy-aowllr () =0})+8{veEN:, #¢,} 1)
elde edilir. Her v € Y i¢in G — lim ¢, = a oldugundan
{v: Hig,-aomity (6) 2 0}

kiimesi sonlu sayida tam say1 igerir. Dolayistyla,

8 ({v: Hipy-aowity () = 0}) =0
bulunur. (3.1) esitsizligi kullanilarak, her ¢ € (0,1],6 > 0ve 0 # w € Y i¢in

8 ({v: Hiigy-aomii» () 2 1}) =0.
Sonug olarak, st2V(¢) — lim¢, = a,.
Simdi, (Y, ||.,.]]) G2NLU’dbir dizinin istatistiksel limit isleminin toplama ve skalerle
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carpma islemlerine gore lineer oldugu gosterilsin.
Teorem 3.3. (¢,) ve (¢,), sirasiyla (Y, ||.,.||) G2NLU’daki diziler, ay,2; € Y ve n € R
olsun. Eger st?N(¢) —lim¢, = a, ve st?N(¢) —lim ¢, = a; ise bu durumda her ¢ €

(0,1],6 >0ve 0 #w € Y igin

(i) stV (¢) — lim ¢, + @, = ag + ay,

(ii) st?N(¢) — limne, = na,
saglanir.

Ispat. (i) Her 0 # w € Y i¢in st?N(¢) — limg, = a, ve st?V(¢) — lim ¢, = a, olsun. Bu
durumda, her g € (0,1],0 > 0ve 0 # w € Y igin

g
2y = 2:(6) = {v: Higy-agmis () 2 5}

ve

o
Z, = 2,(9) = [v: Hig-amiiy ) 2 7
kiimeleri tanimlansin. §(Z;) = 0 ve §(Z,) = 0 oldugu agiktir.

Z(6) = {v: Hyig + 0~ (@o+anwl» (&) = 7}

seklinde tanimlanan kiime igin 6(Z) = 0 oldugunu goéstermek igin, Z’nun, Z; U Z,

kiimesinin bir alt kiimesi oldugunu gostermek yeterlidir. g, € Z alinsin. Bu durumda
}[||¢qo+‘9qo‘(°‘0+0(1),w||? (D=0 (3.2

elde edilir.

Simdi, tersini kabul edelim, yani q, € Z; U Z, olsun. Bu durumda q, & Z; ve qo € Z,
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yazilir. qo &€ Z; Ve q¢ &€ Z, oldugunda

o
Hpgo-aowl, () <7

ve

o
.7-[||(pq0_a1,w||? (6) < >

yazilir. Boylece

o

220'.

g
‘7{||¢qo+<0qo—(“o+a1),w||? () < H||¢q0—ao,w||? (c) + }[||<Pq0—a1,wl|j, (9 < 5 +

bulunur. Bu ise (3.2) ile gelisir. Dolayisiyla, qo € Z; U Z,, Z € Z; U Z, olur. st?N(g) —
lim ¢, + ¢, = ay + a4 elde edilir.

(ii) stV (¢) — lim¢, = a, ve 0 # n € R olsun. Bu durumda

® Q”ﬂll%—ao.wnp () = %}) _ 0

yazilabilir. Bu durumda

o
{v: Hiing,-naowiy () 2 0} = {v: Hujpy—aqmwiy () 2 0} = {V*}fum—ao.wu? ©)= m}

elde edilir.

Sag taraftaki kiimenin dogal yogunlugu sifir oldugundan § ({v: Ing,—nagwls (S) = o}) =

0 bulunur. Béylece st?Y (¢) — lim n¢g, = na,.

Simdi ise (U,|l.,.|) G2NLU igerisinde gradual istatistiksel Cauchy dizisi tanimi

verilecektir.

Tamm 3.4. (Y, ||.,.|) G2NLU’da, her¢ € (0,1],0 > 0ve 0 # w € Y igin
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5 (ven o lov-bniouwll, (9= o}) =0

kosulunu saglayan N = N (o, v) sayisi varsa (¢,,) dizisine gradual istatistiksel Cauchy dizisi
denir, yanihero > 0,0 # w € Y ve h.h.v igin

:]-[||¢V_¢N(O',U)'W”:p (g) <o,

kosulu saglandiginda Y'de gradual istatistiksel Cauchy dizisi olarak adlandirilir.

Teorem 3.4. Sonlu boyutlu (U, ||.,.]|l) G2NLU’da gradual istatistiksel Cauchy (¢,) dizi

alinsi. O zaman, h. h. v i¢in ¢, = ¢, olacak sekilde gradual yakinsak (¢, ) dizisi vardir.

Ispat. 1k olarak, sonlu boyutlu (Y, ||, . ||») uzaymnda gradual istatistiksel Cauchy (¢,) dizisi
almsin. Simdi h. h. v igin ¢, dizisini igeren kapali B} = Bt(qbu(l), 1) yuvarini olusturacak

sekilde U; € N secilsin. Benzer sekilde h. h. v i¢in ¢, dizisini igeren kapali B, =

B, (¢U(2),%) yuvarmni olusturacak sekilde U, € N secilsin. Aciktir ki B = BtNB, kapali

yuvari da h. h. v igin ¢, dizisini igerir. Bu siirece devam edildiginde, diam(B{)>1 < ziu

saglayan i¢ ige gegmis kapali yuvarlarin {B}'} dizisi elde edilir.

Bu nedenle
Ny=1 B¢ = {F}

olur.

Her B¥, h. h. v igin ¢, i¢erdiginden, v > T,, iken
! {veN € B¢} < !
Iy v D Py t U

kosulunu saglayan dogal sayilarin artan bir {T},},,~, dizisi segilebilir.
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Tiim u > 1 degerleri i¢in
W,={veN:v>T, ¢, &€ B}

ve W =uU;_; W, olsun. Simdi, {¢, }, s dizisi

_{F, eger v € W ise,
v = ¢,, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. PN — lim,_, ¢, = F olarak alinsin. Her ¢ > 0 igin, o > % >0

kosulunu saglayan bir u € N segilsin. Bu durumda, tim v > T, i¢in, ¢, = F, veya ¢, =

¢, € B¢ olur ve her iki durumda da

Hyp,-rlp (6) < diam(B) < o=

elde edilir. Bununla birlikte
fveNigp, # ¢} < {veEN: ¢, & B}'}

oldugundan

1 1 1
;l{VEN”pvi d)v}lS;l{V € N: ¢V$Bg}|<a

yazilir.

Bu yiizden, § ({v €N : ¢, # ¢,}) = 0 bulunur. Dolayisiyla, (Y, |l.,.|l»)’de h. h. v i¢in
@, = ¢, saglanir. {t;,t5, ..., t5 }, (Y, |l.,.|lp) igin bir baz olsun. Her 1 < i < d igin

limyco Hjp,-ril (6) =0
ve

Hipy-reilp (€ < Hijp,—rwlip (S)
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oldugundan her w € Y i¢in lim, o, Hjp,—pwii, () = 0. Bdylece ispat tamamlanr.

Tanim 3.2 ve Tanim 3.4'n denkligini saglamak amaciyla, Teorem 3.2 ve Teorem 3.4'lin
uygulanmasinin yararli olacagina inaniyoruz. Bu teoremler, her iki tanimin ayni1 kavramsal
gergeve iginde oldugunu gostermekte ve aralarindaki iligskiyi netlestirmektedir. Boylece, bu
teoremler kullanilarak tanimlarin tutarlilign ve birbirleriyle uyumu bilimsel olarak

ispatlanabilir.

Teorem 3.5. (¢,), (Y, |l.,.|lp) uzayinda bir dizi olsun. (¢,,) dizisinin gradual istatistiksel
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (¢b,,) dizisinin gradual istatistiksel Cauchy dizisi

olmasidir.

Ispat. Her g € (0,1],0 > 0ve 0 = w € Y icin stV (g) — lim ¢, = ¢, olsun. Bu durumda

h. h. v igin Hjp —powls (5) <§ saglanir. Eger 7—[”¢N(Ulv)_¢0,w”? () < Ea olacak sekilde

N := N (o,v) segilirse, bu durumda h. h. v i¢in

o o
Higy-tn omwl, &) =Higy-gowls (&) +Hgp-py uywl, () <7 +75 <0

elde edilir. Boylece (¢,,) dizisi gradual istatistiksel Cauchy dizisi olur. Tersine, (¢,) dizisi

gradual istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Teorem 3.4’e gore, h. h. v i¢in ¢, # ¢, olacak

sekilde yakinsak dizi ¢, mevcuttur. Teorem 3.2'ye gore, herg € (1,0, >0ve0 #w €Y

icin st2V(¢) — lim ¢, = ¢, elde edilir.

Teorem 3.6. Eger st?V () — lim ¢, = ¢, ise, bu durumda (¢,) dizisinin (¢,,) alt dizisi

igin st?V(¢) — lim ¢, = ¢, saglanr.

Simdi ise G2NLU’da gradual A-istatistiksel yakinsaklik ve (V, A)-toplanabilirlilik kavramlari
verilecektir. Ayni zamanda gradual 2 normlu uzaylarda tiim gradual A-istatistiksel yakinsak
diziler uzay1 olan S /%N ile [V, A]p-toplanabilirlilik arasindaki iliski teoremlerle ifade edilip

ispatlanacaktir. Son olarak, gradual A-istatistiksel Cauchy dizileri kavrami verilecektir.
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Tanmm 3.5. (¢,), (U, |I.,. ||») uzayinda bir dizi olsun. Her ¢ € (0,1], V0 = w € Y ve Vo >
0 i¢in

1
lim — { v € L Hyp,-pomity () = 0} =0
u

kosulu saglanirsa (¢,) dizisi ¢, € Y’e gradual A-istatistiksel yakinsaktir denir ve st3" —
lim ¢, = ¢, ile gosterilir.

Ornek 3.4.Y = R” ve ||.,. ||» gradual 2 norm olsun. (1,) dizisi

1, u=1
A= 1 uz=2

2)

seklinde tanimlansin. Ayni zamanda R” de, (¢,,) dizisi

b, = {(0,0, %), egerv=m?meN
v 1(0,0,...,0,0), diger durumlarda

olarak alinsin. Bu durumda (¢,) dizisi 0’a gradual A-istatistiksel yakinsaktir. Burada O,
(0,0, ...,0,0) seklinde ¥-demetini gostermektedir. Bu durumda

1
lim ——[{ v € L: Hyjg,-omi» () 2 0 }]
u

= 21im —[{v €[5+ Lu]: i, -0, 9 2 o

m - m 1V
<2lim —[{v < u:Hjg o, () = o} < 2lim —==0,

elde edilir, burada [u], < u saglayan en biiyiik tamsay1y1 gosterir. Dolayisiyla, SZV(G) —
lim ¢, = 0 elde edilir.

Ornek 3.5. Y = R ve ¢, € Rolsun. ||.,. ||» gradual 2-normu

Higowi, = €ldol.
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seklinde tanimlansmn. Ornek 3.4'te tanimlanan (1,,) dizisi ele alinsin. Boylece, Y uzayinda,

(¢,) = (v?) olarak almirsa (¢,) dizisi gradual A-istatistiksel yakinsaklig1 saglamaz.

Ispat. ¢ € R icin, ¢y < 0 veya ¢, > 0 olmak iizere iki durum séz konusudur. Her iki

durumda da, (¢,) dizisi ¢po’e gradual A-istatistiksel yakinsak degildir.

. 1
Durum-I: ¢, < 0ise o = Eeg olsun. Bu durumda

1
lim — |{v € L: Hjg,-powlls )} = 0|

u—oo u
o 1 u -
= 2lim Zl{v € [7+ 1u| g, ©) = of
2 u

lim — (— — 1), u cift ise

=] uoe w2 =1%0
. 2 /u+1 .
lim — ( — 1), u tek ise
u-»o U 2

elde edilir.

Durum-II: Eger ¢ > 0ise ¢p,,—1 < ¢o < ¢, saglayan v, € N vardir.

Alt Durum-I: Eger 0 < ¢po < 1 ise

S

0 = %min{qbo, 1— o}

secilebilir. Bu durumda

1
lim —|{v € Iy Hjjp,—powlip (q)} >0 | =1+#0

u—>0o Au

kolayca kanitlanabilir.

Alt Durum-II: Eger ¢po = 1 ise
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e$
o= ?min{qbo - ¢v0—11 ¢v0 - ({bo}

segilebilir. Bu durumda

. 1
lim —|{v € Iu:}[||¢v—¢o,w||]> (g)} =0 | =1+0

u—>0o Au

kolayca kanitlanabilir.
Bu durumlar dikkate alindiginda, (¢,) dizisinin gradual A-istatistiksel yakinsak olmadigi

sonucuna varilabilir.

1

Lemma 3.1. Eger lim i—q limiti mevcut ise sabit bir g > 2 dogal sayisi igin ve

u—oo u
1
Bz{uEN:quN}

kiimesi i¢in §;(B) = 0 saglanr.

1

Ispat. B, = {v € B: v € I,} ve lim j—q = y olsun. Bu durumda

u—o u

|B,| = [u%] _ [(u A+ 1_(2—_”)%

seklinde gostermek kolaydir.

Durum-I: u, ¢ift oldugunda

Q|

1 1 l

1 1001 qa—1 [u] ud [“q]
q—1s[q]s 7= <L o S -

u wp=d P W =



elde edilir. Ayrica,

1 1
(u—2)1—-1< [(u - Au)a] <(u- 1,

1

(= A)T-1_ (2

1=
u /1u
1 1
B (g e
Ay u
saglanir.
LAy ,
Eger - < 1ise
1 1 1
ud o Au 1 [(u - Au)q] ud o Ay
- R - -
Ay (u) Ay ™ Ay A (u)
1 1
[(u_ Au)q] p) [(u_ Au)q]
bulunur. Dolayisiyla, lim = y elde edilir. Eger T” = 1ise lim =y her
u—->00 u—>0o u
1 1
ud (u— Au)Q]
zaman saglanir. Dolayisiyla, lim ~— — lim a =y —y = 0 saglanir.
u—>00 u u—>00 u

Durum-II: Eger u tek ise 0 zaman benzer teknik kullanarak lim Bul — 0 elde edilir. Boylece

iki durumdan da &, (B) = 0 olarak elde edilir.

Uu— u

Teorem 3.6. (¢,) dizisi Y uzayimda stZ" — lim ¢, = ¢, saglasin. Bu durumda ¢, tektir.

lim z, = ¢, saglansin. Bu durumda, Vq € R i¢in

(i) stzV —lim(¢, + z,) = Ppo + P31,
(i) SN(P) — limq ¢, = q,

saglanir.
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Teorem 3.8. (¢,), (U, |l.,. |l») uzayinda bir dizi olsun. Bu durumda, st — lim ¢, = ¢,

saglanmas i¢in gerek ve yeter kosul 8, (T) = 1 ve P?N —lim ¢, = ¢, olacak sekilde
T={t;<t,<-<t,<-}CN

olmasidir.

Ispat. Ik olarak, 8,(M) =1 ve P?N —lim ¢, = ¢, olacak sekilde
T={t;<t,<--<t,<--}cN

kiimesi var oldugunu kabul edilsin. Bu durumda, her ¢ € (1,0], VO #= w € Y ve Vo > 0 igin,
Vv = Niken 7-[||¢t —pow|| (¢) = o olacak sekilde N(= No(g)) € N mevcuttur.
v Wllp

B(s,0) ={vEN:Hjg,—powi, () = 0 }
kiimesi tanimlansin. B(g,0) © N\ {tyyq, tyya, -} iliskisi gegerlidir. 8,(B(5,0)) =0

sonucuna varilir. Béylece stz" — lim ¢, = ¢, elde edilir.

Tersine st —lim ¢, = ¢, saglansin. Bu durumda, her ¢ € (0,1] ve u € N igin

1
li= {V €N : Hjg,-gowllp (5) < 7}
alindiginda, 6, (T;) = 1 olur. T;’lerin kurulumundan
Tl :)TZ D--.DTi DTi+1 D) e (33)

iliskisi gecerlidir. Keyfi p; € T; alinsin. Her u = p, icin

1 1
A_ul{VEIu: vET2}|>E

saglayan p, € T, vardir. Benzer sekilde, her u > p; i¢in
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1

2
Hvel:veTs}| >=
Ay

3

saglayan p; € Ty vardir. Bu sekilde devam edilirse p; € T; elde edilir ve her u > p; i¢in

1 1
—H{velgveT}>1—- (3.4
Au i

saglayacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir (p;) dizisi olusturulabilir.
T'yi su sekilde olusturalim: [1, p;] araligindaki tim dogal sayilar T'ye aittir ve [p;, pj1+1]
araligindaki bazi dogal sayilarin T'ye ait olmasi icin gerek ve yeter kosul T;'ye olmasidir

(i eN).

(3.3) ve (3.4)’ den, her p; < u < p;;1 igin,

{verl:veT} > {verlL:veT} 21_1
Ay Ay [

elde edilir.
Sonug olarak, §;(T) =1 olur. ¢ > 0 olsun. Arsimet 6zelligine gore, %< o saglayacak

sekilde i € N segilebilir. Ayrica, v = p; olacak sekilde v € T alinsin. Boylece, p,, < v <

Pma+1 Olacak sekilde m > i vardir. Ama, T'nin tanimina gore v € Ty, olur. Dolayisiyla

1 1
Higy-gowly () <—<~<0
elde edilir. Sonug olarak, PN — lim ¢r, = ¢ saglanir ve ispat tamamlanmis olur.

Not 3.2. Gradual A-istatistiksel yakinsak bir dizinin her alt dizisi de gradual A-istatistiksel

yakinsakliktir.

Ornek 3.6. Y=R olsun ve |.,.|l» gradual 2-normu Ornek 3.5’te oldugu gibi

tanmimlansin. (A,) dizisi
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bigiminde tanimlansin. Ayni1 zaman da (¢, dizisi

v, v=g%q€N
0, diger durumlarda

b =|

olsun.

Lemma 3.1°de q = 2 olarak alinirsa, herhangi o > 0 i¢in

1
lim ——[{v € L: Hjp,-gomi» () = 0 }| = 8x(R),
u

u—0o

elde edilir. Burada R = {s € N: s € N} seklinde tanimlansin. Dolayisiyla stZV —
lim ¢, = 0 bulunur. Ayrica, Ornek 3.5'te incelenen dizi, tanimlanan dizinin bir alt dizisi

olmasina ragmen, gradual A-istatistiksel yakinsak degildir.

Tanm 3.6. (¢,) € (U, |I.,.|l») olsun. Bu durumda [V, A]?N(P) uzayi her ¢ € (0, 1] ve bazi
$o €Y i¢in

1
VARN@) = (0): lim = > Hig, -y (6) = 0

vely,
seklinde tammlanir ve [V,A]2N(P) — lim ¢, = ¢, ile gosterilir.
Teorem 3.9. (¢,) € (U, |l.,.|l») olsun. Bu durumda

(i) [V, A]?N(P) —lim ¢, = ¢ ise sti¥ —lim ¢, = ¢, saglanir ancak tersi
dogru degildir.
(ii) Eger (¢,) dizisi gradual smirh ve stz —lim ¢, = ¢, ise [V,A]?N(P) —
lim ¢, = ¢,
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saglanir.

Ispat. Keyfi o > 0 ve [V,A]?N(P) — lim ¢, = ¢, alinsin. Ispat

Z Hiigy-pomlly () = Z Hilgy-pomlly ()

VEI, VEIy
Hiigy-powlp (6)2 0

2 0.|{v € L: Hyp,-pomi» () = 0}
esitsizliginden dogrudan elde edilir.

Tersi icin, Ornek 3.5.'te tanimlanan ||.,. || ¢ norm diisiiniilerek (R, ||.,.||») uzayinda ters bir

ornek verilebilir. () dizisi Ornek 3.4.teki gibi tanimlanan dizi olsun. Ayni zaman da (¢,)

dizisi

&, = v, u—[[l+1<v<u

0, diger durumlarda
seklinde tanimlansin.

0 < oe? < 1ile belirlenen her ¢ > 0 igin

2| [u
lim —|{v € I: Hjp,—owll» (c) = a}| = llm —[ —l =0

u—>00 -0 U 2
elde edilir.

Dolayisiyla, st/%N —lim ¢, = 0 saglanir.

Diger taraftan

1
)l_u ZVEIIL j-[lld)V_O,W”T (g)
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=2 Lyeftoru] Higywiy ()
=%-{(u—\/§+1)+( f+2 f f —>oou—>oo

elde edilir, dolayistyla [V, A]2N(P) — lim ¢, # 0 bulunur.
(i) stz¥ —lim ¢, = ¢, ve (¢,) dizisi gradual smrli olsun. Bu durumda

Hiip-dowl» (6) <V, VV € N mevcuttur. Bu durumda her ¢ > 0 igin

Z Hiigy-gomwl» ()

Y ven,

Z Hig,-gowll () + 2 Higy-gowly ()

VEL, VEI,
Hiigy-powlip (6)20 Hiigy-powlp ()<

%
< 3 [tV € i Higy gy ) 2 0] + 0

elde edilir. Sonug olarak [V,A]*N(P) —lim ¢, = ¢, bulunur.

Teorem 3.10.Eger hm mf— > 0 ise bu durumda S2N(P) 2 S2N(P) saglanir.

Ispat. lim inf% > 0 ve st?N(¢) — lim ¢, = ¢, olsun. Bu durumda, yeterince biiyiik u
u

icin, % > ( saglayacak sekilde ¢ > 0 vardir. Herhangi o > 0 ve ¢ € (0, 1] igin

1
S s wHig,—gomi () 2 0]
1
2~ [{v € L Hyg, g ity (6) Z 0}

1
2 (= |{v € L Hig,-gomiy () Z 0}
u
yazilir, bdylece st;” — lim ¢, = ¢, saglanir.

Teorem 3.11. Eger lim 1nf— = 1 ise bu durumda S2N(P) 2 S2N(P) saglanir.
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Ispat. lim inf% > 0 ve stz¥ —lim ¢, = ¢, olsun. Bu durumda, herhangi ¢ > 0 ve g €
u

(0,1] i¢in

1
v s wHig,—gomis () 2 o]

1
S a |{V S u-= /1: }[”‘pv_(l’o,W”y (C) 2 O'}l

1
+E |{V € Ly Hjjp,-powlip (©) = 0}|

YRS
u u Ay

[{v € Li: Hyg,-powiis () = 0}

yazilir, bdylece st2V (¢) — lim ¢, = ¢, elde edilir.

Tanmm 3.7. (Y, ||.,. || ) bir G2NLU oldugunu varsayalim. Her ¢ > 0 ve ¢ € (0, 1] i¢in

1
lim — |{v € L: Hyg,-pymwil» (§) 2 0} =0

usw Ay
veya denk olarak h.h.v igin Hjjg _gywii, () < 0 saglayacak sekilde N € N varsa Y’de,

(¢,) dizisine gradual A-istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.12 (Y, ||.,. |lp) bir G2NLU olsun. Bu durumda, Y deki her gradual A-istatistiksel

yakinsak olan dizi, gradual A-istatistiksel Cauchy dizisidir.

Ispat. st?N(¢) — lim ¢, = ¢, olsun. Bu durumda, her ¢ € (0,1], VO = w € Y ve Vo > 0

i¢cin

1 o
lim - {v € Iy Hjp,-powi» (§) = §}| =0

u—0o u

elde edilir. Bu ise h .h. v igin Hj¢ ¢ (©) <% olmasi demektir. Ayn1 zaman da

owllp

st?V(¢) —lim ¢, = ¢, oldugunda
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o
& ({v € N:Hyg,-goumi, (6) 2 g}) =0,
veya
o
N ({V € N:f]‘[||¢v_¢0’w||73 (0 < E}) # 0.
saglandig1 agiktir. Bu yiizden,
o
{V € N: Hjgp,—powll (6) < 5} 0
olur. Dolayistyla
o
N € {v € N:Hig,-gomi, (6) < 5}

saglayacak sekilde N € N mevcuttur. Bu durumda, h. h.v igin

Hipy-dnwip (6 = Hiigy—go+do-dnwiir (S) = Hig,—pnwip (6) + Higy-gowl» () <0

yazilabilir. Sonug olarak, G2NLU’da, (¢,,), gradual A-istatistiksel Cauchy dizisidir.
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4. GRADUAL 2-NORMLU LINEER UZAYLARDA IDEAL
YAKINSAKLIK

Bu boélimde gradual 2-normlu lineer uzayda dizilerin J-yakinsakligi, J*-yakinsakligi
kavramlar1 ile birlikte gradual J-Cauchy ve gradual J*-dizisi kavramlar1 verilecek, bu

kavramlar arasindaki iliski teoremlerle ifade ve ispat edilecektir.

Tamm 4.1. (U, |l.,. 1) G2NLU, (¢,) € Y bir dizi ve J < 2N uygun ideal olsun. Her ¢ €
(0,1] ve o > 0 i¢in

D(0) = {vEN : Hjg,-powls (5) = 0}

J’va aitse, (¢,) dizisi, ¢’a gradual J-yakinsaktir denir, ve J?N(G) — lim, L@, = ¢y

veya J2V —lim, Lo ||, — ¢o, wllp = 0 ile gosterilir.
Bununla birlikte

(i) Jp, N'nin tiim sonlu alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Jy uygun ideal ise bu
durumda Jg-yakinsaklik ile gradual yakinsaklik ¢cakismaktadur.

(i) Js = {U € N: 6(U) = 0} olsun. Bu durumda Js uygun ideal ise Js-yakisaklik
ile istatistiksel yakinsaklik ¢cakigsmaktadir.

Simdi ise, G2NLU’ de, gradual J-yakinsakligina bir 6rnek verilecektir.
Ornek 4.1. J = Js olsun. (U, ||.,. 1)’ de ( ¢,) dizisi

(0,v), eger v=s%s€EN

Py = {(0,0), diger durumlarda,

seklinde tanimlansin ve ¢, = (0,0) ve w = (wy,w,) olsun. Herg € (0,1], VO = w € Y ve

Vo > 0 igin
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{v:Hyp-powlls (©) =0} =1{1,4916,..,v% ..}
yazilir.
Herg € (0,1], Vo > 0ve V0 # w € U igin

§(vEN : Hyg,_pomiy () =0) =0

elde edilir. Bu ise st?N(¢) — lim ¢, = ¢, oldugunu gosterir. Ancak, (¢,) dizisi
YV—00

(Y, |I.,.11)’de ¢¢’a gradual yakinsak degildir.

Asagidaki teoremle (U, ||.,.||»)’de, gradual J-yakinsakligin hem toplama hem de skaler

carpma islemine gore lineer oldugunu gosterilecektir.

Teorem 4.1. Her w € Y i¢in, J uygun ideal olmak iizere

() Eger J*"(9) — lim ¢, = ¢po ve J*"(c) = lim y, = ¢, ise, o zaman, J*"(¢) -

gl_{g((pv + %) = ¢o + P4,

(i) 3*"(5) = lim gy, = 4o, g € R

saglanir.

Ispat. (i) o > 0 olsun. Herhangi bir w # 0 i¢in S, S, € J olacak sekilde

o
$1= 81(6) = (Vi Hig,-gowly (©) 2 7}

ve

o
S2 = 82() = {ViHiyy g, () = 7}

kiimeleri tanimlansin.
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S =8(9) = {viHjg,+y,-@orynwlls (S) =0}

olsun.
Bu durumda, § < §;US, kapsama iligkisi saglandigindan istenilen elde edilir.

(i) IV () — gl_)nglo ¢, = ¢, g € Rve g # 0 olsun. Bu durumda,

g
{V € N: Hijp,-gomwl» () 2 m} €J

elde edilir.

Tanim 4.1° e gore,

o
{v € N:Hjgg,—gpowis () 2 0} = {V € N: Hjjp,-gomilp (S) 2 m}

yazilir.

Bu durumda,

o
{V € N: Hjjp,-powlip (S) = m} €J
oldugundan

{v € N:Higp,-ggomity () 20} €T
elde edilir. Dolaysiyla J?V () — lim g¢, = g¢, bulunur.
VYV—>00

{r,, 1y, ..., 74 } Y’nin bir baz1 olsun.

Lemma 4.1. J uygun ideali olsun. Y’ de (¢,) dizisi, gradual J-yakinsak olmasi igin gerek

ve yeter kosul her i = 1, ..., d i¢in J2V — lim||¢p, — ¢, 7; I, = 0 saglanmasidir.
YV—00
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Lemma 4.2. J uygun ideali olsun. Y’ de (¢,) dizisi, gradual J-yakinsak olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul J?N — 1}1_)r£10 I, — Poll% = 0 saglanmasidir.

Lemma 4.3. J uygun ideali olsun. Y’ de (¢,) dizisi, gradual J-yakinsak olmasi igin gerek
ve yeter kosul A(c) = {v € N: ¢, & B.(¢y,0)} € J saglanmasidir.

Tamim 4.2. J c 2N asikar olmayan ideal olsun. Her ¢ € (0, 1], Vo > 0 ve Yw € Y i¢in
(v € N:Hig, gy, @ Z 0} €

kosulunu saglayan N = N(o,w) mevcut ise G2NLU’ de, (¢,) dizisi, gradual J-Cauchy

dizisi denir.

Simdi ise yeni dizi uzaylar1 tanimlanacak ve 6zellikleri verilecektir.
(Y, |-, - l») herhangi bir G2NLU ve §(2 — Y)(P), Y-degerli gradual dizilerin uzay1 olsun.
S(2 —Y)(P)’nin hem skalerle ¢arpma hem de toplama islemine gére lineer bir uzay oldugu

agiktir.
f:Y — R doniisimi, her ¢, t € Y i¢in
(i) f(8) = 0 (burada 6, uzayn sifir elemandir);
(ii) f (@) = f(=9);
(ii) f(p + 1) < f(¢) + f(D);
(iv) 6™ - 6(m —» ) ve f(¢™ — @) » 0 (m - ®), f(6™P™ — 6¢p) —» 0 (m -

)

kosullarin1 sagliyorsa Y {izerinde bir paranorm olarak adlandirilir.

12 - B)(P): = {qb €S2 =YPP): ) Hyy v ()< 09w €S2 =YY@

seklinde dizi uzay1 tamimlansin. Bu uzayin topolojik 6zellikleri verilecektir.
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Lemma 4.4. (2 — B)(P) dizi uzayi bir lineer uzaydir.
Ispat. B, > 0, (Vv), T = supp, Ve k,,n, € C olsun. Bu durumda
Ik, + 1, [P < R{lk,|P + |n, |Pv}, R = max{1,2771}.

gecerlidir.
Dolayisiyla, eger || < X ve la| < M, (X,M € Z) ver,s € L(2 — B)(P) ise, 0 zaman,

Bv (g) < RXT}[”r |Pﬁv (g) + RMT}[HS,WH?BV (g)

IEr+aswllp wi

elde edilir. Istenilen sonuca, v degiskeni iizerinden esitsizligin her iki tarafindan toplam

alinarak ulasilir.

Tanim 4.3. z, = }’=1}[”¢_W”?pi () ve J uygun ideal olsun. Bu durumda

192 = B)(P) = {$ € SQ = Y:{v € N Hiz, 11, (6) = 0,Yw € S - Y(P)} € I
seklinde gradual dizi uzay: tanimlanir.

Teorem 4.2. J uygun ideali olsun. 19 (2 — B)(P) gradual dizi uzay: bir lineer uzaydir.

Teorem 4.3. [(2 — B)(P) uzay1, f:1(2 — B)(P) —» R seklinde tanimlanan paranormuna
gore 0 < f; < supf; =T, R = max(1,T) olmak iizere

1
R

f(¢) = Z j{"(pi,W”?Bi(g)

seklinde paranormlu bir uzaydir.
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|~

iSpat' (I) f(e) = <Zl }[Hgi,wu?ﬁi (g)>R = 0.

x|
=

(") f(_¢) = <Zl :]-["_(pi’W"Pﬁi (g)> = <Zl }[|_1|"¢i'w||yﬁi (g)>R = f(¢)

(i) f(p +0) = (Zi H vt Fi (c))

1 1
R\ R R\ R

< e , o | _
- Z "¢i'W“a>%(g) * Z ||ci,w||y%(g) g(P)+9(

[y

(iv) 8" - 8 (n - o) ve f(¢p™ — ¢p) = 0,(n = ) olsun.

f(6n¢n - 6¢) = <Zl H||é-n¢{l_5¢i’w||?3i (g)>
1
R

1
R

T
S |6|R Z H"d)?_d)uwllpﬁl (g) + z H|5n—5|"¢pW"pBl (g)

L l
elde edilir.

Bu esitsizlikte, f(¢p™ — @) = 0,(n = ) oldugundan sag taraftaki ilk terim sifira
yakinsaktir. Ayn1 zamanda, ikinci terim de §™ — §, (n = ) oldugundan sifira yakinsaktir.

Boylece 1(2 — ) (P) uzay1 paranorm uzaydir.

Teorem 4.4 Eger (Y, |l.,.|l») sonlu boyutlu 2-Banach uzay1 ise (I(2 — B),p)(P) uzay1

tamdir.

Ispat. (¢p™), (1(2 — B), p) (P) paranormlu uzayda gradual Cauchy dizisi olsun. Bu durumda,
her ¢ > 0 igin ve her k,n > U, igin

1
R

@ =9 = D Hypn gy 5O | <5

L
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[

R
saglayan U, € N vardir. Boylece, (7{ [6r— g B (g)) < ¢ saglanir. Sonug olarak, (¢™),
i —Pi Wlp

(Y, |l., - llp) uzayinda bir gradual Cauchy dizisidir. Aynt zaman da (Y, ||.,.||»), gradual 2-
Banach lineer uzay1 oldugundan H I —piwll, (1) = 0,(n - ) (Vw # 0) saglacak bir ¢p €

Y eleman1 vardir.
J uygun ideali (AP) kosulunu saglasin.

Lemma 4.5. (Y, ].,.|l») G2NLU ve (¢,) € Y dizisi ¢, € Y’ya gradual J-yakinsak ise
Yw#0€ Y icin P —limy o, Hgp, —gow|.(S) =0 saglayan T = {i; <ip <-- <1, <
iy Wilp

.-+ } seklinde T € F(J) kiimesi mevcuttur.

Ispat. vw # 0 € Y igin, J?N — limv%m}[“%_%_wug(g) = 0 olsun. Bu durumda ¢ € (0, 1],

0>0veVw #0€ U icin
D(50) ={vEN : Hyg,—pouwiy () Z 0} €T
saglanir. Vj € N i¢in
Ty = {V € N: Hjip,-gowliip (5) < Jl}

tanimlansin. Bu durumda j € N i¢in T; € F(J) oldugu agiktir. Her j e Nve vw # 0 € Y

i¢cin
1
F;j =N\Tj = {V € N: Hjip,-gomlr (6) 2 ]—-} €J

olur. Dolaywsiyla T = {i; < i, < -+ < i, < -} saglayan T € F(J) mevcuttur. Her v € T
igin t, = ¢, olacak sekilde t € Y dizisi ve v € T i¢in ve her v € T igin t, = ¢, olacak
sekilde dizi tammlansin. Bu ise P — limy 0 Hje,—gowl, (¢)=0vyani Yw # 0 € U igin
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P — lim""“}["‘ﬁiv—d’owu? (¢) = 0 olmasidir.

Tanmmm 4.4. (U, ||.,.]|l») G2NLU olsun. (¢,) € Y dizisi, ¢, € Y a gradual J*-yakinsak
olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul her Yw # 0 € Y i¢in P — limy o0 H g, _gow). (S) =0
iy Wilp

saglayan T ={i; <i, <<, <--} seklinde T € F(J) kiimesinin olmasidir. Bu

yakinsaklik J*2Y — lim,_ o ||y, — o, wll» = 0 ile gdsterilecektir.

Lemma 4.6. J, (AP) kosulunu saglayan uygun ideal (U, ||.,.||»), keyfi bir G2NLU olsun.
Herhangi bir w # 0 € Y igin, J?N — limy, o Hjp, - powl, (6 ) = 0 olmast igin gerek ve

yeterli kosul P —limy 03¢, _¢ow] (¢) = 0 saglayacak sekilde T = {i; <i, < <
Ly ’ P

i, < --}seklinde T € F(J) kiimesinin olmasidir.

Tanm 4.5 (Y, ||.,.|l») G2NLU ve J < 2N uygun ideal olsun. (¢,) € Y dizisinin gradual
J*-Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ = (qbl-v) € Y alt dizisinin T =

{i, <iy<--<i, <--}iginT € F(J) iken gradual Cauchy dizi olmasidir. Bu ise

P — llmp'v—)ooj-[”(Piv_(pip’W”T (c)=0

olmasi demektir.
Simdi G2NLU’da gradual J*-Cauchy dizisi ve gradual J-Cauchy dizi arasidaki iliski

verilecektir.

Teorem 4.5. (U, ||.,.]lp) G2NLU olsun. Eger (¢,) € Y gradual J*-Cauchy dizisi ise bu
durumda gradual J-Cauchy dizisidir.

Ispat. ¢ = (¢,), 2-normlu G2NLU’da gradual J*-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, her ¢ >
0, vw#0€ Y ve v,p > ¢o(0) igin, 7—[”4), - () < o olacak sekilde T € F(J)
iy ip"llp

saglayan T = {i; < i, < -+ < i,, < --- } kiimesinin var olmasidr.

N =N(0) =iy,41Olsun. Her o > 0,Vw # 0 € Y ve v > v, igin
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Hige,-onml, (S) < €
elde edilir. F = N\ T olsun. F € J olur.
D(o) = {V EN : 7‘[||¢iv_¢N'w||T(§) > Q} ( (T U {il <ip < < i‘,o}) (4.2

kapsami gegerlidir. (4.1)’in sag tarafi idealin eleman1 oldugundan, her ¢ > 0 i¢in D(p) € J
saglayacak sekilde N = N( o) vardir. Bu ise (¢,) € Y gradual J-Cauchy dizisi oldugunu

gostermektedir.

Asagidaki teorem G2NLU’da gradual J*-yakinsaklik dizisi ve gradual J-Cauchy dizisi

arasindaki iliskiyi vermektedir.

Teorem 46. (U,ll.,.ll») G2NLU ve J wuygun ideal olsun. Eger J*?N —
limy o Hjig, - powll,, (¢) = 0ise, (¢,) € Y gradual J-Cauchy dizisidir.

*,2N

Ispat. Eger gJ*?N — limy S0 Hjg,—powl, (¢) =0 saglamiyorsa Vw #0 € Y igin P —

limvﬁm}["@v_d,ow"? (¢) = 0 saglayacak sekilde T = {i; < i, < - <1, < -} seklinde

T € F(J) kiimesi vardir. Dolayisiyla her o > 0, Yw # 0 € Y ve v > v, igin,

o
Hygi,~gowl, ($) <3

saglayacak sekilde vy = vy(0) mevcuttur.

Hero > 0,Vw #0€ Yvev > vy, p > v icin

0 0
Hhoru-o1m, ) < Hide, -0, &)+ Hig, —pon], () <5¥5 =0

oldugundan

P =iy oo Hpg, g1, m], () = 0
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elde edilir.
Diger bir ifadeyle (¢,) € Y, gradual J*-Cauchy dizisidir. Teorem 4.5’e gore, (¢,) € Y'de
gradual [J-Cauchy dizisidir.

Sonug 4.1. J, (AP) kosulunu saglayan uygun ideal (Y, ||.,. ||»), keyfi bir G2ZNLU olsun. Her
w#0€ Y igin, J*" — limy, Lo Hjp, - o wi, (6 ) = 0 ise, bu durumda (¢,) € Y, gradual

J-Cauchy dizisidir.

J, (AP) kosulunu saglayan uygun ideal olmak tizere, gradual J-Cauchy dizi ve gradual J*-

Cauchy dizisi kavramlarinin ortiistiigii ispatlanacaktir.

Teorem 4.7. (Y, |l.,.|lp) G2NLU ve J, (AP) kosulunu saglayan uygun ideal olsun. Bu

durumda gradual ;J-Cauchy dizi ve gradual J*-Cauchy dizisi kavramlar ¢akisir.
Ispat. Teorem 4.5¢ gore (¢,) € Y dizisinin gradual J*-Cauchy iken gradual J-Cauchy
oldugu agiktir. (¢p,) € Y’nin gradual J-Cauchy dizisi iken gradual J*-Cauchy dizisi oldugu

gosterilecektir.

(¢,) € Y'nin gradual J-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, her ¢ > 0, Vvw # 0 € Y i¢in

D(e) = {V EN : Hyg,-pumwi, () 2 Q} €J
saglayacak sekilde N = N(p) vardir.

1 .
= { SN gy )< ]—.},f —12,.

bi¢iminde kiime tanimlansin. Burada, i; = N G) olup T; € F(J) oldugu agiktur.

J, (AP) kosulunu saglayan uygun ideal oldugundan, T € F(J) saglayan T < N kiimesi

mevcuttur ve T \ T; kiimesi sonludur.
Simdi, herw # 0 € Y icin
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P = Hm Hiyp,—gmi, (§) =0

V,[—00
V,iET

ispatlanacaktir. Bunun i¢cin ¢ > 0 ve k > Eolacak sekilde k € N alinsin.

Egerv,i € T i¢in T \ Ty sonlu bir kiimedir. Bu durumda, her v,i > v(k) i¢in, i € T, ve v €
T) olacak sekilde v = v(k) vardir. Dolayisiyla, her v,i > v(k) ve Vw # 0 € Y igin,

1 1 .
HII%—%R.WII? () < —ve }[||¢i—¢vkjw||7, () < ~ olur. Dolayisiyla, her v,i > v(k) ve Vw #

0 € U igcin
H, H H 1,2
16v=00wlp () < Hpy gl (S + Hljgmg ] (S) <+ <e
elde edilir. Herhangi bir o > 0, herv,i > v(k) vev,i € T € F(J) igin

Higy-¢pswi,(S) < 0, YW#0€E Y

olacak sekilde v = v(k) vardir. Boylece, (¢p,) € Y'de gradual J*-Cauchy dizisi oldugunu

gosterilmistir.

Tamm 4.6. J < 2N uygun ideal olsun. Her g, > 0 ve Yw # 0 € Y i¢in

1
{t € N!?|{V < t:Hyg,—gowl, (S) > Q}| > a} €dJ,

saglaniyorsa (¢,) € Y dizisi ¢, € Y elemanina gradual J-istatistiksel yakinsaktir denir ve
IN(P) — st—lim, P, = ¢, ile gosterilir.

Not 4.2. (U, |l.,.ll») G2NLU ve {¢,} € Y'de herhangi bir dizi olsun. w = 0 (0 vektor)
olarak alinirsa Hjg,— g0, wi,, (¢) = 0 # g oldugundan

1
{t € N:? |{v < tHjg,—powl, (S) = Q}| > a} =0

elde edilir.
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Simdi, G2NLU’da gradual J-istatistiksel yakinsak dizi i¢in limitinin tekligi ispatlanacaktir.

Teorem 4.8.(Y, |I.,. |l») G2NLU, g < 2N uygun ideal ve ¢y, ¢p; € Y olsun. vw = 0 € Y
icin, eger J?N(P) — st—lim,_ 0o P, = P Ve J2N(P) — st—lim, o P, = ¢,

ise, bu durumda ¢, = ¢, olur.

Ispat. ¢y # ¢, olarak almsin. Bu durumda ¢y — ¢p; # 0 veya ¢, — ¢; ve w lineer bagimsiz

olsun. Her g, @ > 0 igin

1
?|{V < 6 Hygg—gywi, (6) = Q}| >2a, a>0

olsun. Dolayisiyla

1
20 =—
t

1Y < &0 om0+ 0u-001,(6) > ]

< %|{V < U H) (¢v‘¢1)'W"P(g) > Q}|

1

+ - |{v < tH (Bv—po) Wil ) > Q}|

yazilir. Boylece

1
{t eN:7 v < &1 gy, () > 0f| < a}

1
< {t eN:+ |{V < EHj (gy-po)wi, (6) = Q}| > a}.
bulunur. Ancak
1
8 ({t € N:?|{v < t:Hy (g g, () > 0} < a}) ~0
olur ki g?N —st—lim,_ ¢, = ¢, gercegi ile celismis olunur. Dolayisiyla ¢y = ¢4
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olmalidir.

Teorem 4.9. (U, |I.,.ll») G2NLU, J < 2N uygun ideal olsun. Her 0 = w € Y igin
(i) Eger J?N — st —lim, 00 P, = g, J?N — st —lim,ot, = ¢, ise, J* — st —
lim, (¢, + t,) = ¢y + P4 saglanur.
(ii) Eger 2V — st — lim, L P, = @y ise J?N — st — lim,,,qP, = qpy, q € R

saglanir.

Ispat. (i) Her 0 = w € Y igin J?N — st — lim,L b, = P, J2N — st — lim,e0t, = P4

olsun. O zaman, §;(U;) = 0 ve §5(U,) = 0 saglayacak sekilde

U, = Uy ()=t e N:%|{v < 63619,-g0n, ) > 0] > 3}

ve

1 a
UZ = UZ(Q) = {t S N? |{V < t:j’[" (¢v‘¢1):w||y(g) = Q}l = E}

kiimeleri tanimlansin.

1
U= U(Q) = {t € N? |{V < t!j‘[” (ty+y)— (¢0_¢1)’W||?((;) > Q}| > 0[}

olsun. §7(U) = 0 oldugunu goéstermek i¢in, U € U; U U, kapsama iliskisini gdstermek

yeterlidir. vy € U varsayalim. Bu durumda

1
7 < €3 (g 1t00)- o-a0m, ) > 0| > (4.2)

yazilir. Tersini kabul edelim. v, U; ve U, nin birlesimi olmadigini varsayalim. v, ¢ U, ve

Vo & U, olsun. Eger vy € U, ve v, & U, ise
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&+ | =

|{V < EH) gy0-powl, (6) > Q}| <

ve

&+ | =

[{v < 31 6yy-pm, (60 > of| < %

yazilir. Dolayisiyla

%HV S EH (g0 +ty)- (¢0—¢1),w||?(§) > Q}|

< %|{v < EH] gy goml, §) > €| +%|{V <EH -, ) > ]

<-t-=a

N[ R
N[ R

bulunur, bu da (4.2) ile gelisir. Boylece vy € U; U U, olup U € U; U U, elde edilir.
Her 0 # w € Y i¢in

JZN —st— limv—>oo(¢v + tv) = ¢0 + ¢1

ispatlanmistir.

(ii) g2 — st — lim, o P, = ¢y, q € Rve g # 0 olsun. Bu durumda

1 Q
{t € N:? |{v < tHj (py-po)wil, (§) = m}| > a} €J (4.3)

yazilir. lgp, — g, Wil = |q|llg, — ¢o, wll oldugundan

1
{t eN:7 |{V < tHjgg,-apowl, (§) = Q}| > a}

1
={tEN:—
t

0
{v < G Hjgp,-qpowl,(S) > mﬂ > a}
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elde edilir. Boylece her 0 = w € Y i¢in J2N — st — lim,,q¢p, = qPo, q € R saglanur.

G2NLU Y'nin boyutu 2 < d < o olmak iizere d ve r = {1,175, ..., 74 } ise Y igin bir baz

olsun.

Lemma 4.7. J uygun bir ideal olsun. (¢,) € Y dizisi, y € Y'e gradual J-istatistiksel
yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul her i = 1, ..., d i¢in J*N — st — lim, Ll ¢, —

¢Orri"y3 = 0 olmasidir.
Ispat. Eger her i = 1, ...,d icin J?N — st — limy, o |l ¢y — Po, 7; ., = 0 saglandiginda, her
0 #w €Y igin J2V — st — lim, @, = ¢, oldugunu gostermek yeterlidir. Her w € Y ve

bazi ay,..,ag ER i¢cin w=ar + -+ ayry yazlabilir ve licgen esitsizligi

uygulandiginda her v € N i¢in

Iy — o, wllp < laslll §y = Po,7illp + -+ [aalll dy — o, 7all

elde edilir. Buradan

1
{t €N:7 |{V < tHy gy-powi, (6) = Q}l > a}

1 0
- {t € N:? |{V < t: H ¢v_¢0,r1||},(g) > _}

1
U{tEN:—
t

{V < tH)gy—poral,(S) = —}

yazilir. Kapsamin sag tarafi ideale ait oldugundan, sol tarafinin da ideale ait olur. Her 0 #

w € Y igin J?N — st — lim, o, P, = P, gosterilmis olur.

Lemma 4.8. J uygun bir ideal olsun. (¢,) € Y dizisi, ¢, € Y'a gradual J-istatistiksel

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul

92N _ ot — limv_,oomax{}[" ¢v_¢0'ri”§(g) =0,i=1, ...,d} =0
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saglamasidir.

r = {r, 1y, ...,14 } baz1 kullanilarak, Y tizerinde ||.,. IquqO normu

”d)l/”(g): = max {‘7—[" (I)V,Ti (g ): l = 11 y d}

I,
seklinde tanimlanir.

Lemma 4.9. J uygun ideal olsun. (¢,) € Y dizisi, y € Y'e gradual J-istatistiksel yakinsak
olmasi icin gerek ve yeter kosul her i = 1, ...,d icin, J — st — lim, Il ¢, — P, rilij; =0
saglanmasidir.

Elde edilen |.,. || normuna gore, ¢, merkezli ve p yarigapli, B, (¢, 0) yuvarlari

Br($0,0) = {x: 3, v (6) < o}
seklinde tanimlansin. Burada
o — x,wllZ, = max{ llpo —x.7ll%, i=1,..d]}
olarak alinmistir.

Lemma 4.10. J uygun ideal olsun. (¢,,) € Y dizisi, y € Y'e gradual J-istatistiksel yakinsak
olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul &7;(D,(0)) =0 saglanmasidir, burada D.(0) =

{v<t:¢, & By(¢o,0)} seklindedir.

Tanmm 4.7. (Y, ||.,.|lp) G2NLU olsun. Her ¢ > 0, @ > 0 ve her 0 # w € Y i¢in

1
Ly ({t € N:?|{v < tHjp,-pywi, () = Q}| > a}) =0

saglayacak sekilde N € N mevcutise {¢, } € Y dizisine gradual J-istatistiksel Cauchy dizisi
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denir. Bu0 = w € U igin

1
{t € N:?HV < UHjg,-gnwl, (§) > Q}| > a} € J

seklinde de ifade edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alisma, gradual 2-normlu lineer uzaylar (G2NLU) alaninda gradual istatistiksel
yakinsamanin derinlemesine incelenmesine odaklanmistir. Arastirmamiz, gergel sayi
dizilerinin G2NLU i¢indeki dizilere genisleyen gradual istatistiksel yakinsama 6zelliklerini
acikca ortaya koymaktadir. Ayrica, G2NLU i¢inde gradual istatistiksel Cauchy dizisi
kavramini tanitmig ve bu tiir uzaylarda bir dizinin gradual istatistiksel Cauchy dizisi olarak
nitelendirilmesi i¢in kriterler belirlemistir. Bu c¢alisma, matematiksel cercevedeki bu
kavramlarin uygulanabilirligini ve 6zgiin 6zelliklerini aydinlatarak, G2ZNLU baglaminda

gradual istatistiksel yakinsamanin derinlemesine bir anlayisini saglamaktadir.

Aragtirmamiz ayrica, gradual J-yakinsama normlu uzaylar kavramini incelemekte, gradual
2-norm kullanarak yeni dizi uzaylarini tanitmakta ve detayli bir sekilde incelemektedir.
G2NLU i¢inde gradual J-yakinsaklik ve gradual J-Cauchy dizileri kavramlarini ele alarak,
bu siniflar arasindaki iliskiyi derinlemesine irdelemekte ve bu siniflarla ilgili 6nemli bulgular

sunmaktadir.

Bu ¢alismanin sonugclari, gradual 2-normlu lineer uzaylar alaninda yapilan ileri arastirmalara
151k tutacak niteliktedir. Gelecekteki ¢aligmalarda, G2NLU icindeki gradual istatistiksel
yakinsama ve gradual (J-yakinsama kavramlarmin farkli dizi uzaylarina nasil
genisletilebilecegi ve bu uzaylarda baska hangi matematiksel yapilarin incelenebilecegi
tizerinde durulabilir. Ayrica, bu uzaylarin pratik uygulamalar1 ve bu teorilerin istatistiksel
analiz ve miihendislik problemlerine nasil uygulanabilecegi lizerine ¢alismalar onerilebilir.
Bu yonde yapilan c¢alismalar, GZNLU ve benzeri matematiksel yapilarin anlasilmasini

derinlestirecek ve yeni bilimsel kesiflere kap1 aralayabilecektir.
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