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Elif HEVESKER ORUC

Bartin Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitusu
Matematik Anabilim Dah
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Bu tez galigmasinda, olasiliksal G-metrik uzaylarda (OGMU) cift diziler igin lacunary
istatistiksel yakinsama kavrami sunulmaktadir. Belirtilen uzaylarda, lacunary istatistiksel
yakinsayan ¢ift dizilerin temel 6zellikleri 6zetlenmis ve lacunary yakmsama icin gerekli
(ancak yeterli olmayan) bir kosul verilmistir. Ayrica, bu yeni kavramin pratik uygulamasini
gostermek amaciyla ¢esitli 6rnekler sunulmustur. OGM uzaylarda cift diziler igin, J,-
yakmsaklik, J,-istatistiksel yakinsaklik ve J,-istatistiksel Cauchy kavramlari tanimlanmis

ve bu kavramlarm temel 6zellikleri ile aralarindaki iliskiler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: 3,-yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik, olasiliksal G-metrik

uzayi



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

SOME TYPES OF CONVERGENCE IN PROBABILISTIiC G-METRIiC SPACES

Elif HEVESKER ORUC

Bartin University
Graduate School
Department of Mathematics

Thesis Advisor: Prof. Dr. Omer KiSi
Bartin-2025, pp: 29

In this thesis, the concept of lacunary statistical convergence for double sequences in
probabilistic G-metric spaces (PGMS) is presented. In these spaces, the fundamental
properties of lacunary convergent double sequences are outlined, and a necessary (but not
sufficient) condition for lacunary convergence is provided. Additionally, various examples
are given to illustrate the practical application of this new concept. In probabilistic G-metric
spaces, we define the notions of J,-convergence, J,-statistical convergence, and 3J,-
statistical Cauchy for double sequences, and investigate their fundamental properties and

relationships.
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1. GIRIS

Matematigin temel kavramlarindan biri olan dizilerin yakinsakligi, sadece yakinsaklik
kosulunu saglayan dizilerle ilgili degildir; ayn1 zamanda bu kosulu karsilamayan dizilerin de
matematiksel olarak incelenmesi biiyiik bir 6neme sahiptir. Yakmsaklik sartin1 saglamayan
ancak belirli sartlar altinda yakmsaklikla iliskilendirilebilen diziler, farkli yakinsaklik

tiirlerinin gelismesine yol agmustir.

Yakinsaklik kavramina 6nemli bir boyut kazandiran bir diger 6nemli kavram ise istatistiksel
yakinsakliktir. Pozitif dogal sayilarin dogal yogunlugu esas alinarak, istatistiksel yakinsama
ilk kez 1951 yilinda Fast tarafindan tanimlanmistir (Fast, 1951). Reel ve kompleks sayilarla
ilgili dizilerde istatistiksel yakinsaklikla ilgili pek cok 6zellik incelenmistir (Schoenberg,
1959; Fridy, 1985). Istatistiksel yakisaklik kavraminin ¢ift dizilere uygulanmasi, ilk defa
Mursaleen ve Edely (2003) tarafindan gergeklestirilmistir.

Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizi kavramini kullanarak istatistiksel yakinsaklikla 6nemli
iliskiler tasiyan ve yakinsaklik teorisinde Onemli bir yer tutan lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavramini tanimlamiglardir. Bu ¢alismada, basta istatistiksel yakinsaklik olmak
iizere, diger toplanabilirlik yontemleri ile lacunary istatistiksel yakinsaklik arasindaki
iligkiler incelenmistir. Ayrica, Fridy ve Orhan (1993) bagka bir ¢alismalarinda, reel sayilar
dizileri i¢in Cauchy kriterinin lacunary istatistiksel karsiligmi tanimlamislar ve bu kavram
ile lacunary istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligkiyi arastirmiglardir. Bunun yani sira,
lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin toplanabilirlik 6zelliklerini de incelemislerdir. Cakan
vd. (2009), ¢ift lacunary yogunlugunu incelemis ve ¢ift dizilerin istatistiksel ve lacunary

istatistiksel yakinsakliklar1 arasindaki iligkiyi arastirmistir.

Kostyrko vd. (2000-2001), istatistiksel yakinsamanin genel bir versiyonu olarak J-
yakinsaklik kavramimi tanimlamiglardir. Das vd. (2008), bu fikri bir metrik uzayda cift
dizilerle uyarlamis ve bu yakinsama bi¢iminin ¢esitli temel 6zelliklerini incelemistir. Bu
temel (zerinde Das vd. (2011), kavrami daha da gelistirmis ve J-istatistiksel yakinsama
olarak evrimlestirmistir. Bu alanda, 6zellikle Diindar ve Altay’in (2014) ¢calismalarinin yani

sira birgok arastirmaci da bu kavrami ve uygulamalarini incelemistir.



Gahler (1963), 2-metrik uzaylar kavramini incelemis ve 2-metriklerin siradan bir metrik
uzayin dogal bir genellemesi oldugunu 6ne siirmiistiir (daha ayrintili sonuglar i¢in (Cho vd.,
2001; Freese ve Cho, 2001) caligmalara bakilabilir). Ancak bazi arastirmacilar, 2-metrik
uzaylar ile siradan metrik uzaylar arasinda anlamli bir iligki bulunmadigini belirtmiglerdir
(Ha vd., 1988). Daha sonra Dhage (1992), D-metrik uzaylar adi verilen yeni bir
genellestirilmis metrik sinifi tanitmistir. Ancak Mustafa ve Sims’in (2003), calismalarinda
vurgulandig: gibi, D-metrik de bazi smirlamalara sahiptir. Son olarak, Mustafa ve Sims
2006), genellestirilmis metrik uzaylar veya G-metrik uzaylar olarak adlandirilan yeni bir
metrik uzay smnifi tanitmislar ve G-metriklerin, dogal metrik uzaylarin bir genellemesi

oldugunu ispatlamislardir.

Diger yandan, Menger (1942), metrik uzaym bir genellemesi olarak olasiliksal metrik uzay
kavramini tanitmistir. Metrik uzaylarin bu olasiliksal genellemesi, fiziksel niceliklerin ve
fizyolojik esiklerin incelenmesi i¢in olduk¢a uygun bir yaklasim olarak goriilmektedir. Bir
olasiliksal metrik uzay, herhangi iki nokta arasindaki "mesafe"nin bir olasilik dagilim
fonksiyonu olarak tanimlandigi bir uzaydir. Bu yaklagim, iki nokta u ve v arasindaki
mesafeyi bir reel say1 yerine dagilim fonksiyonu F,, ile tamimlamayi igermektedir.
Fonksiyonun t > 0 icin F,,,(t) degeri, u ve v arasindaki mesafenin t’den kii¢iik olma
olasiligi ifade eder. Bu uzaylar, siradan bir metrik uzayda saglanan aksiyomlara benzer
aksiyomlar1 karsilamak {izere tasarlanmistir. Ancak, tliggen esitsizligi konusu bazi
tartigmalara yol agmistir. Menger’in tiggen esitsizligi ilk olarak Wald (1943) tarafindan
sorgulanmis ve Menger’in formiiliiniin yerine konulacak zarif bir alternatif Onerilmistir.
Bununla birlikte, Schweizer ve Sklar (1960) Wald’1n esitsizliginin sinirlayict olduguna dair
yeterli gerekceyi sunarak, Menger’in licgen esitsizligine donmiis ve onu hafif bir bigimde

modifiye etmistir.

Menger'in bu 6ncii ¢alismasindan sonra, Schwiezer ve Sklar (1960), Schwiezer vd. (1960),
Tardiff (1976), Thorp (1962) gibi arastirmacilar, olasiliksal metrik uzaylarin gelisimine
onemli katkilar sunmuglardir. Bu alandaki daha ayrmtili bilgiler i¢in, Schwiezer ve Sklar

(1983) tarafindan yayimlanan eser onerilmektedir.



Zhou ve caligma arkadaslar1 (2014), Menger olasiliksal metrik uzaylarini genellestirerek
literatiire Menger olasiliksal G-metrik uzaylarini (kisaca OGMU) kazandirmis ve bu yapiy1

asagidaki sekilde tanimlamiglardir.

2008 yilinda, Sen¢imen ve Pehlivan (2008) giiclii topolojiyle donatilmis olasiliksal metrik

uzayda istatistiksel yakinsak dizi ve istatistiksel Cauchy dizisi kavramlarini tanitmislardir.

Bu tez calismasinda, olasilikliksal G-metrik uzaylar icinde ¢ift diziler icin lacunary
istatistiksel yakimsaklik kavrami sunulacak ve bu kavramin temel 6zellikleri ele alinacaktir.
Lacunary yakinsak ¢ift dizilerin 6zellikleri 6zetlenecek ve olasiliksal G-metrik uzaylarda
lacunary yakimsaklik i¢cin gerekli (ancak yeterli olmayan) bir kosul verilecektir. Olasilikli
genellestirilmis metrik uzaylarda ¢ift diziler i¢in J,-istatistiksel yakinsaklik ve J,-
istatistiksel Cauchy kavramlar1 ortaya konulacak ve bu kavramlarin temel 6zellikleri,

aralarindaki iligkiler dahil olmak iizere incelenecektir.



2. TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu boliimde temel tanim, teorem, vb. kavramlara yer verilmistir.

Tanim 1.1. Y, bos olmayan bir kiime; G, Y X Y X Y kiimesinden D* kiimesine deger alan
bir fonksiyon ve t, surekli bir o-norm olsun. Bu baglamda, her f, g h € Y i¢in asagidaki
kosullar saglanir:

1. Ggn(o) =1 esitligi yalnizca f=g="h olmasi durumunda ve o > 0 igin

gecerlidir;

2. Gg)(0) = Ggn(0) esitsizligi her ff,g icin h # g,0 > 0 olmasi durumunda

saglanir;

3. (G](If,g,]hl) (O') = G(g,ﬁ,ﬂn) (O') = G(]}n,f,g) (O') = e (ﬁ, g, hey lgln simetri Ozelllgl),

4, (G](ﬂ:’g’]h]) (m + Tl) =T (G(If,z,z) (m), G(Z,g,]}n) (‘I’l)) , Vi, g, h,zeX and m,n = 0.
esitsizligi her f, g, h, z € Y icin ve m,n = 0 i¢in saglanur.

Bu kosullar altinda (Y, G, T) Menger olasiliksal G-metrik uzayi olarak adlandirilir ve kisaca
OGMU seklinde ifade edilir.
Bunun yani sira, £ € Y, ¥ > 0 ve p € (0,1) olmak lzere, a,’in (¥, p)-komsulugu RN, (¥, p)

ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir:

N:(v,p) = {q EY:Gtqn(® >1—pGgen(®) >1- P}-



3. OLASILIKSAL G-METRIK UZAYLARDA LACUNARY
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Dizi yakimsaklik kavramlarinin topolojik uzaylarin yapisal Ozelliklerini incelemedeki
belirleyici roli ve olasiliksal G-metrik uzaylarmin topolojik nitelikleri lizerine yapilan sinirlt
calismalar dikkate alindiginda, bu boliim, olasiliksal G-metrik uzaylar baglaminda lacunary

istatistiksel yakinsaklik kavramini tanitmay1 ve derinlemesine incelemeyi hedeflemektedir.

Tamm 3.1. (Y, G, 1) olasiliksal G-metrik uzay (OGMU) olsun. Eger V¥ > 0 ve p € (0,1)

icin

1
lim —|{(v,w) € Ly, & N. (¥ 0)}| =0,
Fa- by

veya denk olarak
dg, {(v,w) € N?: £, & N (¥,p)}) =0

kosulu saglaniyorsa (£,,,,) dizisi + € Y’ye olasiliksal lacunary istatistiksel yakinsaktir denir

ve Stg, (@) — limy, 400ty = * ile gosterilir.

Uyan 3.1. (Y,G, 1), OGMU ve (£,,,) €Y bir dizi olsun. Eger (£,,,) dizisi £ € Y’ye
olasiliksal yakmsak ise Stg,(G) — lim, 40ty = * saglanur.
Eger 0, = (#5,¢,) lacunary dizisi

i

liminf;,,, ——— > 1,liminf

kf_l fg_l

kosullarmi sagliyorsa St(G) — limy et =t iS€ St (G) — limy 4oty =T

saglanir.

Onerme 3.1. (Y,G,©), OGMU ve Sty (G) —lim, oty =t Ve Stg,(G)—

lim, .00ty = 2 Olsun. Bu durumda £ = z saglanir.



Teorem 3.1. (Y, G, t), OGMU ve (£,,,), (5,.4), (Uy,,) € Y diziler ve £,5,u € Y elemanlar
olsun. Eger Sty, (G) —limy 400ty = £, Ste,(G) —lim, 4084y =5 VE Stg, (G) —

lim, ,,olu,,, =u saglaniyorsa, bu durumda Vo > 0 igin (Gtvw

(0)) dizisi

Svw Wow

Gy 5 (0) olasiliksal lacunary istatistiksel yakmsaktur.

Ispat. Herhangi o > 0, p > 0 sayilar1 i¢in o — 2p > 0 saglansin. Bu durumda

p 30—4
((Gtvwﬁvw'uvw (O-)) = (Gtvw'svw'uvw (O- - ,0) =T <G’t1rw:’t:’t (§) ’ Gtvsvwvuvw <—p)>

3
>T Gtvw,t,t (g) T <G5vw'5'5 (g) ! Gs"t'um" (0 B 5?'0))

=T (Gtvw,ft,ft (g) » T <Gs4,w,s,s (g) T (Guvw,u,u (g) ’ (G]t,s,u(o- - 2p))>>

saglanir. Bununla birlikte

p

30—4p
(G]t,s,u (O-) = (G]t,s,u (O- - p) =T <Gt,tvw,tvw (g) ) Gtvw,s,u (T))

> 1| Gep,pry (g),r (Gs,svw,svw (g) v Gty (a — 5?'0))

2 T Gt,tvw,tvw (g) , T (Gs,svw,svw (g) , T <Gu,u4,w,u4,w (g) ) (Gtvw,svw,uvw (G - 2p)>>

elde edilir.

T siirekli oldugundan, ayni1 zamanda istatistiksel stireklidir. Buna bagli olarak, dg, (D) =1

kosulunu saglayan tim v,w €D icin Gg, o u,,(0—2p) = Geg,(0) esitsizligi

saglanir. Benzer sekilde dp,(€) =1 kosulunu saglayan tim «,w €E igin
towsowitiow (O) = Grsy(0— 2p) esitsizligi saglamr. F =D N E olsun. Bu durumda

dg,(F) = 1 kosulunu saglayan tim v,w € F i¢in Gy, o v (0 —2p) = Ges,(0) Ve



(0) = Gy, (0 — 2p) esitsizlikleri gegerlidir. G’nin soldan-siirekli olmasi

Low Svw Nvw

nedeniyle, Vo > 0 igin Stg,-lim, 100 G, s, nipe (O) = Grsy(0) elde edilir.

Teorem 3.2. (%,,,), (Y,G,1) OGMU’da bir dizi ve 8 = (%;,4,) dizisi 6, = (%;,4,)
dizisinin - f,g €N icin Ly ={(£ ) ki <A< A&, <L<t} ve [,=
{(/E, ?): 72,; <h< ?&\f &?g——\l <?< FQ} kosullarin1 saglayan bir lacunary inceltilmisi
olsun. f = h(w), g = h({) olacak bicimde h: N — N fonksiyonu tanimlansin. Eger I, ; C

L, igin %2 ¢ kosulunu saglayan ¢ > 0 sayist mevcutsa, bu durumda %£,, —

Ispat. £, - t(SOGMU olsun ve ¥ > 0 ve p € (0,1) alinsin. Bu durumda

| {(v, ) € L5ty & N (v, )}

|Iw€
( N >< >|{(v W) € igi by & N, (3, p))]
=ANH
1
<= ( >|{(v w) € ity & Ne(x,0)}|
|Ifg|
olur. Boylece

| [{(o, ) € Iig: £ & R (v, 0)}] 2 <| )l{(v w) € ligi tyu & Ne(w,p)}|

|1fg It |

elde edilir. £,,, — #(Sg%yy) oldugundan

1
lim — [{(v, @) € Lty & Ne(x,p)}| =0
5%

yazilir. Bununla birlikte ¢ > 0 ve f = h(w), g = h({) igin



1
lim Tll{(v,w) € Ifg:’ffvw & ERt(X,p)}| =0
¢

@ ¢~ |

6
oGMU

bulunur. Boylece £,,,, = £ (S ) elde edilir.

Teorem 3.3. (Y, G, t), OGMU ve (£,,,) € Y bir dizi olsun. Bu durumda
Sto, (@) — liMy 4y ooty = £
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, dg, (P) = 1 saglayan
P = {(#,£5): #r < Rop1, g < Lg41} S N2

alt kiimesi igin

G — limf,g_,oot,@fgg =1
saglanmasidir.
Ispat. dg, (P) = 1 saglayan
P = {(#i,€y): #i < Rir1, 84 < L4141} S N?

alt kiimesi alinsm ve G — lim,, o £, = % saglasm. ¥ > 0ve p € (0,1) olsun. f = f, 5, ¢ =

gy, 1KEN the, € N (¥, p) saglayan fy , g5, Meveuttur. Buradan

{(f,0) € N%:t,,, € N (v,p)} 2 {(£;,8,) ENEF =T, ,,8 >0, ,}

elde edilir.

d92 ({(kf' fg) € NZ:T 2 fr,p:g = gx,p}) =1

oldugundan



de,{(f,9) € N*: £, €N, (x,p)}) =1

bulunur. Boylece Sty, (G) — lim,, 4wty = £ €lde edilir.

Tersing, Stg, (G) — lim,, 4,00ty = £ Olsun. Boylece ¥ > 0 ve p € (0,1) igin

do,({(f,8) € N2:£,, €N (x,p)}) =1
yazilir. ¥ > 0 ve p € (0,1) igin

B(x,p) ={(f,9) € N%:£,,, € N (¥, p)}

1

and
$9

kiimesi tamimlansin. dg, (B(¥,p)) = 1 oldugu agiktr. Tim #,g = 2 igin ¥4, =

Ppg = é secildiginde

5 11 % 11 9 1 1 % 1 1
_—— D _—— D coe D —_— D D cee
yazilabilir. Sonug olarak
B 11 B 11 B 1 1 B
—_— D _— D...D — — D D--.
72°8G3 (#g'#g) (#g +1'fg + 7

elde edilir.

$,9(>1) €Nigindy, (B(é,é)) = 1olsun. n; = 1 almsm. dg,(B(,3)) = 1 oldugundan

tim #,g > v, igin

|{(/Lr,w) € Iiy: (v, w) € B(%,%)}l o1 1
Drg 2

saglayan p, € B(%,%) ve p, >y, mevcuttur. dg, (B(g,g)) = 1 oldugundan tiim #,g = 3

icin



|{(4r,w) € Iy (vr,w) € B(%,%)H o1 1
Big 3

saglayan y; € B(g,g) ve y3 > p, meveuttur. Benzer sekilde, dg, (B (i,i)) = 1 oldugundan

tim #,g = v, igin

|{(4f,w) € Iy: (vr,w) € B(%,%)H o1 1
Drg

saglayan py, € B(i,%) ve y, > 13 mevcuttur.

Bu islemler devam ettikge, 1,,, € B(ﬁ,ﬁ) Ve f,8 = 9y, iCIN

|{(1r,w) € Iy: (vr,w) € B(%,%)H o1 1
Drq mn

kosulunu saglayan pozitif tam sayilarm (v,,,,,) dizisi elde edilir.
Simdi

A = {(v,w) € N2 (v, w)

el ] | {@ww)rentw

(m,n)eN2

1 1
€ [I)mn'r)mn+1] N B(%,% }

kiimesi tanimlansin.

Bu durumda #,¢ € N iken 1,,,, < #, ¢ < Dyn+1 IGIN

[{(v, w) € L;: (v, w) € B} - |{("f'w) € Iiy: (v, wr) € B(%'%)}l > 1 1

Drg B Dig mn

10



elde edilir. dg, (B) = 1 bulunur. ¥ > 0 ve p € (0,1) alnsin, % < ¥ and $ < p kosulunu
saglayan yeterince biiyiik x,y € N segilsin. f,g = v,,, ve f,g € B olsun. Bu durumda y,f <

f,8 <Dvens1 Ve e > x, h >y saglayan e, h € N vardir. Dolayisiyla f,g € B( ) elde

1 1
eh’eh

edilir. Boylece

t:, EN (1 1) N (1 1) N
—,—]c —,—c
.8 t eh’eh t nyxy t(T:,D)

bulunur. f,g € B ve f,g =1, icin £, € N (¥, p) olur. P = {(£;,€,): £; < £iy1, L4 <

i’gﬂ} C N2 olarak alinirsa G — limf,g_,oot,éfgg = 1 elde edilmis olur.

Sonu¢ 3.2. (Y,G,t), OGMU ve (%¢,,) €Y dizi olsun. Bu durumda Sty (G) —
lim, 0%y = 1 olmastigin gerek ve yeter kosul hemen hemen v ve wr iGiN £, = quy

olacak bigimde (q,.,) dizisinin var olmasi ve G — lim,, ;0 @4y = % saglanmasidur.

Simdi, olasiliksal lacunary istatistiksel yakinsak bir dizi i¢in gerekli bir kosul sunulacaktir.
Teorem 3.4. (Y, G, 1), OGMU ve (£,,,) € Y dizi olsun. Eger Stp, (G) — limy 100ty =

£ saglanirsa tim ¥ > 0 ve p € (0,1) icin

) 1
fllgliréo I)_fg {(v, w) € Iy Gty gy togwe (F) > 1= P Gty iy byt (F) > 1 = p}| =1

kosulunu saglayan vy = v (¥, p) Ve wy = w (¥, p) var olmasidir.
Ispat. ¥ > 0 ve p € (0,1) sayilar1 i¢i ve T’nun siirekliliginden

T(1—pg,1=pp) >1—p
saglayan p, € (0,1) mevcuttur.

Stgz ((G) - limv'wﬁoo tvw =7

oldugundan

11



do, ({(v, w) EN2%: £, € ﬂtt(;,po)}) =1
yazilir.
B = {(v,w) € N2: ¢, € Eﬁt(;,po)}

kiimesi tanimlansin. Bu durumda dy, (B) = 1 olur. B kiimesinin keyfi v, w, elemanlari

almsin. £, € 9N, (E'Po) oldugu agiktir. (v, wr) € B igin

¥ ¥
Gty o ugtogury () =1\ Gy rr (E) »Gttyiro Eoguo (E) >1(1—=pe,1=pg) >1—p

yazilir. Ayni1 zamanda

T T
vaowo:fvw/%w (=1 vaawwt't (E) VGt v (E) >1(1—pg,1—py)>1—p

bulunur. Boylece

B c {(v, w) € N?; Gty turgug togug B > 1= P Gty iyt e () > 1 — p}

elde edilir. Dolayisiyla

) 1
f’lgl_r)rio b_fg {(/U’, w) € I Gty gy togwy (F) > 1= P Gty iy byt (F) > 1 = p}l =1

yazilir.

Takip eden 6rnek, Teorem 3.4'te belirtilen kosulun yeterli olmadigini kanitlamaktadir.
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Ornek 3.1 £y =0,k =-"1,6,=0¢, = S vig21 olsun. H ve D dagihm

f+1
fonksiyonlar1
0, eger¥ < Oise,
H(x) = {1, eger ¥ > 0 ise
ve D dagilim fonksiyonu
0, eger ¥ < (O ise
D) = {1 —e™™, eger¥y > 0ise

olarak tanimlansin. Bununla birlikte, v > 0 i¢in D(¥/0) = D(0) =1 ve D(0/0) =0
olarak kabul edilsin. Ayni zamanda ¥ > 0 icin G: (0,1) x (0,1) x (0,1) » R* olmak Uizere

H(x), egerm = n = p ise,

(G]m,n,p (X) = D ( ¥
lm—n|+|n—pl+Ip—m|

) , diger durumlarda

fonksiyonu ortaya konulsun. Bu durumda, T, minimum Ug¢gen fonksiyonu olmak (zere

((0,1),G, T), OGMU belirtmektedir. (£,,,,) dizisi

(£,.) = { v, eger v, w tam kare ise
vw’ 1/ 4vw, diger durumlarda

seklinde belirlensin. (£,,,,) dizisinin hi¢bir alt dizisi yakinsak olmadigindan, (£,,,) dizisi
de istatistiksel yakmsak degildir. Simdi ise, (£,,,) dizisinin teoremde belirlenen kosullar

sagladig1 gosterilsin. p € (0,1) ve ¥ > 0 olsun. T, S pozitif tamsayis1 e™7° < p kosulunu

saglasin. y,3 tam kare olmayan pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda
G%TSTS(W) = 1 — e~ ¥/2ty—t7s| = 1 — g—¥/211/93-1/75] >1-eTS>1-p

elde edilir. Benzer sekilde Gys 75,,(¥) > 1 — p bulunur. Bu durumda

{08 NGty () > 1= 9, Gy () > 1= )

2 {(y,3) € N?:p,3 tam kare degil}
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olur. Sonug olarak

) 1
flgli%o a {(I)' 3) € Ifg: Gf%,fjrg,ffg (X) >1- o, Gtg‘g,/f%,/f% (X) >1- p}| =1
! g

elde edilir.

Ornek 3.2. X =[0,) ve tim d,e € [0,1] icin T(d,e) = min{d, e} tanimlansin. TUm

)

m,n,p € X ve ¥ = 0 i¢in Gy, (¥) = olsun. Bu durumda (X, G, T)

¥+|m-n[+|n-p|+|p-m|
OGMU belirtmektedir. Baloncuk siralama yontemiyle bir listeyi siralayan bir algoritmay1

ele alalim. Bu algoritmanin ¢alisma siiresi (T,,,,)

{/erwz, eger v, w asal sayilar ise,
1, diger durumlarda

va
ile ifade edilen bir dizi tarafindan tanimlanir; burada v, w, listenin eleman sayilarini temsil
etmektedir. Bu baglamda, herhangi bir reel vy, wq sayilari i¢in Gr,, vouwowewe (¥ <
1,Gr,,, 1, v0w,(¥) < 1 kosullar tiim % > 0 ve v, w asal degerleri i¢in saglanmaktadir.

Bu durum (T,,) dizisinin vy, degerine yakmsamadigimi gdstermektedir. Bununla
birlikte, liste boyutu v, wr arttik¢a zaman karmasiklig1 (T,,,) da artar, bu da algoritmanin
performansmin biiyiik giris boyutlarinda (standart anlamda) kotiilestigini ve dizinin
raksadigimi ortaya koymaktadir. Ancak, (T,,,) istatistiksel olarak 1'e yakinsamakta olup,
bu durum analiz a¢isindan daha avantajli bir davranis sergilemektedir. Bu tiir bir yaklasim,
algoritmanin istatistiksel yakinsama 6zelliginin 6nemli oldugu belirli uygulama alanlarinda
faydali olabilir. Gergekten, bir algoritmanin istatistiksel yakinsama gostermesi, algoritmanin
girig boyutunun artisiyla birlikte belirli bir degere dogru yaklagsma egiliminde oldugunu ifade
eder. Bu durum, algoritmanin performansmin biiyiik girisler i¢in daha gilivenilir hale
geldigini gosterir. Bu 6zellik, 6zellikle belirsizlik iceren verilerle ¢alisirken, algoritmanin
genel dogrulugunu koruyarak istatistiksel hatalarm etkisini minimize eder. Istatistiksel
yakinsama, belirli bir degere yakinsamay1 garanti ettiginden, algoritmalarin biiylik veri
setlerinde daha verimli ¢aligmasimi saglar ve zamanla artan dogrulukla performans

iyilestirmelerine olanak tanir.

14



Asagidaki ornekler, lacunary istatistiksel yakinsama kavrammin, OGM uzaylarinda dizilerin

istatistiksel yakinsama kavramindan farkli oldugunu gostermektedir.

Ornek 3.3. Standart topoloji altinda verilen gercek sayilar dogrusu R iizerinde diisiinelim.
Bu durumda (R, M) OGMU belirtmektedir; burada & = &y, tUm w,v € R igin

tanimlidir. Dolayistyla, G*: R X R X R = R fonksiyonu,

g;:,y,z () = min{%x,y ), 33},2 (), %x,z (7")}

olarak tanimlandiginda OGM uzayidir. Simdi, 6, = (kf, {’g) lacunary dizisi

L = 1,liminf,_.

oy

lim inff_,c>o

kosulunu saglasm. (kfj) ve ({’gi) sirastyla (#;) ve (#,) dizilerinin f; > §;_; + 2 igin Z—fi <

j 1

1 + Ve "> jvegi=gi4+2 I(;In S <1 + Ve {) * > i kosullarinin saglayan alt

j—1 g1 8i-1

dizileri olsunlar. (%,,,) dizisini

{1, eger v, w € Ifj.gi ise,

T
v 10, diger durumlarda

sekilde tanimlansim.

Herhangi bir m reel sayisi i¢in ¥, < min{|1 — m|, |m|} olsun. Bu durumda

lim —|{(’U’ w) € Iigityy & N (30,6)}| #0

fg—>oo

olur. Diger taraftan, herhangi bir ¥, § > 0 igin

1
lim —I{(/zr w)ity, €Ne(x8),v < rw <s}=0

r,s—>0 7T
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elde edilir. Clnki 6, = (/af, fg) dizisinin yapisina gore {(fj, g,-):j,i € N} kiimesinin dogal

yogunlugu sifirdir.
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4. OLASILIKSAL G-METRIK UZAYLARDA <,-ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Tamm 4.1. (Y, G, 1) olasiliksal G-metrik uzay (OGMU) olsun. Eger V¥ > 0, p € (0,1)
{(v,w)eN%1t,, e N.(5p)}ES,

kosulu saglaniyorsa (£,,,) dizisi £ € Y’ye olasiliksal T,-yakinsaktir denir ve I,(G) —

lim, 400ty = t ile gosterilir.

Tamm 4.2. (Y, G, 1) olasiksal G-metrik uzay (OGMU) olsun. Eger V¥ > 0, p € (0,1) ve
a > 0igin

1
{(a,b) € N2 EI{U <aquw <b:t,, € N.(rp)} = a} €Sy,

veya denk olarak
d¥({(v, w): £y & Ne(x,p)}) =0

kosulu saglaniyorsa (%,,,) dizisi £ € Y’ye olasiliksal T,-istatistiksel yakmsaktir denir ve

T (@) = limy 4oty = % ile gOsterilir.

Uyan 4.1. OGMU’da her olasiliksal ¥,- yakmnsak dizi ayn1 zamanda olasiliksal T,-

istatistiksel yakinsaktir.

Onerme 4.1. (Y, G, 1), OGMU ve (£,,,) € Y dizi olsun. Eger T,  (G) — lim,, 100t s =

tve X, (G) — lim, 4400ty = 2 Olsun. Bu durumda £ = z saglanur.

Teorem 4.1. (Y, G, 1), OGMU, T, trivial olmayan uygun ideal, (£,,,), (544 ), (Wypw) €Y
diziler ve #,5,u € Y elemanlar olsun. Eger T,  (G) —lim, 40tpw =t, Ty, (G) —
limy 120080 = 5 V& Ty (G) — limy, 400y, = U saglaniyorsa, bu durumda Vo > 0

icin (Gthrszruvw (0')) dizisi G¢ s, (0) olasiliksal J,-istatistiksel yakimsaktir.
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Ispat. Herhangi o > 0, p > 0 pozitif sayilar1 icin ¢ — 2p > 0 saglansin. Bu durumda

p 30 —4p
(Gtvwﬁvw’uvw (U)) 2 Gtvw:svw:uvw (O- - p) =T (Gtvw"t"t (§) ’ Gt'ng'uvw ( ))

3
> 1 Gtvw,f,f (g) ,T (vaw,s,s (g) ) (Gs,t,uvw (0' - 5?'0))

S R (RO O ESEE).

saglanir. Bununla birlikte

3 3

> 1| Ger,pry (g),r (Gs:svw:svw (g) Qs b (a - 5?'0))

p 30—4p
(G]t,s,u (U) = (G]t,s,u (0- - p) =T (Gt,tvw,tvw (_) ) Gtvw,s,u (—)>

2 T (G't,tvw,tvw (g) T (Gs,sm‘,,sm‘, (g) T <Gu,u4,w,u4,w (g) ) Gtvw,svw,uvw (U - 2p)>>

elde edilir.

1 siirekli oldugundan, ayn1 zamanda istatistiksel siireklidir. Buna bagli olarak, d32(D) = 1

kosulunu saglayan tim v,w €D i¢in Gg, o . u,, (0 —2p) = Geg\(0) esitsizligi

saglanir. Benzer sekilde d32(€) =1 kosulunu saglayan tim «,w € E igin
towsowton (0) = Gren(0 — 2p) esitsizlii saglanir. F =D NE olsun. Bu durumda

d32(F) = 1 kosulunu saglayan tim v, w € F icin Gg,, o v, (0 —2p) = Gy, (0) Ve

(0) = Gy (0 — 2p) esitsizlikleri gecerlidir. G’nin soldan-siirekli olmasi

Low Svw Novw

nedeniyle, Vo > 0 i¢in T, (G) — limy 100 Gy, 6,0 100 (0) = Gesy(0) elde edilir.

Teorem 4.2. (Y, G, t), OGMU ve (£,,,) € Y bir dizi olsun. Bu durumda

zzst (G) - llmmwﬁwtvw - t
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olmasi igin gerek ve yeter kosul, d¥2(P) = 1 saglayan
P ={(#1,4y): #g < 1, €y < Lys1} S N2
alt kimesi igin
G — limf,g_,oot,&ffg =1
saglanmasidir.

Ispat. d52(P) = 1 saglayan

P = {(#,£5): #r < Rop1, g < Lg41} S N2

alt kiimesi almsm ve G — lim,, ., £, = ¢ saglasm. ¥ > 0ve p € (0,1) olsun. f =, ,,g >

gy, 1kEN tre, € Ne (¥, p) saglayan f; 5, g5, Meveuttur. Buradan

{(,0) EN?:£,,, € N (¥,0)} D {(£1,€,) EN%F 2 1,,8 = 8y )
elde edilir.
d32 ({(#,4,) EN%:F 21, 5,8 2 6yp)) = 1
oldugundan
d¥2({(f,0) € N%:£,,, € V. (3,p)}) =1

bulunur. Boylece T, (G) — lim, 4y ey = 2 elde edilir.
Tersine, T, (G) — lim, 4 00 4y = £ Olsun. Boylece ¥ > 0 ve p € (0,1) igin

de,({(T,8) € N*: £, € N, (x,p)}) =1
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yazilir. ¥ > 0 ve p € (0,1) igin
B(x,p) ={(,9) EN?*:£,,, € N: (¥ p)}

1

and
f9

kiimesi tamimlansm. d¥2(B(¥,p)) = 1 oldugu agiktir. Tim #,4 = 2 icin ¥, =

Py = é secildiginde

1 1 1
T (

1
2 2 Ne(

1 11 1
22 > NG 2 P RGe ) PG 2
yazilabilir. Sonug olarak
B 11 B 11 B 1 1 B 1
_— ) _—— D EEEE IS | —_—— ] ) e

elde edilir.
£,9(> 1) € N icin dSZ(B(é,é)) = 1olsun. y; = 1 almsin. d%2(B(5,3)) = 1

oldugundan tiim #, ¢ = v, i¢in

|{(’U’,/LU’) € Iy: (vr,w) € B(%,%)H o 1
Drg 2

saglayan vy, € B(%,%) ve v, > 1, meveuttur. d>2 (B(%,é)) = 1 oldugundan tim #,g = y;

icin

|{(/Lr,w) € Iiy: (v, w) € B(%,%)}l o1 1
Drg 3

saglayan p; € B(g,g) ve ny3 > 1, mevcuttur.

Benzer sekilde, d52(B (i,i)) = 1 oldugundan tim #, ¢ = v, i¢in
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|{(4r,w) € I: (vr,w) € B(%,%)H o1 1
Dt

saglayanpy, € B(i,%) ve y, > 13 mevcuttur.

1 1

mn’ mn

Bu islemler devam ettikge, 1),,, € B( ) Ve f, g = 9y, iGin

|{(4r,w) € Iy (vr,w) € B(%,%)H o1 1

bfg mn

kosulunu saglayan pozitif tam sayilarm (v,,,,,) dizisi elde edilir.
Simdi

A = {(v,w) € N2 (v, w)

€ [nllnz]}U U {(v, w) € N?: (v, w)

(m,n)eN2

1 1
€ [Dmnlnmn+1] n B(%:% }

kiimesi tanimlansin.

Bu durumda #,¢ € N iken 9,,,,, < #, ¢ < Ynnaq IGIN

|{(4r,/ur) € Ity (v, w) € B}| - |{(’V"W) € Iiy: (v, wr) € B(%'%)}l > 1 _i
bfg

bfg mn

elde edilir. d32(B) = 1 bulunur. % > 0 ve p € (0,1) almsin. % < ¥ and $ < p kosulunu
saglayan yeterince biiyiik x,y € N segilsin. f, g = v, ve f,g € B olsun. Bu durumda y,r <
f,8 < DYeny1 V& € >x, h >y saglayan e, h € N vardir. Dolayisiyla f,g € B (i,i) elde

edilir. Boylece
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1 Em(l 1) m(l 1) <N
— e — e
8= " \eh’eh “\xy’ xy ¢(%.p)

bulunur. f,g € B ve f,g =1, icin £, € N (¥, p) olur. P = {(£;,€,): £; < £iy1, 24 <

£g+1} C N2 olarak alinirsa G — limf’g_,o(ﬂ,%f{,g = £ elde edilir.

Sonug¢ 4.1. (Y,G,t), OGMU ve (%,,) €Y dizi olsun. Bu durumda %, (G) -
lim, 400ty = t olmasiigin gerek ve yeter kosul hemen hemen v ve wr igin £, = q,.,,

olacak bicimde (q,,,) dizisinin var olmasi ve G — lim,, 0 @y = £ saglanmasidir.

Simdi, olasiliksal J,-istatistiksel yakinsak bir dizi i¢cin gerekli bir kosul sunulacaktir.
Teorem 4.3. (Y, G, ©), OGMU ve (£,,,) € Y dizi olsun. Eger T, (G) — lim, 4y co i =

£ saglanirsa tim ¥ > 0 ve p € (0,1) icin

o~

o1
3, — lim — {u <av<h: Gt«m%owo%owo () >1-p, Gtvowottvw:tvw (»>1- p}|

ab—oo ab

=1

kosulunu saglayan v, = v (¥, p) Ve wy = w (¥, p) var olmasidir.

Ispat. ¥ > 0 ve p € (0,1) sayilar1 i¢i ve T’nun siirekliliginden
T(1=po,1—pp) >1—p
saglayan p, € (0,1) mevcuttur.
T (@) —limy 4y 0o tpry = T

oldugundan

d% ({(v,w) € N2 £, € %t(;—r,po)}) —1

saglanir.
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0y
B = {(v,w) € N%:¢,,, € mt(z;Po)}

kiimesi tanimlansmn. Bu durumda d>2(B) = 1 olur. B kiimesinin keyfi v, w, elemanlari

almsin. £, € 9N (g,po) oldugu agiktir. (v, w) € B igin

) g3
Gtvw’tvowo’tvowo (X) = (G]’tvw't't (E) ! G’t"tv()WO"tvowo (E) = T(l — Po> 1- pO) >1- P

yazilir. Ayn1 zamanda

¥ 2]
Gtvao,tvw,tvw (=1 Gtvowo,ft,t (E) Gty (E) >t(1—py,1—py) >1—p

bulunur. Boylece

B c {(v, w) € N?; Gty gy togung B > 1= P Gty iyt tine () > 1 — p}
elde edilir. Dolayisiyla

1

3, — a,lbiinooﬁ {u <av<h: Gtvw:tvowortvowo () >1-p, vaowwtvw'tvw (x>1- p}|
=1
yazilir.

Tanim 4.3. (Y, G, 1) olasiksal G-metrik uzay (OGMU) olsun. Eger V¥ > 0, p € (0,1) icin

432 ({(v, w):t,, & %tvkmwlw(x,p)b =0

kosulunu saglayacak ky,, L., € N mevcut ise (%,,) dizisi + € Y’ye olasiliksal T,-
istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Uyan 4.2. Eger (£,,,) dizisi OGMU’da istatistiksel Cauchy dizisi ise T,-istatistiksel
Cauchy dizisidir.
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Teorem 4.4. (Y, G, 1), OGMU ve t = (£,,,) € Y bir dizi olsun. Bu durumda, d2(P) = 1

saglayan
P ={(#;,8,): i < Fiy1, £y < Lyy1} S N2

alt kiimesi icin (£) ’nin bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda (%,,,,) dizisi 3,-istatistiksel
Cauchy dizisidir.

Ispat. d32(P) = 1 saglayan

P={lyly)ty <Py, lw <Lwi1} S N?

alt kiimesi alinsin ve ()5 bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda v» > 0, p € (0,1) icin

d32 ({(/U’, w):t,,, ¢ m%fmwgm ('K',p)}) =0

kosulunu saglayacak i, ,, 8., € N mevcuttur.
¥>0 ve p€e(01) olsun. f=¥,,, g=gy, iken £, €N.(¥p) saglayan f,,, gy,

mevcuttur. Buradan
{(v,w) e N%:£,,, € N, (%p)} 2 {(#;, ;) EN::F =T, ,,6 > 0,,}

Bu kapsam iliskisinden d>2 ({(’U’, W)y, € ‘ﬁtvf (x,p)}) = 1 elde edilir. Bdylece
¥,0 P

Way,
(£44) dizisi J3,-istatistiksel Cauchy dizisidir.
Teorem 4.5. (Y,G,t), OGMU ve t = (£,,) €Y bir dizi olsun. (%,,) dizisi J,-

istatistiksel yakinsak ise J,-istatistiksel Cauchy dizisidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, olasiliksal G-metrik uzaylar iginde ¢ift diziler igin lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanitilacak ve bu kavramin temel 6zellikleri incelenecektir. Lacunary
yakinsak ¢ift dizilerin 6zellikleri 6zetlenecek ve bu yakmsaklik tiirii i¢in olasiliksal G-metrik
uzaylarda gerekli (ancak yeterli olmayan) bir kosul sunulacaktir. Ayrica, olasilikli
genellestirilmis metrik uzaylarda ¢ift diziler igin J,-istatistiksel yakmsaklik ve J3,-
istatistiksel Cauchy kavramlar1 tanimlanacak ve bu kavramlarin temel 0Ozellikleri,
aralarindaki iliskiler dahil olmak tizere detayl bir sekilde analiz edilecektir. Bu ¢alisma,
olasiliksal G-metrik uzaylarda ¢ift diziler igin yakinsaklik analizine katki saglarken, bu yeni
kavramlarin daha genis matematiksel yapilarin anlasilmasi ve uygulanabilirligine 151k

tutmay1 amaglamaktadir.
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