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Bu tez çalışmasında, olasılıksal G-metrik uzaylarda (O𝔾MU) çift diziler için lacunary 

istatistiksel yakınsama kavramı sunulmaktadır. Belirtilen uzaylarda, lacunary istatistiksel 

yakınsayan çift dizilerin temel özellikleri özetlenmiş ve lacunary yakınsama için gerekli 

(ancak yeterli olmayan) bir koşul verilmiştir. Ayrıca, bu yeni kavramın pratik uygulamasını 

göstermek amacıyla çeşitli örnekler sunulmuştur. O𝔾M uzaylarda çift diziler için, ℑ2-

yakınsaklık, ℑ2-istatistiksel yakınsaklık ve ℑ2-istatistiksel Cauchy kavramları tanımlanmış 

ve bu kavramların temel özellikleri ile aralarındaki ilişkiler incelenmiştir. 
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sufficient) condition for lacunary convergence is provided. Additionally, various examples 

are given to illustrate the practical application of this new concept. In probabilistic G-metric 
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1. GİRİŞ 

 

Matematiğin temel kavramlarından biri olan dizilerin yakınsaklığı, sadece yakınsaklık 

koşulunu sağlayan dizilerle ilgili değildir; aynı zamanda bu koşulu karşılamayan dizilerin de 

matematiksel olarak incelenmesi büyük bir öneme sahiptir. Yakınsaklık şartını sağlamayan 

ancak belirli şartlar altında yakınsaklıkla ilişkilendirilebilen diziler, farklı yakınsaklık 

türlerinin gelişmesine yol açmıştır. 

 

Yakınsaklık kavramına önemli bir boyut kazandıran bir diğer önemli kavram ise istatistiksel 

yakınsaklıktır. Pozitif doğal sayıların doğal yoğunluğu esas alınarak, istatistiksel yakınsama 

ilk kez 1951 yılında Fast tarafından tanımlanmıştır (Fast, 1951). Reel ve kompleks sayılarla 

ilgili dizilerde istatistiksel yakınsaklıkla ilgili pek çok özellik incelenmiştir (Schoenberg, 

1959; Fridy, 1985). İstatistiksel yakınsaklık kavramının çift dizilere uygulanması, ilk defa 

Mursaleen ve Edely (2003) tarafından gerçekleştirilmiştir. 

 

Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizi kavramını kullanarak istatistiksel yakınsaklıkla önemli 

ilişkiler taşıyan ve yakınsaklık teorisinde önemli bir yer tutan lacunary istatistiksel 

yakınsaklık kavramını tanımlamışlardır. Bu çalışmada, başta istatistiksel yakınsaklık olmak 

üzere, diğer toplanabilirlik yöntemleri ile lacunary istatistiksel yakınsaklık arasındaki 

ilişkiler incelenmiştir. Ayrıca, Fridy ve Orhan (1993) başka bir çalışmalarında, reel sayılar 

dizileri için Cauchy kriterinin lacunary istatistiksel karşılığını tanımlamışlar ve bu kavram 

ile lacunary istatistiksel yakınsaklık arasındaki ilişkiyi araştırmışlardır. Bunun yanı sıra, 

lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin toplanabilirlik özelliklerini de incelemişlerdir. Çakan 

vd. (2009), çift lacunary yoğunluğunu incelemiş ve çift dizilerin istatistiksel ve lacunary 

istatistiksel yakınsaklıkları arasındaki ilişkiyi araştırmıştır. 

 

Kostyrko vd. (2000-2001), istatistiksel yakınsamanın genel bir versiyonu olarak ℑ-

yakınsaklık kavramını tanımlamışlardır. Das vd. (2008), bu fikri bir metrik uzayda çift 

dizilerle uyarlamış ve bu yakınsama biçiminin çeşitli temel özelliklerini incelemiştir. Bu 

temel üzerinde Das vd. (2011), kavramı daha da geliştirmiş ve ℑ-istatistiksel yakınsama 

olarak evrimleştirmiştir. Bu alanda, özellikle Dündar ve Altay’ın (2014) çalışmalarının yanı 

sıra birçok araştırmacı da bu kavramı ve uygulamalarını incelemiştir. 
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Gähler (1963), 2-metrik uzaylar kavramını incelemiş ve 2-metriklerin sıradan bir metrik 

uzayın doğal bir genellemesi olduğunu öne sürmüştür (daha ayrıntılı sonuçlar için (Cho vd., 

2001; Freese ve Cho, 2001) çalışmalara bakılabilir). Ancak bazı araştırmacılar, 2-metrik 

uzaylar ile sıradan metrik uzaylar arasında anlamlı bir ilişki bulunmadığını belirtmişlerdir 

(Ha vd., 1988). Daha sonra Dhage (1992), D-metrik uzaylar adı verilen yeni bir 

genelleştirilmiş metrik sınıfı tanıtmıştır. Ancak Mustafa ve Sims’in (2003), çalışmalarında 

vurgulandığı gibi, 𝐷-metrik de bazı sınırlamalara sahiptir. Son olarak, Mustafa ve Sims 

2006), genelleştirilmiş metrik uzaylar veya 𝐺-metrik uzaylar olarak adlandırılan yeni bir 

metrik uzay sınıfı tanıtmışlar ve 𝐺-metriklerin, doğal metrik uzayların bir genellemesi 

olduğunu ispatlamışlardır. 

 

Diğer yandan, Menger (1942), metrik uzayın bir genellemesi olarak olasılıksal metrik uzay 

kavramını tanıtmıştır. Metrik uzayların bu olasılıksal genellemesi, fiziksel niceliklerin ve 

fizyolojik eşiklerin incelenmesi için oldukça uygun bir yaklaşım olarak görülmektedir. Bir 

olasılıksal metrik uzay, herhangi iki nokta arasındaki "mesafe"nin bir olasılık dağılım 

fonksiyonu olarak tanımlandığı bir uzaydır. Bu yaklaşım, iki nokta 𝑢 ve 𝑣 arasındaki 

mesafeyi bir reel sayı yerine dağılım fonksiyonu 𝐹𝑢𝑣 ile tanımlamayı içermektedir. 

Fonksiyonun 𝑡 > 0 için 𝐹𝑢𝑣(𝑡) değeri, 𝑢 ve 𝑣 arasındaki mesafenin 𝑡’den küçük olma 

olasılığını ifade eder. Bu uzaylar, sıradan bir metrik uzayda sağlanan aksiyomlara benzer 

aksiyomları karşılamak üzere tasarlanmıştır. Ancak, üçgen eşitsizliği konusu bazı 

tartışmalara yol açmıştır. Menger’in üçgen eşitsizliği ilk olarak Wald (1943) tarafından 

sorgulanmış ve Menger’in formülünün yerine konulacak zarif bir alternatif önerilmiştir. 

Bununla birlikte, Schweizer ve Sklar (1960) Wald’ın eşitsizliğinin sınırlayıcı olduğuna dair 

yeterli gerekçeyi sunarak, Menger’in üçgen eşitsizliğine dönmüş ve onu hafif bir biçimde 

modifiye etmiştir. 

 

Menger'in bu öncü çalışmasından sonra, Schwiezer ve Sklar (1960), Schwiezer vd. (1960), 

Tardiff (1976), Thorp (1962) gibi araştırmacılar, olasılıksal metrik uzayların gelişimine 

önemli katkılar sunmuşlardır. Bu alandaki daha ayrıntılı bilgiler için, Schwiezer ve Sklar 

(1983) tarafından yayımlanan eser önerilmektedir. 
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Zhou ve çalışma arkadaşları (2014), Menger olasılıksal metrik uzaylarını genelleştirerek 

literatüre Menger olasılıksal 𝔾-metrik uzaylarını (kısaca O𝔾MU) kazandırmış ve bu yapıyı 

aşağıdaki şekilde tanımlamışlardır. 

 

2008 yılında, Şençimen ve Pehlivan (2008) güçlü topolojiyle donatılmış olasılıksal metrik 

uzayda istatistiksel yakınsak dizi ve istatistiksel Cauchy dizisi kavramlarını tanıtmışlardır. 

 

Bu tez çalışmasında, olasılıklıksal 𝐺-metrik uzaylar içinde çift diziler için lacunary 

istatistiksel yakınsaklık kavramı sunulacak ve bu kavramın temel özellikleri ele alınacaktır. 

Lacunary yakınsak çift dizilerin özellikleri özetlenecek ve olasılıksal 𝐺-metrik uzaylarda 

lacunary yakınsaklık için gerekli (ancak yeterli olmayan) bir koşul verilecektir. Olasılıklı 

genelleştirilmiş metrik uzaylarda çift diziler için ℑ2-istatistiksel yakınsaklık ve ℑ2-

istatistiksel Cauchy kavramları ortaya konulacak ve bu kavramların temel özellikleri, 

aralarındaki ilişkiler dahil olmak üzere incelenecektir. 
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2. TANIMLAR VE KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde temel tanım, teorem, vb. kavramlara yer verilmiştir. 

 

 

 

Tanım 1.1. 𝕐, boş olmayan bir küme; 𝔾, 𝕐 × 𝕐 × 𝕐 kümesinden 𝒟+ kümesine değer alan 

bir fonksiyon ve 𝜏, sürekli bir 𝜎-norm olsun. Bu bağlamda, her 𝕗, 𝕘, 𝕙 ∈ 𝕐 için aşağıdaki 

koşullar sağlanır: 

1. 𝔾(𝕗,𝕘,𝕙)(𝜎) = 1  eşitliği yalnızca 𝕗 = 𝕘 = 𝕙 olması durumunda ve 𝜎 > 0 için 

geçerlidir; 

2. 𝔾(𝕗,𝕗,𝕘)(𝜎) ≥ 𝔾(𝕗,𝕘,𝕙)(𝜎) eşitsizliği her 𝕗, 𝕘 için 𝕙 ≠ 𝕘, 𝜎 > 0 olması durumunda 

sağlanır; 

3. 𝔾(𝕗,𝕘,𝕙)(𝜎) = 𝔾(𝕘,𝕗,𝕙)(𝜎) = 𝔾(𝕙,𝕗,𝕘)(𝜎) = ⋯ (𝕗, 𝕘, 𝕙 ∈ 𝕐 için simetri özelliği); 

4. 𝔾(𝕗,𝕘,𝕙)(𝑚 + 𝑛) ≥ 𝜏 (𝔾(𝕗,𝑧,𝑧)(𝑚), 𝔾(𝑧,𝕘,𝕙)(𝑛)) , ∀𝕗, 𝕘, 𝕙, 𝑧 ∈ 𝑋 and 𝑚, 𝑛 ≥ 0. 

eşitsizliği her 𝕗, 𝕘, 𝕙, 𝑧 ∈ 𝕐 için ve 𝑚, 𝑛 ≥ 0 için sağlanır. 

Bu koşullar altında (𝕐, 𝔾, τ) Menger olasılıksal G-metrik uzayı olarak adlandırılır ve kısaca 

O𝔾MU şeklinde ifade edilir. 

Bunun yanı sıra, 𝓉 ∈ 𝕐, ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) olmak üzere, 𝑎0’ın (ɤ, 𝜌)-komşuluğu 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌) 

ile gösterilir ve şu şekilde tanımlanır: 

 

𝔑𝓉(ɤ, 𝜌) = {𝑞 ∈ 𝕐: 𝒢(𝓉,𝑞,𝑞)(ɤ) > 1 − 𝜌, 𝒢(𝑞,𝓉,𝓉)(ɤ) > 1 − 𝜌}. 
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3. OLASILIKSAL G-METRİK UZAYLARDA LACUNARY 

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

 

Dizi yakınsaklık kavramlarının topolojik uzayların yapısal özelliklerini incelemedeki 

belirleyici rolü ve olasılıksal 𝔾-metrik uzaylarının topolojik nitelikleri üzerine yapılan sınırlı 

çalışmalar dikkate alındığında, bu bölüm, olasılıksal G-metrik uzaylar bağlamında lacunary 

istatistiksel yakınsaklık kavramını tanıtmayı ve derinlemesine incelemeyi hedeflemektedir. 

 

Tanım 3.1. (𝕐, 𝔾, τ) olasılıksal 𝔾-metrik uzay (O𝔾MU) olsun. Eğer ∀ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) 

için 

 

lim
𝔣,𝔤→∞

 
1

𝔥𝔣𝔤

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}| = 0, 

 

veya denk olarak 

 

𝑑𝜃2
({(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}) = 0 

 

koşulu sağlanıyorsa (𝓉𝓋𝓌) dizisi 𝓉 ∈ 𝕐’ye olasılıksal lacunary istatistiksel yakınsaktır denir 

ve 𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 ile gösterilir. 

 

Uyarı 3.1. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve (𝓉𝓋𝓌) ∈ 𝕐 bir dizi olsun. Eğer (𝓉𝓋𝓌) dizisi 𝓉 ∈ 𝕐’ye 

olasılıksal yakınsak ise 𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 sağlanır. 

Eğer 𝜃2 = (𝓀𝔣, ℓ𝔤) lacunary dizisi 

 

lim inf𝔣→∞  
𝓀𝔣

𝓀𝔣−1
> 1, lim inf𝔤→∞  

ℓ𝔤

ℓ𝔤−1
> 1 

 

koşullarını sağlıyorsa 𝑆𝑡(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 ise 𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 

sağlanır. 

 

Önerme 3.1. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve 𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 ve 𝑆𝑡𝜃2

(𝔾) −

𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓏 olsun. Bu durumda 𝓉 = 𝓏 sağlanır. 
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Teorem 3.1. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve (𝓉𝓋𝓌), (𝔰𝓋𝓌), (𝔲𝓋𝓌) ∈ 𝕐 diziler ve 𝓉, 𝔰, 𝔲 ∈ 𝕐 elemanlar 

olsun. Eğer 𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) − lim𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉, 𝑆𝑡𝜃2

(𝔾) − lim𝓋,𝓌→∞𝔰𝓋𝓌 = 𝔰 ve 𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) −

lim𝓋,𝓌→∞  𝔲𝓋𝓌 = 𝔲 sağlanıyorsa, bu durumda ∀𝜎 > 0 için (𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎)) dizisi 

𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎) olasılıksal lacunary istatistiksel yakınsaktır. 

 

İspat. Herhangi 𝜎 > 0, 𝜌 > 0 sayıları için 𝜎 − 2𝜌 > 0 sağlansın. Bu durumda 

 

(𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎)) ≥ 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(𝜎 − 𝜌) ≥ τ (𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉,𝓉 (
𝜌

3
) , 𝔾𝓉,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(
3𝜎 − 4𝜌

3
))

≥ τ (𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉,𝓉 (
𝜌

3
) , τ (𝔾𝔰𝓋𝓌 ,𝔰,𝔰 (

𝜌

3
) , 𝔾𝔰,𝓉,𝔲𝓋𝓌

(𝜎 −
5𝜌

3
)))

≥ τ (𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉,𝓉 (
𝜌

3
) , τ (𝔾𝔰𝓋𝓌 ,𝔰,𝔰 (

𝜌

3
) , τ (𝔾𝔲𝓋𝓌 ,𝔲,𝔲 (

𝜌

3
) , 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎 − 2𝜌)))) 

 

sağlanır. Bununla birlikte 

 

𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎) ≥ 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎 − 𝜌) ≥ τ (𝔾𝓉,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌
(

𝜌

3
) , 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰,𝔲 (

3𝜎 − 4𝜌

3
))

≥ τ (𝔾𝓉,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌
(

𝜌

3
) , τ (𝔾𝔰,𝔰𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌

(
𝜌

3
) , 𝔾𝔰𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌 ,𝔲 (𝜎 −

5𝜌

3
)))

≥ τ (𝔾𝓉,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌
(

𝜌

3
) , τ (𝔾𝔰,𝔰𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌

(
𝜌

3
) , τ (𝔾𝔲,𝔲𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(
𝜌

3
) , 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(𝜎 − 2𝜌)))) 

 

elde edilir. 

τ sürekli olduğundan, aynı zamanda istatistiksel süreklidir. Buna bağlı olarak, 𝑑𝜃2
(𝒟) = 1 

koşulunu sağlayan tüm 𝓋, 𝓌 ∈ 𝒟 için 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎 − 2𝜌) ≥ 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎) eşitsizliği 

sağlanır. Benzer şekilde 𝑑𝜃2
(ℰ) = 1 koşulunu sağlayan tüm 𝓋, 𝓌 ∈ ℰ için 

𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎) ≥ 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎 − 2𝜌) eşitsizliği sağlanır. ℱ = 𝒟 ∩ ℰ olsun. Bu durumda 

𝑑𝜃2
(ℱ) = 1 koşulunu sağlayan tüm 𝓋, 𝓌 ∈ ℱ için 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(𝜎 − 2𝜌) ≥ 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎) ve 
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𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎) ≥ 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎 − 2𝜌) eşitsizlikleri geçerlidir. 𝔾’nin soldan-sürekli olması 

nedeniyle, ∀𝜎 > 0 için 𝑆𝑡𝜃2
−lim𝓋,𝓌→∞  𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(𝜎) = 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎) elde edilir. 

 

Teorem 3.2. (𝓉𝓋𝓌), (𝕐, 𝔾, τ) O𝔾MU’da bir dizi ve 𝜃2
′̂ = (𝓀𝔣̂, ℓ𝔤̂) dizisi 𝜃2 = (𝓀𝔣, ℓ𝔤) 

dizisinin 𝔣, 𝔤 ∈ ℕ için 𝐼𝔣,𝔤 = {(𝓀, ℓ): 𝓀𝔣−1 < 𝓀 ≤ 𝓀𝔣 &ℓ𝔤−1 < ℓ ≤ ℓ𝔤} ve 𝐼𝔣,𝔤̂ =

{(𝓀̂, ℓ̂): 𝓀𝔣−1̂ < 𝓀̂ ≤ 𝓀𝔣̂ &ℓ𝔤−1̂ < ℓ̂ ≤ ℓ𝔤̂} koşullarını sağlayan bir lacunary inceltilmişi 

olsun. 𝔣 = ℎ(𝜛), 𝔤 = ℎ(𝜁) olacak biçimde ℎ: ℕ ⟶ ℕ fonksiyonu tanımlansın. Eğer 𝐼𝜛,𝜁̂ ⊂

𝐼𝔣,𝔤 için 
|𝐼𝜛,𝜁̂|

|𝐼𝔣,𝔤|
≥ 𝜑 koşulunu sağlayan 𝜑 > 0 sayısı mevcutsa, bu durumda 𝓉𝓋𝓌 →

𝓉(𝑆O𝔾MU
𝜃2 ) ⟹  𝓉𝓋𝓌 → 𝓉 (𝑆O𝔾MU

𝜃2
′̂

) elde edilir. 

 

İspat. 𝓉𝓋𝓌 → 𝓉(𝑆O𝔾MU
𝜃2 ) olsun ve ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) alınsın. Bu durumda 

 

1

|𝐼𝜛,𝜁̂|
|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣,𝔤̂: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}|

= (
|𝐼𝔣,𝔤|

|𝐼𝜛,𝜁̂|
) (

1

|𝐼𝔣,𝔤|
) |{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}|

≤
1

𝜑
(

1

|𝐼𝔣,𝔤|
) |{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}| 

 

olur. Böylece 

 

1

|𝐼𝔣,𝔤|
|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}| ≥ (

𝜑

|𝐼𝜛,𝜁̂|
) |{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣,𝔤̂: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}| 

 

elde edilir. 𝓉𝓋𝓌 → 𝓉(𝑆O𝔾MU
𝜃2 ) olduğundan 

 

lim
𝔣,𝔤→∞

 
1

|𝐼𝔣,𝔤|
|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}| = 0 

 

yazılır. Bununla birlikte 𝜑 > 0 ve 𝔣 = ℎ(𝜛), 𝔤 = ℎ(𝜁) için 
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lim
𝜛,𝜁→∞

 
1

|𝐼𝜛,𝜁̂|
|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}| = 0 

 

bulunur. Böylece 𝓉𝓋𝓌 → 𝓉 (𝑆O𝔾MU

𝜃2
′̂

) elde edilir. 

 

Teorem 3.3. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve (𝓉𝓋𝓌) ∈ 𝕐 bir dizi olsun. Bu durumda 

 

𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 

 

olması için gerek ve yeter koşul, 𝑑𝜃2
(𝒫) = 1 sağlayan 

 

𝒫 = {(𝓀𝔣, ℓ𝔤): 𝓀𝔣 < 𝓀𝔣+1, ℓ𝔤 < ℓ𝔤+1} ⊆ ℕ2 

 

alt kümesi için 

𝔾 − lim𝔣,𝔤→∞𝓉𝓀𝔣ℓ𝔤
= 𝓉 

 

sağlanmasıdır. 

 

İspat. 𝑑𝜃2
(𝒫) = 1 sağlayan 

 

𝒫 = {(𝓀𝔣, ℓ𝔤): 𝓀𝔣 < 𝓀𝔣+1, ℓ𝔤 < ℓ𝔤+1} ⊆ ℕ2 

 

alt kümesi alınsın ve 𝔾 − lim𝑛→∞  𝓉𝓀𝔣ℓ𝔤
= 𝓉 sağlasın. ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) olsun. 𝔣 ≥ 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤 ≥

𝔤ɤ,𝜌 iken 𝓉𝓀𝔣ℓ𝔤
∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌) sağlayan 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤ɤ,𝜌 mevcuttur. Buradan 

 

{(𝔣, 𝔤) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)} ⊃ {(𝓀𝔣, ℓ𝔤) ∈ ℕ2: 𝔣 ≥ 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤 ≥ 𝔤ɤ,𝜌} 

 

elde edilir. 

 

𝑑𝜃2
({(𝓀𝔣, ℓ𝔤) ∈ ℕ2: 𝔣 ≥ 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤 ≥ 𝔤ɤ,𝜌}) = 1 

 

olduğundan 
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𝑑𝜃2
({(𝔣, 𝔤) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}) = 1 

 

bulunur. Böylece 𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 elde edilir. 

Tersine, 𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 olsun. Böylece ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) için 

 

𝑑𝜃2
({(𝔣, 𝔤) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}) = 1 

 

yazılır. ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) için 

 

𝐵(ɤ, 𝜌) = {(𝔣, 𝔤) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)} 

 

kümesi tanımlansın. 𝑑𝜃2
(𝐵(ɤ, 𝜌)) = 1 olduğu açıktır. Tüm 𝒻, ℊ ≥ 2 için ɤ𝒻ℊ =

1

𝒻ℊ
 and 

𝜌𝒻ℊ =
1

𝒻ℊ
 seçildiğinde 

 

𝔑𝓉(
1

2
,
1

2
) ⊃ 𝔑𝓉(

1

3
,
1

3
) ⊃ ⋯ ⊃ 𝔑𝓉(

1

𝒻ℊ
,

1

𝒻ℊ
) ⊃ 𝔑𝓉(

1

𝒻ℊ + 1
,

1

𝒻ℊ + 1
) ⊃ ⋯ 

 

yazılabilir. Sonuç olarak 

 

𝐵(
1

2
,
1

2
) ⊃ 𝐵(

1

3
,
1

3
) ⊃ ⋯ ⊃ 𝐵(

1

𝒻ℊ
,

1

𝒻ℊ
) ⊃ 𝐵(

1

𝒻ℊ + 1
,

1

𝒻ℊ + 1
) ⊃ ⋯ 

 

elde edilir. 

𝒻, ℊ(> 1) ∈ ℕ için 𝑑𝜃2
(𝐵(

1

𝒻ℊ
,

1

𝒻ℊ
)) = 1 olsun. 𝔶1 = 1 alınsın. 𝑑𝜃2

(𝐵(
1

2
,

1

2
)) = 1 olduğundan 

tüm 𝒻, ℊ ≥ 𝔶2 için 

 

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵(
1
2 ,

1
2)}|

𝔥𝔣𝔤
> 1 −

1

2
 

 

sağlayan 𝔶2 ∈ 𝐵(
1

2
,

1

2
) ve 𝔶2 > 𝔶1 mevcuttur. 𝑑𝜃2

(𝐵(
1

3
,

1

3
)) = 1 olduğundan tüm 𝒻, ℊ ≥ 𝔶3 

için 
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|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵(
1
3 ,

1
3)}|

𝔥𝔣𝔤
> 1 −

1

3
 

 

sağlayan 𝔶3 ∈ 𝐵(
1

3
,

1

3
) ve 𝔶3 > 𝔶2 mevcuttur. Benzer şekilde, 𝑑𝜃2

(𝐵(
1

4
,

1

4
)) = 1 olduğundan 

tüm 𝒻, ℊ ≥ 𝔶4 için 

 

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵(
1
4 ,

1
4)}|

𝔥𝔣𝔤
> 1 −

1

4
 

 

sağlayan 𝔶4 ∈ 𝐵(
1

4
,

1

43
) ve 𝔶4 > 𝔶3 mevcuttur.  

Bu işlemler devam ettikçe, 𝔶𝑚𝑛 ∈ 𝐵(
1

𝑚𝑛
,

1

𝑚𝑛
) ve 𝔣, 𝔤 ≥ 𝔶𝑚𝑛 için 

 

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵(
1
4

,
1
4

)}|

𝔥𝔣𝔤
> 1 −

1

𝑚𝑛
 

 

koşulunu sağlayan pozitif tam sayıların (𝔶𝑚𝑛) dizisi elde edilir. 

Şimdi 

 

𝐴 = {(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: (𝓋, 𝓌)

∈ [𝔶1, 𝔶2]} ⋃  { ⋃  

(𝑚,𝑛)∈ℕ2

  {(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: (𝓋, 𝓌)

∈ [𝔶𝑚𝑛 , 𝔶𝑚𝑛+1] ∩ 𝐵(
1

𝑚𝑛
,

1

𝑚𝑛
)}} 

 

kümesi tanımlansın. 

Bu durumda 𝒻, ℊ ∈ ℕ iken 𝔶𝑚𝑛 ≤ 𝒻, ℊ < 𝔶𝑚𝑛+1 için 

 

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵}|

𝔥𝔣𝔤
≥

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵(
1

𝑚𝑛 ,
1

𝑚𝑛)}|

𝔥𝔣𝔤
≥ 1 −

1

𝑚𝑛
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elde edilir. 𝑑𝜃2
(𝐵) = 1 bulunur. ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) alınsın. 

1

𝑥𝑦
< ɤ and 

1

𝑥𝑦
< 𝜌 koşulunu 

sağlayan yeterince büyük 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ seçilsin. 𝔣, 𝔤 ≥ 𝔶𝑥𝑦 ve 𝔣, 𝔤 ∈ 𝐵 olsun. Bu durumda 𝔶𝑒𝑓 ≤

𝔣, 𝔤 < 𝔶𝑒ℎ+1 ve 𝑒 > 𝑥, ℎ > 𝑦 sağlayan 𝑒, ℎ ∈ ℕ vardır. Dolayısıyla 𝔣, 𝔤 ∈ 𝐵 (
1

𝑒ℎ
,

1

𝑒ℎ
) elde 

edilir. Böylece 

 

 𝓉𝔣,𝔤 ∈ 𝔑𝓉 (
1

𝑒ℎ
,

1

𝑒ℎ
) ⊂ 𝔑𝓉 (

1

𝑥𝑦
,

1

𝑥𝑦
) ⊂ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌) 

 

bulunur. 𝔣, 𝔤 ∈ B ve 𝔣, 𝔤 ≥ 𝔶𝑥𝑦 için  𝓉𝔣,𝔤 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌) olur. 𝒫 = {(𝓀𝔣, ℓ𝔤): 𝓀𝔣 < 𝓀𝔣+1, ℓ𝔤 <

ℓ𝔤+1} ⊆ ℕ2 olarak alınırsa 𝔾 − lim𝔣,𝔤→∞𝓉𝓀𝔣ℓ𝔤
= 𝓉 elde edilmiş olur. 

 

Sonuç 3.2. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve (𝓉𝓋𝓌) ∈ 𝕐 dizi olsun. Bu durumda 𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) −

lim𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 olması için gerek ve yeter koşul hemen hemen 𝓋 ve 𝓌 için 𝓉𝓋𝓌 = 𝑞𝓋𝓌 

olacak biçimde (𝑞𝓋𝓌) dizisinin var olması ve 𝔾 − lim𝓋,𝓌→∞  𝑞𝓋𝓌 = 𝓉 sağlanmasıdır. 

 

Şimdi, olasılıksal lacunary istatistiksel yakınsak bir dizi için gerekli bir koşul sunulacaktır. 

Teorem 3.4. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve (𝓉𝓋𝓌) ∈ 𝕐 dizi olsun. Eğer 𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 =

𝓉 sağlanırsa tüm ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) için 

 

lim
𝔣,𝔤→∞

 
1

𝔥𝔣𝔤

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋0𝓌0
(ɤ) > 1 − 𝜌, 𝔾𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌

(ɤ) > 1 − 𝜌}| = 1 

 

koşulunu sağlayan 𝓋0 = 𝓋0(ɤ, 𝜌) ve 𝓌0 = 𝓌0(ɤ, 𝜌) var olmasıdır. 

 

İspat. ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) sayıları içi ve τ’nun sürekliliğinden 

 

τ(1 − 𝜌0, 1 − 𝜌0) > 1 − 𝜌 

 

sağlayan 𝜌0 ∈ (0,1) mevcuttur. 

 

𝑆𝑡𝜃2
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 

olduğundan 
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𝑑𝜃2
({(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(

ɤ

2
, 𝜌0)}) = 1 

 

yazılır. 

 

𝐵 = {(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(
ɤ

2
, 𝜌0)} 

 

kümesi tanımlansın. Bu durumda 𝑑𝜃2
(𝐵) = 1 olur. 𝐵 kümesinin keyfi 𝓋0, 𝓌0 elemanları 

alınsın. 𝓉𝓋0𝓌0
∈ 𝔑𝓉(

ɤ

2
, 𝜌0) olduğu açıktır. (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵 için 

 

𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋0𝓌0
(ɤ) ≥ τ (𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉,𝓉 (

ɤ

2
) , 𝔾𝓉,𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋0𝓌0

(
ɤ

2
)) ≥ τ(1 − 𝜌0, 1 − 𝜌0) > 1 − 𝜌 

 

yazılır. Aynı zamanda 

 

𝔾𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌
(ɤ) ≥ τ (𝔾𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉,𝓉 (

ɤ

2
) , 𝔾𝓉,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌

(
ɤ

2
)) ≥ τ(1 − 𝜌0, 1 − 𝜌0) > 1 − 𝜌 

 

bulunur. Böylece 

 

𝐵 ⊂ {(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋0𝓌0
(ɤ) > 1 − 𝜌, 𝔾𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌

(ɤ) > 1 − 𝜌} 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

lim
𝔣,𝔤→∞

 
1

𝔥𝔣𝔤

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋0𝓌0
(ɤ) > 1 − 𝜌, 𝔾𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌

(ɤ) > 1 − 𝜌}| = 1 

 

yazılır. 

 

Takip eden örnek, Teorem 3.4'te belirtilen koşulun yeterli olmadığını kanıtlamaktadır. 
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Örnek 3.1. 𝓀0 = 0, 𝓀𝔣 =
𝔣

𝔣+1
, ℓ0 = 0, ℓ𝔤 =

𝔤

𝔤+1
, ∀𝔣, 𝔤 ≥ 1 olsun. ℍ ve 𝔻 dağılım 

fonksiyonları 

ℍ(ɤ) = {
0, eğer ɤ ≤ 0 ise,
1, eğer ɤ > 0 ise

 

ve 𝔻 dağılım fonksiyonu 

 

𝔻(ɤ) = {
0, eğer ɤ ≤ 0 ise

1 − 𝑒−ɤ, eğer ɤ > 0 ise
 

 

olarak tanımlansın. Bununla birlikte, ɤ > 0  için 𝔻(ɤ/0) = 𝔻(∞) = 1 ve 𝔻(0/0) = 0 

olarak kabul edilsin. Aynı zamanda ɤ > 0  için 𝔾: (0,1) × (0,1) × (0,1) → ℝ+ olmak üzere 

 

𝔾m,n,p(ɤ) = {
ℍ(ɤ), eğer 𝑚 = 𝑛 = 𝑝 ise,

𝔻 (
ɤ

|𝑚 − 𝑛| + |𝑛 − 𝑝| + |𝑝 − 𝑚|
) , diğer durumlarda

 

 

fonksiyonu ortaya konulsun. Bu durumda, T, minimum üçgen fonksiyonu olmak üzere 

((0,1), 𝔾, T), O𝔾MU belirtmektedir. (𝓉𝓋𝓌) dizisi 

 

(𝓉𝓋𝓌) = {
𝓋𝓌, eğer 𝓋, 𝓌 tam kare ise

1/4𝓋𝓌, diğer durumlarda
 

 

şeklinde belirlensin. (𝓉𝓋𝓌) dizisinin hiçbir alt dizisi yakınsak olmadığından, (𝓉𝓋𝓌) dizisi 

de istatistiksel yakınsak değildir. Şimdi ise, (𝓉𝓋𝓌) dizisinin teoremde belirlenen koşulları 

sağladığı gösterilsin. 𝜌 ∈ (0,1) ve ɤ > 0 olsun. 𝒯, 𝒮 pozitif tamsayısı 𝑒−𝒯𝒮 < 𝜌 koşulunu 

sağlasın. 𝔶, 𝔷 tam kare olmayan pozitif tamsayı olsun. Bu durumda 

 

𝔾𝔶𝔷,𝒯𝒮,𝒯𝒮 (ɤ) = 1 − 𝑒−ɤ/2|𝓉𝔶𝔷−𝓉𝒯𝒮 | = 1 − 𝑒−ɤ/2|1/𝔶𝔷−1/𝒯𝒮| ≥ 1 − 𝑒−𝒯𝒮 > 1 − 𝜌 

 

elde edilir. Benzer şekilde 𝔾𝒯𝒮,𝒯𝒮,𝔶𝔷(ɤ) > 1 − 𝜌 bulunur. Bu durumda 

 

{(𝔶, 𝔷) ∈ ℕ2: 𝔾𝓉𝔶𝔷,𝓉𝒯𝒮 ,𝓉𝒯𝒮
(ɤ) > 1 − 𝜌, 𝔾𝓉𝒯𝒮 ,𝓉𝔶𝔷,𝓉𝔶𝔷

(ɤ) > 1 − 𝜌}

⊇ {(𝔶, 𝔷) ∈ ℕ2: 𝔶, 𝔷 tam kare değil} 
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olur. Sonuç olarak 

 

lim
𝔣,𝔤→∞

 
1

𝔥𝔣𝔤

|{(𝔶, 𝔷) ∈ 𝐼𝔣𝔤: 𝔾𝓉𝔶𝔷,𝓉𝒯𝒮 ,𝓉𝒯𝒮
(ɤ) > 1 − 𝜌, 𝔾𝓉𝒯𝒮 ,𝓉𝔶𝔷,𝓉𝔶𝔷

(ɤ) > 1 − 𝜌}| = 1 

 

elde edilir. 

 

Örnek 3.2. 𝒳 = [0, ∞) ve tüm 𝒹, ℯ ∈ [0,1] için 𝒯(𝒹, ℯ) = min{𝒹, ℯ} tanımlansın. Tüm 

𝑚, 𝑛, 𝑝 ∈ 𝒳 ve ɤ ≥ 0 için 𝔾𝑚,𝑛,𝑝(ɤ) =
ɤ

ɤ+|𝑚−𝑛|+|𝑛−𝑝|+|𝑝−𝑚|
 olsun. Bu durumda (𝒳, 𝔾, T) 

O𝔾MU belirtmektedir. Baloncuk sıralama yöntemiyle bir listeyi sıralayan bir algoritmayı 

ele alalım. Bu algoritmanın çalışma süresi (𝑇𝓋𝓌) 

 

𝑇𝓋𝓌 = {
𝓋2𝓌2, eğer 𝓋, 𝓌 asal sayılar ise,

1, diğer durumlarda
 

 

ile ifade edilen bir dizi tarafından tanımlanır; burada 𝓋, 𝓌, listenin eleman sayılarını temsil 

etmektedir. Bu bağlamda, herhangi bir reel 𝓋0, 𝓌0 sayıları için 𝔾𝑇𝓋𝓌 ,𝓋0𝓌0 ,𝓋0𝓌0
(ɤ) <

1, 𝔾𝑇𝓋𝓌 ,𝑇𝓋𝓌 ,𝓋0𝓌0
(ɤ) < 1 koşulları tüm ɤ ≥ 0 ve 𝓋, 𝓌 asal değerleri için sağlanmaktadır. 

Bu durum (𝑇𝓋𝓌) dizisinin 𝓋0𝓌0 değerine yakınsamadığını göstermektedir. Bununla 

birlikte, liste boyutu 𝓋, 𝓌 arttıkça zaman karmaşıklığı (𝑇𝓋𝓌) da artar, bu da algoritmanın 

performansının büyük giriş boyutlarında (standart anlamda) kötüleştiğini ve dizinin 

ıraksadığını ortaya koymaktadır. Ancak, (𝑇𝓋𝓌) istatistiksel olarak 1'e yakınsamakta olup, 

bu durum analiz açısından daha avantajlı bir davranış sergilemektedir. Bu tür bir yaklaşım, 

algoritmanın istatistiksel yakınsama özelliğinin önemli olduğu belirli uygulama alanlarında 

faydalı olabilir. Gerçekten, bir algoritmanın istatistiksel yakınsama göstermesi, algoritmanın 

giriş boyutunun artışıyla birlikte belirli bir değere doğru yaklaşma eğiliminde olduğunu ifade 

eder. Bu durum, algoritmanın performansının büyük girişler için daha güvenilir hale 

geldiğini gösterir. Bu özellik, özellikle belirsizlik içeren verilerle çalışırken, algoritmanın 

genel doğruluğunu koruyarak istatistiksel hataların etkisini minimize eder. İstatistiksel 

yakınsama, belirli bir değere yakınsamayı garanti ettiğinden, algoritmaların büyük veri 

setlerinde daha verimli çalışmasını sağlar ve zamanla artan doğrulukla performans 

iyileştirmelerine olanak tanır. 
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Aşağıdaki örnekler, lacunary istatistiksel yakınsama kavramının, OGM uzaylarında dizilerin 

istatistiksel yakınsama kavramından farklı olduğunu göstermektedir. 

 

Örnek 3.3. Standart topoloji altında verilen gerçek sayılar doğrusu ℝ üzerinde düşünelim. 

Bu durumda (ℝ, 𝔉, 𝑀) OGMU belirtmektedir; burada 𝔉 = 𝜀|𝑢−𝑣|, tüm 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ için 

tanımlıdır. Dolayısıyla, 𝒢∗: ℝ × ℝ × ℝ → ℝ fonksiyonu, 

 

𝒢𝑥,𝑦,𝑧
∗ (ɤ) = min{𝔉𝑥,𝑦(ɤ), 𝔉𝑦,𝑧(ɤ), 𝔉𝑥,𝑧(ɤ)} 

 

olarak tanımlandığında OGM uzayıdır. Simdi, 𝜃2 = (𝓀𝔣, ℓ𝔤) lacunary dizisi 

 

lim inf𝔣→∞  
𝓀𝔣

𝓀𝔣−1
= 1, lim inf𝔤→∞  

ℓ𝔤

ℓ𝔤−1
= 1 

 

koşulunu sağlasın. (𝓀𝔣𝑗
) ve (ℓ𝔤𝑖

) sırasıyla (𝓀𝔣) ve (ℓ𝔤) dizilerinin 𝔣𝑗 ≥ 𝔣𝑗−1 + 2 için 
𝓀𝔣𝑗

𝓀𝔣𝑗−1
<

1 +
1

𝑗
 ve 

𝓀𝔣𝑗−1

𝓀𝔣𝑗−1

> 𝑗 ve 𝔤𝑖 ≥ 𝔤𝑖−1 + 2 için 
ℓ𝔤𝑖

ℓ𝔤𝑖−1
< 1 +

1

𝑖
 ve 

ℓ𝔤𝑖−1

ℓ𝔤𝑖−1

> 𝑖 koşullarının sağlayan alt 

dizileri olsunlar. (𝓉𝓋𝓌) dizisini 

 

𝑇𝓋𝓌 = {
1, eğer 𝓋, 𝓌 ∈ 𝐼𝔣𝑗,𝔤𝑖

 ise,

0, diğer durumlarda
 

 

şekilde tanımlansın. 

Herhangi bir 𝑚 reel sayısı için ɤ0 < min{|1 − 𝑚|, |𝑚|} olsun. Bu durumda 

 

lim
𝔣,𝔤→∞

 
1

𝔥𝔣𝔤

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝑚(ɤ0, 𝛿)}| ≠ 0 

 

olur. Diğer taraftan, herhangi bir ɤ, 𝛿 > 0 için 

 

lim
𝑟,𝑠→∞

 
1

𝑟𝑠
|{(𝓋, 𝓌): 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑0(ɤ, 𝛿), 𝓋 ≤  𝑟, 𝓌 ≤ 𝑠}| = 0 
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elde edilir. Çünkü 𝜃2 = (𝓀𝔣, ℓ𝔤) dizisinin yapısına göre {(𝔣𝑗 , 𝔤𝑖): 𝑗, 𝑖 ∈ ℕ} kümesinin doğal 

yoğunluğu sıfırdır. 
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4. OLASILIKSAL G-METRİK UZAYLARDA 𝕿𝟐-İSTATİSTİKSEL 

YAKINSAKLIK 

 

Tanım 4.1. (𝕐, 𝔾, τ) olasılıksal 𝔾-metrik uzay (O𝔾MU) olsun. Eğer ∀ɤ > 0, 𝜌 ∈ (0,1)  

 

{(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2:  𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)} ∈ ℑ2 

 

koşulu sağlanıyorsa (𝓉𝓋𝓌) dizisi 𝓉 ∈ 𝕐’ye olasılıksal 𝔗2-yakınsaktır denir ve 𝔗2(𝔾) −

𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 ile gösterilir. 

 

Tanım 4.2. (𝕐, 𝔾, τ) olasıksal 𝔾-metrik uzay (O𝔾MU) olsun. Eğer ∀ɤ > 0, 𝜌 ∈ (0,1) ve 

𝛼 > 0 için 

 

{(𝔞, 𝔟) ∈ ℕ2:  
1

𝔞𝔟
|{𝓋 ≤ 𝔞, 𝓌 ≤ 𝔟: 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}| ≥ 𝛼} ∈ ℑ2, 

 

veya denk olarak 

 

𝑑ℑ2({(𝓋, 𝓌): 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}) = 0 

 

koşulu sağlanıyorsa (𝓉𝓋𝓌) dizisi 𝓉 ∈ 𝕐’ye olasılıksal 𝔗2-istatistiksel yakınsaktır denir ve 

𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 ile gösterilir. 

 

Uyarı 4.1. O𝔾MU’da her olasılıksal 𝔗2- yakınsak dizi aynı zamanda olasılıksal 𝔗2-

istatistiksel yakınsaktır. 

Önerme 4.1. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve (𝓉𝓋𝓌) ∈ 𝕐 dizi olsun. Eğer 𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 =

𝓉 ve 𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓏 olsun. Bu durumda 𝓉 = 𝓏 sağlanır. 

 

Teorem 4.1. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU, ℑ2 trivial olmayan uygun ideal, (𝓉𝓋𝓌), (𝔰𝓋𝓌), (𝔲𝓋𝓌) ∈ 𝕐 

diziler ve 𝓉, 𝔰, 𝔲 ∈ 𝕐 elemanlar olsun. Eğer 𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉, 𝔗2𝑠𝑡

(𝔾) −

𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞𝔰𝓋𝓌 = 𝔰 ve 𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝔲𝓋𝓌 = 𝔲 sağlanıyorsa, bu durumda ∀𝜎 > 0 

için (𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎)) dizisi 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎) olasılıksal ℑ2-istatistiksel yakınsaktır. 
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İspat. Herhangi 𝜎 > 0, 𝜌 > 0 pozitif sayıları için 𝜎 − 2𝜌 > 0 sağlansın. Bu durumda 

 

(𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎)) ≥ 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(𝜎 − 𝜌) ≥ τ (𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉,𝓉 (
𝜌

3
) , 𝔾𝓉,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(
3𝜎 − 4𝜌

3
))

≥ τ (𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉,𝓉 (
𝜌

3
) , τ (𝔾𝔰𝓋𝓌 ,𝔰,𝔰 (

𝜌

3
) , 𝔾𝔰,𝓉,𝔲𝓋𝓌

(𝜎 −
5𝜌

3
)))

≥ τ (𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉,𝓉 (
𝜌

3
) , τ (𝔾𝔰𝓋𝓌 ,𝔰,𝔰 (

𝜌

3
) , τ (𝔾𝔲𝓋𝓌 ,𝔲,𝔲 (

𝜌

3
) , 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎 − 2𝜌)))) 

 

sağlanır. Bununla birlikte 

 

𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎) ≥ 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎 − 𝜌) ≥ τ (𝔾𝓉,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌
(

𝜌

3
) , 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰,𝔲 (

3𝜎 − 4𝜌

3
))

≥ τ (𝔾𝓉,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌
(

𝜌

3
) , τ (𝔾𝔰,𝔰𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌

(
𝜌

3
) , 𝔾𝔰𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌 ,𝔲 (𝜎 −

5𝜌

3
)))

≥ τ (𝔾𝓉,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌
(

𝜌

3
) , τ (𝔾𝔰,𝔰𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌

(
𝜌

3
) , τ (𝔾𝔲,𝔲𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(
𝜌

3
) , 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(𝜎 − 2𝜌)))) 

 

elde edilir. 

τ sürekli olduğundan, aynı zamanda istatistiksel süreklidir. Buna bağlı olarak, 𝑑ℑ2(𝒟) = 1 

koşulunu sağlayan tüm 𝓋, 𝓌 ∈ 𝒟 için 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎 − 2𝜌) ≥ 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎) eşitsizliği 

sağlanır. Benzer şekilde 𝑑ℑ2(ℰ) = 1 koşulunu sağlayan tüm 𝓋, 𝓌 ∈ ℰ için 

𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎) ≥ 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎 − 2𝜌) eşitsizliği sağlanır. ℱ = 𝒟 ∩ ℰ olsun. Bu durumda 

𝑑ℑ2(ℱ) = 1 koşulunu sağlayan tüm 𝓋, 𝓌 ∈ ℱ için 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎 − 2𝜌) ≥ 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎) ve 

𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌
(𝜎) ≥ 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎 − 2𝜌) eşitsizlikleri geçerlidir. 𝔾’nin soldan-sürekli olması 

nedeniyle, ∀𝜎 > 0 için 𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − lim𝓋,𝓌→∞  𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝔰𝓋𝓌 ,𝔲𝓋𝓌

(𝜎) = 𝔾𝓉,𝔰,𝔲(𝜎) elde edilir. 

Teorem 4.2. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve (𝓉𝓋𝓌) ∈ 𝕐 bir dizi olsun. Bu durumda 

 

𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − lim𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 
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olması için gerek ve yeter koşul, 𝑑ℑ2(𝒫) = 1 sağlayan 

 

𝒫 = {(𝓀𝔣, ℓ𝔤): 𝓀𝔣 < 𝓀𝔣+1, ℓ𝔤 < ℓ𝔤+1} ⊆ ℕ2 

 

alt kümesi için 

 

𝔾 − lim𝔣,𝔤→∞𝓉𝓀𝔣ℓ𝔤
= 𝓉 

 

sağlanmasıdır. 

 

İspat. 𝑑ℑ2(𝒫) = 1 sağlayan 

 

𝒫 = {(𝓀𝔣, ℓ𝔤): 𝓀𝔣 < 𝓀𝔣+1, ℓ𝔤 < ℓ𝔤+1} ⊆ ℕ2 

 

alt kümesi alınsın ve 𝔾 − lim𝑛→∞  𝓉𝓀𝔣ℓ𝔤
= 𝓉 sağlasın. ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) olsun. 𝔣 ≥ 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤 ≥

𝔤ɤ,𝜌 iken 𝓉𝓀𝔣ℓ𝔤
∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌) sağlayan 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤ɤ,𝜌 mevcuttur. Buradan 

 

{(𝔣, 𝔤) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)} ⊃ {(𝓀𝔣, ℓ𝔤) ∈ ℕ2: 𝔣 ≥ 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤 ≥ 𝔤ɤ,𝜌} 

 

elde edilir. 

 

𝑑ℑ2({(𝓀𝔣, ℓ𝔤) ∈ ℕ2: 𝔣 ≥ 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤 ≥ 𝔤ɤ,𝜌}) = 1 

 

olduğundan 

 

𝑑ℑ2({(𝔣, 𝔤) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}) = 1 

 

bulunur. Böylece 𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − lim𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 elde edilir. 

Tersine, 𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − lim𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 olsun. Böylece ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) için 

𝑑𝜃2
({(𝔣, 𝔤) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)}) = 1 
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yazılır. ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) için 

𝐵(ɤ, 𝜌) = {(𝔣, 𝔤) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)} 

 

kümesi tanımlansın. 𝑑ℑ2(𝐵(ɤ, 𝜌)) = 1 olduğu açıktır. Tüm 𝒻, ℊ ≥ 2 için ɤ𝒻ℊ =
1

𝒻ℊ
 and 

𝜌𝒻ℊ =
1

𝒻ℊ
 seçildiğinde 

 

𝔑𝓉(
1

2
,
1

2
) ⊃ 𝔑𝓉(

1

3
,
1

3
) ⊃ ⋯ ⊃ 𝔑𝓉(

1

𝒻ℊ
,

1

𝒻ℊ
) ⊃ 𝔑𝓉(

1

𝒻ℊ + 1
,

1

𝒻ℊ + 1
) ⊃ ⋯ 

 

yazılabilir. Sonuç olarak 

 

𝐵(
1

2
,
1

2
) ⊃ 𝐵(

1

3
,
1

3
) ⊃ ⋯ ⊃ 𝐵(

1

𝒻ℊ
,

1

𝒻ℊ
) ⊃ 𝐵(

1

𝒻ℊ + 1
,

1

𝒻ℊ + 1
) ⊃ ⋯ 

 

elde edilir. 

 

𝒻, ℊ(> 1) ∈ ℕ için 𝑑ℑ2(𝐵(
1

𝒻ℊ
,

1

𝒻ℊ
)) = 1 olsun. 𝔶1 = 1 alınsın. 𝑑ℑ2(𝐵(

1

2
,

1

2
)) = 1  

 

olduğundan tüm 𝒻, ℊ ≥ 𝔶2 için 

 

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵(
1
2 ,

1
2)}|

𝔥𝔣𝔤
> 1 −

1

2
 

 

sağlayan 𝔶2 ∈ 𝐵(
1

2
,

1

2
) ve 𝔶2 > 𝔶1 mevcuttur. 𝑑ℑ2(𝐵(

1

3
,

1

3
)) = 1 olduğundan tüm 𝒻, ℊ ≥ 𝔶3 

için 

 

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵(
1
3 ,

1
3)}|

𝔥𝔣𝔤
> 1 −

1

3
 

 

sağlayan 𝔶3 ∈ 𝐵(
1

3
,

1

3
) ve 𝔶3 > 𝔶2 mevcuttur. 

Benzer şekilde, 𝑑ℑ2(𝐵(
1

4
,

1

4
)) = 1 olduğundan tüm 𝒻, ℊ ≥ 𝔶4 için 
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|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵(
1
4 ,

1
4)}|

𝔥𝔣𝔤
> 1 −

1

4
 

 

sağlayan 𝔶4 ∈ 𝐵(
1

4
,

1

43
) ve 𝔶4 > 𝔶3 mevcuttur.  

Bu işlemler devam ettikçe, 𝔶𝑚𝑛 ∈ 𝐵(
1

𝑚𝑛
,

1

𝑚𝑛
) ve 𝔣, 𝔤 ≥ 𝔶𝑚𝑛 için 

 

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵(
1
4 ,

1
4)}|

𝔥𝔣𝔤
> 1 −

1

𝑚𝑛
 

 

koşulunu sağlayan pozitif tam sayıların (𝔶𝑚𝑛) dizisi elde edilir. 

Şimdi 

 

𝐴 = {(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: (𝓋, 𝓌)

∈ [𝔶1, 𝔶2]} ⋃  { ⋃  

(𝑚,𝑛)∈ℕ2

  {(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: (𝓋, 𝓌)

∈ [𝔶𝑚𝑛 , 𝔶𝑚𝑛+1] ∩ 𝐵(
1

𝑚𝑛
,

1

𝑚𝑛
)}} 

 

kümesi tanımlansın. 

Bu durumda 𝒻, ℊ ∈ ℕ iken 𝔶𝑚𝑛 ≤ 𝒻, ℊ < 𝔶𝑚𝑛+1 için 

 

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵}|

𝔥𝔣𝔤
≥

|{(𝓋, 𝓌) ∈ 𝐼𝔣𝔤: (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵(
1

𝑚𝑛 ,
1

𝑚𝑛)}|

𝔥𝔣𝔤
≥ 1 −

1

𝑚𝑛
 

 

elde edilir. 𝑑ℑ2(𝐵) = 1 bulunur. ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) alınsın. 
1

𝑥𝑦
< ɤ and 

1

𝑥𝑦
< 𝜌 koşulunu 

sağlayan yeterince büyük 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ seçilsin. 𝔣, 𝔤 ≥ 𝔶𝑥𝑦 ve 𝔣, 𝔤 ∈ B olsun. Bu durumda 𝔶𝑒𝑓 ≤

𝔣, 𝔤 < 𝔶𝑒ℎ+1 ve 𝑒 > 𝑥, ℎ > 𝑦 sağlayan 𝑒, ℎ ∈ ℕ vardır. Dolayısıyla 𝔣, 𝔤 ∈ 𝐵 (
1

𝑒ℎ
,

1

𝑒ℎ
) elde 

edilir. Böylece 
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 𝓉𝔣,𝔤 ∈ 𝔑𝓉 (
1

𝑒ℎ
,

1

𝑒ℎ
) ⊂ 𝔑𝓉 (

1

𝑥𝑦
,

1

𝑥𝑦
) ⊂ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌) 

 

bulunur. 𝔣, 𝔤 ∈ B ve 𝔣, 𝔤 ≥ 𝔶𝑥𝑦 için  𝓉𝔣,𝔤 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌) olur. 𝒫 = {(𝓀𝔣, ℓ𝔤): 𝓀𝔣 < 𝓀𝔣+1, ℓ𝔤 <

ℓ𝔤+1} ⊆ ℕ2 olarak alınırsa 𝔾 − lim𝔣,𝔤→∞𝓉𝓀𝔣ℓ𝔤
= 𝓉 elde edilir. 

Sonuç 4.1. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve (𝓉𝓋𝓌) ∈ 𝕐 dizi olsun. Bu durumda 𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) −

𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 olması için gerek ve yeter koşul hemen hemen 𝓋 ve 𝓌 için 𝓉𝓋𝓌 = 𝑞𝓋𝓌  

olacak biçimde (𝑞𝓋𝓌) dizisinin var olması ve 𝔾 − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝑞𝓋𝓌 = 𝓉 sağlanmasıdır. 

 

Şimdi, olasılıksal ℑ2-istatistiksel yakınsak bir dizi için gerekli bir koşul sunulacaktır. 

Teorem 4.3. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve (𝓉𝓋𝓌) ∈ 𝕐 dizi olsun. Eğer 𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 =

𝓉 sağlanırsa tüm ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) için 

 

ℑ2 − lim
𝔞,𝔟→∞

1

𝔞𝔟
|{𝑢 ≤ 𝔞, 𝑣 ≤ 𝔟: 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋0𝓌0

(ɤ) > 1 − 𝜌, 𝔾𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌
(ɤ) > 1 − 𝜌}|

= 1 

 

koşulunu sağlayan 𝓋0 = 𝓋0(ɤ, 𝜌) ve 𝓌0 = 𝓌0(ɤ, 𝜌) var olmasıdır. 

İspat. ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) sayıları içi ve τ’nun sürekliliğinden 

 

τ(1 − 𝜌0, 1 − 𝜌0) > 1 − 𝜌 

 

sağlayan 𝜌0 ∈ (0,1) mevcuttur. 

 

𝔗2𝑠𝑡
(𝔾) − 𝑙𝑖𝑚𝓋,𝓌→∞  𝓉𝓋𝓌 = 𝓉 

 

olduğundan 

 

𝑑ℑ2 ({(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(
ɤ

2
, 𝜌0)}) = 1 

sağlanır. 

 



 

 

 

23 

𝐵 = {(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(
ɤ

2
, 𝜌0)} 

 

kümesi tanımlansın. Bu durumda 𝑑ℑ2(𝐵) = 1 olur. 𝐵 kümesinin keyfi 𝓋0, 𝓌0 elemanları 

alınsın. 𝓉𝓋0𝓌0
∈ 𝔑𝓉(

ɤ

2
, 𝜌0) olduğu açıktır. (𝓋, 𝓌) ∈ 𝐵 için 

 

𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋0𝓌0
(ɤ) ≥ τ (𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉,𝓉 (

ɤ

2
) , 𝔾𝓉,𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋0𝓌0

(
ɤ

2
)) ≥ τ(1 − 𝜌0, 1 − 𝜌0) > 1 − 𝜌 

 

yazılır. Aynı zamanda 

 

𝔾𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌
(ɤ) ≥ τ (𝔾𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉,𝓉 (

ɤ

2
) , 𝔾𝓉,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌

(
ɤ

2
)) ≥ τ(1 − 𝜌0, 1 − 𝜌0) > 1 − 𝜌 

 

bulunur. Böylece 

 

𝐵 ⊂ {(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋0𝓌0
(ɤ) > 1 − 𝜌, 𝔾𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌

(ɤ) > 1 − 𝜌} 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

ℑ2 − lim
𝔞,𝔟→∞

1

𝔞𝔟
|{𝑢 ≤ 𝔞, 𝑣 ≤ 𝔟: 𝔾𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋0𝓌0

(ɤ) > 1 − 𝜌, 𝔾𝓉𝓋0𝓌0 ,𝓉𝓋𝓌 ,𝓉𝓋𝓌
(ɤ) > 1 − 𝜌}|

= 1 

yazılır. 

Tanım 4.3. (𝕐, 𝔾, τ) olasıksal 𝔾-metrik uzay (O𝔾MU) olsun. Eğer ∀ɤ > 0, 𝜌 ∈ (0,1) için 

 

𝑑ℑ2 ({(𝓋, 𝓌): 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉𝓋𝑘ɤ,𝜌
𝓌𝑙ɤ,𝜌

(ɤ, 𝜌)}) = 0 

 

koşulunu sağlayacak 𝑘ɤ,𝜌 , 𝑙ɤ,𝜌 ∈ ℕ mevcut ise (𝓉𝓋𝓌) dizisi 𝓉 ∈ 𝕐’ye olasılıksal 𝔗2-

istatistiksel Cauchy dizisi denir. 

Uyarı 4.2. Eğer (𝓉𝓋𝓌) dizisi O𝔾MU’da istatistiksel Cauchy dizisi ise 𝔗2-istatistiksel 

Cauchy dizisidir. 
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Teorem 4.4. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve 𝓉 = (𝓉𝓋𝓌) ∈ 𝕐 bir dizi olsun. Bu durumda, 𝑑ℑ2(𝒫) = 1 

sağlayan 

 

𝒫 = {(𝓀𝔣, ℓ𝔤): 𝓀𝔣 < 𝓀𝔣+1, ℓ𝔤 < ℓ𝔤+1} ⊆ ℕ2 

 

alt kümesi için (𝓉)𝒫’nin bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda (𝓉𝓋𝓌) dizisi ℑ2-istatistiksel 

Cauchy dizisidir. 

 

İspat. 𝑑ℑ2(𝒫) = 1 sağlayan 

 

𝒫 = {(𝓀𝓋 , ℓ𝓌): 𝓀𝓋 < 𝓀𝓋+1, ℓ𝓌 < ℓ𝓌+1} ⊆ ℕ2 

 

alt kümesi alınsın ve (𝓉)𝒫 bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda ∀ɤ > 0, 𝜌 ∈ (0,1) için 

 

𝑑ℑ2 ({(𝓋, 𝓌): 𝓉𝓋𝓌 ∉ 𝔑𝓉𝓋𝔣ɤ,𝜌
𝓌𝔤ɤ,𝜌

(ɤ, 𝜌)}) = 0 

 

koşulunu sağlayacak 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤ɤ,𝜌 ∈ ℕ mevcuttur. 

 ɤ > 0 ve 𝜌 ∈ (0,1) olsun. 𝔣 ≥ 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤 ≥ 𝔤ɤ,𝜌 iken 𝓉𝓀𝔣ℓ𝔤
∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌) sağlayan 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤ɤ,𝜌 

mevcuttur. Buradan 

 

{(𝓋, 𝓌) ∈ ℕ2: 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉(ɤ, 𝜌)} ⊃ {(𝓀𝔣, ℓ𝔤) ∈ ℕ2: 𝔣 ≥ 𝔣ɤ,𝜌 , 𝔤 ≥ 𝔤ɤ,𝜌} 

 

Bu kapsam ilişkisinden 𝑑ℑ2 ({(𝓋, 𝓌): 𝓉𝓋𝓌 ∈ 𝔑𝓉𝓋𝔣ɤ,𝜌
𝓌𝔤ɤ,𝜌

(ɤ, 𝜌)}) = 1 elde edilir. Böylece 

(𝓉𝓋𝓌) dizisi ℑ2-istatistiksel Cauchy dizisidir. 

Teorem 4.5. (𝕐, 𝔾, τ), O𝔾MU ve 𝓉 = (𝓉𝓋𝓌) ∈ 𝕐 bir dizi olsun. (𝓉𝓋𝓌) dizisi ℑ2-

istatistiksel yakınsak ise ℑ2-istatistiksel Cauchy dizisidir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında, olasılıksal G-metrik uzaylar içinde çift diziler için lacunary istatistiksel 

yakınsaklık kavramı tanıtılacak ve bu kavramın temel özellikleri incelenecektir. Lacunary 

yakınsak çift dizilerin özellikleri özetlenecek ve bu yakınsaklık türü için olasılıksal G-metrik 

uzaylarda gerekli (ancak yeterli olmayan) bir koşul sunulacaktır. Ayrıca, olasılıklı 

genelleştirilmiş metrik uzaylarda çift diziler için ℑ2-istatistiksel yakınsaklık ve ℑ2-

istatistiksel Cauchy kavramları tanımlanacak ve bu kavramların temel özellikleri, 

aralarındaki ilişkiler dâhil olmak üzere detaylı bir şekilde analiz edilecektir. Bu çalışma, 

olasılıksal G-metrik uzaylarda çift diziler için yakınsaklık analizine katkı sağlarken, bu yeni 

kavramların daha geniş matematiksel yapıların anlaşılması ve uygulanabilirliğine ışık 

tutmayı amaçlamaktadır. 
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