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Weierstrass’ın integralden bağımsız gösterimi ile Henneberg yüzeyine ait cebirsel 

fonksiyon elde edilmiştir.	�, �, �	kartezyen	koordinatlarda	parametrik	denklemi	verilen	
Henneberg yüzeyinin cebirsel denklemi bilgisayar yazılım programları yardımı ile 

bulunmuş ve yüzeyin derecesi belirlenmiştir. Teğet koordinatlar olarak verilen	�, �, � 

cinsinden yüzeyin cebirsel denklemi ve sınıfı elde edilmiştir. 3. bölümde, 3-boyutlu 

Minkowski uzayında Henneberg yüzeyi spacelike ve timelike minimal yüzeyler olarak ele 

alınmış ve Minkowski geometri özellikleri kullanılarak 2. Bölümdeki işlemler benzer 

şekilde hesaplanmıştır. 

 

Anahtar Kelimeler 

Henneberg yüzeyi, spacelike maksimal yüzey, timelike minimal yüzey, ortalama eğrilik, 

Gauss dönüşümü.  

Bilim Kodu 

403.02.01	



 
 
 

vi 
 

ABSTRACT 

 

M.Sc. Thesis 

 

HENNEBERG MINIMAL SURFACE 

IN THREE DIMENSIONAL MINKOWSKI SPACE 

 

Vahit ZAMBAK 

 

Bartın University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Mathematics 

 

Thesis Advisor: Asst. Prof. Erhan GÜLER 

Bartın-2015, pp: ix + 41 

 

Some definitions and the history of the Henneberg surface are given in Chapter 1. In 

Chapter 2, Henneberg surface is considered by means of the parameters � and � using 

Weierstrass representation. Then integral free form of Weierstrass’ and algebraic function 

of Henneberg surface are obtained. Algebraic equation of Henneberg surface by means of �, �, � cartesian coordinates is revealed and its degree is found using software programmes. 

In addition, similarly, algebraic equation of Henneberg surface by means of �, �, � 

inhomogeneous tangential coordinates is revealed and its class (order) is found. Finally, in 

Chapter 3, Henneberg surface is considered as spacelike maximal and timelike minimal 

surfaces in Minkowski 3-space using similar techniques in the previous chapter. 

 

Key Words 

Henneberg surface, spacelike maximal surface, timelike minimal surface, mean curvature, 

Gauss map. 

Science Code 

403.02.01	



 
 
 

vii 
 

ĐÇĐNDEKĐLER 

Sayfa 

KABUL VE ONAY ...........................................................................................................ii 

BEYANNAME .................................................................................................................. iii 

ÖN SÖZ ............................................................................................................................. iv 

ÖZET .................................................................................................................................. v 

ABSTRACT ...................................................................................................................... vi 

ĐÇĐNDEKĐLER ..................................................................................................................vii 

ŞEKĐLLER DĐZĐNĐ .......................................................................................................... viii 

SĐMGELER DĐZĐNĐ .......................................................................................................... ix 

 

BÖLÜM 1 GĐRĐŞ ............................................................................................................... 1 

1.1 Tarihçe  .................................................................................................................... 1 

1.2 Temel Tanım ve Kavramlar  .................................................................................... 5 

BÖLÜM 2  ÜÇ BOYUTLU ÖKLĐD UZAYINDA HENNEBERG YÜZEYĐ  ................ 17 

2.1 Weierstrass Gösterimi ............................................................................................. 17 

2.2 Henneberg Minimal Yüzeyi .................................................................................... 18 

2.2.1 Đntegralden Bağımsız Gösterim....................................................................... 20 

2.2.2 Derece ve Sınıf  ............................................................................................... 21 

BÖLÜM 3  ÜÇ BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA HENNEBERG YÜZEYĐ  ..... 25 

3.1 Spacelike Maksimal Yüzeylerin Weierstrass Gösterimi ........................................ 25 

3.2 Spacelike Maksimal Henneberg Yüzeyi ................................................................. 25 

3.2.1 Đntegralden Bağımsız Gösterim....................................................................... 26 

3.2.2 Derece ve Sınıf  ............................................................................................... 26 

3.3 Timelike Minimal Yüzeylerin Weierstrass Benzeri Gösterimi .............................. 31 

3.4 Timelike Minimal Henneberg Yüzeyi  ................................................................... 32 

3.4.1 Đntegralden Bağımsız Gösterim....................................................................... 32 

3.4.2 Derece ve Sınıf  ............................................................................................... 33 

 

KAYNAKLAR .................................................................................................................. 37 

ÖZGEÇMĐŞ ....................................................................................................................... 41 

  



 
 
 

viii 
 

ŞEKĐLLER DĐZĐNĐ 

Şekil     Sayfa 

No No 

1.  Henneberg minimal yüzeyi ....................................................................................... 3 

2.  Henneberg minimal yüzeyi ve Neil parabolleri  ....................................................... 4 

3.   Öklidyen kartezyen koordinatlarda Henneberg cebirsel yüzeyi  ............................. 23 

4.   Öklidyen teğet koordinatlarda Henneberg cebirsel yüzeyi ...................................... 24 

5.   Minkowski kartezyen koordinatlarda spacelike maksimal Henneberg cebirsel  

yüzeyi  ...................................................................................................................... 30 

6.   Minkowski teğet koordinatlarda spacelike maksimal Henneberg cebirsel yüzeyi .. 31 

7.   Minkowski kartezyen koordinatlarda timelike minimal Henneberg cebirsel 

yüzeyi  ...................................................................................................................... 35 

8.   Minkowski teğet koordinatlarda timelike minimal Henneberg cebirsel yüzeyi  ..... 36 

 

  



 
 
 

ix 
 

SĐMGELER DĐZĐNĐ 

   , !, "                 : Birinci Temel Form Bileşenleri 

#,$,%  : Đkinci Temel Form Bileşenleri 

& : Gauss Dönüşümü 

'  : Gauss Eğriliği 

(  : Ortalama Eğrilik 

)	* : Üç Boyutlu Öklid uzayı 

)+*  : 3-Boyutlu Minkowski Uzayı 

ℋ-�, �.  : Henneberg Yüzeyi 

/-�, �, �. = 0  : Kartezyen Koordinatlarda Yüzeyin Kapalı Formu 

/1-�, �, �. = 0	 : Teğet Koordinatlarda Yüzeyin Kapalı Formu 



 
 
 

1 
 

BÖLÜM 1 

 

GĐRĐŞ 

 

1.1 Tarihçe 

 

Minimal yüzeyler teorisi, 1740 yılında Đsveçli Matematikçi Leonhard Euler (1707–

1783)’in çalışmaları ile başlamış ve 1760’da Fransız Matematikçi Joseph Louis Lagrange 

(1736–1813)’ın çalışmaları ile hız kazanmıştır. Bilinen ilk minimal yüzey düzlemdir. 

Euler, 1740’da katenoidin minimal bir yüzey olduğunu göstermiştir. Orijinal adı ‘allyside’ 

olan katenoidi, Belçikalı Fizikçi Joseph Antoine Ferdinand Plateau (1801–1883), katenari 

(catenary) eğrisinden esinlenerek katenoid (catenoid) olarak yeniden adlandırmıştır. 

1776’da Fransız Matematikçi Jean Babtiste Meusnier (1754–1793) helisoidin bir minimal 

yüzey olduğunu göstermiştir. 

 

Öklid geometri içerisinde yer alan yüzey teoride kayda değer birçok çalışma yer almaktadır 

(Bour, 1862; Chen, 1973, 1996; Do Carmo, 1976; Güler, 2005, 2012; Güler, Konnai, 

Yasumoto, 2014; Güler, Yaylı, 2015; Güler, Yaylı, Hacısalihoğlu 2010; Hacısalihoğlu, 

1972, 1982, 1994; Henneberg, 1875, 1876, 1878; O’Neill, 1966; Weierstrass, 1866, 1885). 

 

Alman Matematikçi Ernst Lebrecht Henneberg (1850-1922), doktora tezinde minimal 

yüzeyler için Weierstrass tarafından elde edilmiş olan Weierstrass gösterimini kullanarak -2, 3. kutupsal koordinatlar cinsinden 

 

ℋ-2, 3. =
4
556

22 7	-28 + 3.:;<-33. + 3:;<-3.=
− 22 7	-28 + 3.�?:-33. − 3�?:-3.=32 -28 + 2.�?:-23. @

AAB																																-1.1. 
 

yüzeyini elde etmiştir (Henneberg, 1875, 1876). 

 

Đsveçli Matematikçi Emanuel Gabriel Björling (1808–1872) ’in minimal yüzeyler için 

verdiği 



 
 
 

2 
 

C-D. = E	ℛe	x-D.,			HIJKxL8-D. + zL8-D. dD,			ℛe	z-D.M																							-1.2. 
 

formülünü kullanarak, D = N + ;O olmak üzere, Henneberg minimal yüzeyi (Şekil 1) 

 

ℋ-N, O. =
4
56
2 sinh-N. cos-O. − 23 sinh-3N. cos-3O.2 sinh-N. sin-O.+23 sinh-3N. sin-3O.2 cosh-2N. cos-2O. @

AB = S�-N, O.�-N, O.�-N, O.T.															-1.3. 
 

elde edilir. 

 

Henneberg minimal yüzeyi, y = 0 düzleminde bir geodezik olan ve -z − 2.* = 9x8 

denklemi ile belirli Neil parabolünü içermektedir (Şekil 2, üst düzlem parçası içinde). 

Parabol, parametrik olarak 

 

E−83 sinh*-α.,			0,			2cosh-2α.M 

 

denklemi ile belirlidir. -1.3. eşitliğinde β = π/2 için 

 

E0,			 − 83 sinh*-α. ,			− 2cosh-2α.M 

 

bulunur. Yüzeyin, -z + 2.* = 9y8 denklemi ile belirli ve x = 0 düzleminde (Şekil 2, alt 

düzlem parçası içinde) bir geodezik olan bir başka Neil parabolünü de içerdiği 

görülmektedir. 
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Şekil 1:  Henneberg minimal yüzeyi. 
 

 

Öte yandan, yarı-Riemann geometrisindeki 3-boyutlu Minkowski uzayı, 3-boyutlu Öklid 

uzayına göre daha karmaşık bir yapıya sahiptir. Örneğin bu uzaydaki dönme eksenleri 

spacelike, timelike ve lightlike olarak adlandırılır. Yarı-Riemann geometrideki yüzeyler ile 

ilgili birçok çalışma bulunmaktadır (Güler, 2005, 2007, 2008, 2010; Güler, Hacısalihoğlu, 

2011; Güler, Yaylı, 2015; Kobayashi, 1983; Magid, 1991, O’Neill, 1983). 

 

Tezin 2. bölümünde, 3-boyutlu Öklid uzayında Henneberg minimal yüzeyi ele alınmış, 

Weierstrass gösterimi kullanılarak � ve � paremetreleri cinsinden yüzey elde edilmiştir. 

Ayrıca Weierstrass’ın integralden bağımsız gösterimi kullanılarak Henneberg yüzeyine ait 

cebirsel fonksiyon elde edilmiştir.	 �, �, �	 kartezyen koordinatlarda parametrik olarak 

denklemi verilen Henneberg yüzeyinin cebirsel denklemi bulunmuş ve yüzeyin derecesi 

belirlenmiştir. Teğet koordinatlar olan �, �, � cinsinden yüzeyin cebirsel denklemi ve sınıfı 

elde edilmiştir.  
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Şekil 2:  Henneberg minimal yüzeyi ve Neil parabolleri. 

 

 

3. Bölüm ise tamamen orijinal sonuçlardan oluşmaktadır. Bu bölümde 3-boyutlu 

Minkowski uzayında spacelike maksimal Henneberg yüzeyi ve timelike minimal 

Henneberg yüzeyi � ve � paremetreleri cinsinden Weierstrass benzeri gösterimler 

kullanılarak elde edilmiştir. Weierstrass’ın integralden bağımsız gösterimleri ile 

Henneberg yüzeyine ait cebirsel fonksiyonlar elde edilmiştir.	 �, �, �	 kartezyen	koordinatlarda	parametrik	olarak	denklemi	verilen	spacelike maksimal Henneberg ve 

timelike minimal Henneberg yüzeylerinin cebirsel denklemleri bulunmuş ve yüzeylerin 

dereceleri belirlenmiştir. Teğet koordinatlar olan �, �, � cinsinden yüzeylerin cebirsel 

denklemleri ve sınıfları elde edilmiştir. 
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1.2 Temel Tanım ve Kavramlar 

 

Bu kısımda verilecek temel tanım, teorem, vb. için aşağıdaki kaynaklara bakılabilir: 

Akutagawa, Nishikawa, 1990; Beem, Ehrlich, 1981; Chen, 1973, 1996; Do Carmo, 1976; 

Hacısalihoğlu, 1972, 1982, 1994; Kobayashi, Nomizu, 1963; O’Neill, 1966, 1983. 

 

1.2.1 Tanım (Skalar çarpım uzayı) [ bir reel vektör uzayı olsun. [ üzerinde tanımlı 

 \: [ × [ 												_̀ à [ 	
dönüşümü bilineer, simetrik ve nondejenere ise \ ye [ üzerinde bir skalar çarpım, bu 

durumda [ vektör uzayına da bir skalar çarpım uzayı denir. 

 

1.2.2 Tanım (Simetrik bilineer formun indeksi) [ bir skalar çarpım uzayı, b da üzerindeki skalar çarpım negatif tanımlı olacak şekilde [	nin en büyük boyutlu alt uzayı olsun. Bu durumda b nın boyutuna \ skalar çarpımının 

indeksi denir. g skalar çarpımının indeksi � ise 0≤ � ≤ �?�[ dir. Ayrıca [	skalar çarpım 

uzayının indeksi, üzerinde tanımlı \ skalar çarpımının indeksi olarak tanımlanır. 

 

1.2.3 Tanım (Lorentz uzayı) [ bir skalar çarpım uzayı olsun. [ nin indeksi � olmak üzere � = 1 ve �?�[ ≥ 2	ise [ 

skalar çarpım uzayına bir Lorentz uzayı denir. 

 

1.2.4 Tanım (Spacelike, timelike, lightlike (null) vektör) [ bir Lorentz uzayı olsun. ∀�f[ için 

 \-�, �. > 0 veya � = 0 ise � 'ye spacelike vektör, \-�, �. < 0 ise � 'ye timelike vektör, � ≠ 0	iken \-�, �. = 0	ise � 'ye lightlike (null) vektör 

 

denir. 
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1.2.5 Tanım (Bir vektörün normu) [ skalar çarpımlı bir uzay ve � ∈ [ olsun. 

 ‖�‖ = |\-�, �.|+/8 

 

eşitliği ile tanımlı ‖�‖ reel sayısına � vektörünün normu denir. Normu 1 olan vektöre de 

birim vektör denir. 

 

1.2.6 Tanım (Spacelike, timelike, lightlike alt uzay) [ bir Lorentz uzayı ve b, [ nin bir altuzayı olsun. Bu durumda 

 \|m pozitif tanımlı ise b ya spacelike altuzay, \|m nondejenere ve indeksi 1 ise b ya timelike altuzay, \|m dejenere ise b ya lightlike altuzay 

 

denir. 

 

1.2.1 Teorem  [ bir Lorentz uzayı, [ nin bir altuzayı b ve �?�[ ≥ 2 olsun. Bu durumda 

aşağıdaki önermeler birbirine denktirler: 

 

.i    b timelike altuzay ise b bir Lorentz vektör uzayıdır. 

.ii   b uzayı iki tane lineer bağımsız null vektör içerir. 

.iii  b uzayı bir tane timelike vektör içerir. 

 

1.2.7 Tanım (Metrik tensör) $ diferensiyellenebilir bir manifold olsun. $ üzerinde simetrik, nondejenere ve sabit 

indeksli -0,2.-tipinden \ tensör alanına bir metrik tensör denir. Başka bir deyişle \, $ 

manifoldunun her p noktasına	no$ tanjant uzayı üzerinde bir \p skalar çarpımı karşılık 

getirir ve \ skalar çarpımının indeksi her q ∈ $ için aynıdır. 

 

1.2.8 Tanım (Yarı-Öklidyen uzay) ℝs, <-boyutlu standart reel vektör uzayı üzerinde ∀qfℝs ve ∀�o,to ∈ noℝs	için 
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〈�o	, to〉 = wtx	�x	syz
x{+ − w tx	�x	s

x{syz|+  

 

eşitliğiyle verilen �-indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzaya yarı-Öklidyen uzay 

denir ve )zs	ile gösterilir. Burada ni ≤≤1  olmak üzere, iv  ve iw  ler sırasıyla,
 pv  ve pw  

tanjant vektörlerinin bileşenleridir. 

 

1.2.9 Tanım (Minkowski uzayı) )zs, yarı-Öklidyen uzayında � = 1 ve < ≥ 2 ise )+s yarı-Öklidyen uzayına Minkowski n-

uzayı denir. 

 

1.2.10 Tanım (Riemann manifoldu) $ bir diferensiyellenebilir (}~) manifold olsun. M üzerindeki }~ vektör alanlarının uzayı  �-$.ve $ den ℝ ye }~ fonksiyonların uzayı }~-$,ℝ. olmak üzere, M üzerinde 

 〈		,			〉 ∶ 	�-$. × �-$. 												_̀ à }~-$,ℝ. 	
şeklinde tanımlanan pozitif, simetrik, 2-lineer 〈		,			〉	fonksiyona $	üzerinde bir iç çarpım, 

metrik tensör, diferensiyellenebilir metrik veya Riemann metriği denir. -$, 〈		,			〉. ikilisine 

de bir Riemann manifoldu denir. 

 

1.2.11 Tanım (Yarı-Riemann manifoldu) $ bir diferensiyellenebilir -}~. manifold olsun. $ üzerindeki }~ vektör alanlarının uzayı �-$. ve $ den ℝ ye }~ fonksiyonların uzayı }~-$,ℝ. olmak üzere, $	üzerinde 

 \: �-$. × �-$. 												_̀ à }~-$,ℝ.	
 

olmak üzere 

 

i.)   simetrik ∀�, � ∈ �-$. için \-�, �. = \-�, �.	
ii.)  2-lineer ∀�, � ∈ �-$., ∀�, � ∈ ℝ için 
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\-�� + ��, �. = �\-�, �. + �\-�, �. \-�, �� + ��. 			= �\-�, �. 	+ 	�\-�, �. 
iii.) non-degenere ∀� ∈ �-$. için \-�, �. = 0 ⇒ � = 0	

 

özeliklerini sağlayan \	tensörüne bir yarı-Riemann metriği ve -$, \. ikilisine de yarı-

Riemann manifoldu denir. 

 

Bundan sonraki gösterimlerde -$, \. yarı-Riemann manifoldunu sadece $ ile 

göstereceğiz. 

 

1.2.12 Tanım (Lorentz manifoldu) $ bir yarı-Riemann manifoldu olsun. �?�$ ≥ 2ve M nin indeksi 1 ise $ ye bir Lorentz 

manifoldu denir. Bu tanıma göre bir $ Lorentz manifoldu için aşağıdaki eşitlik vardır: 

 

\o	��o	, to� = w�x|osy+
x{+ tx|o − �s|ots|o,					∀qf$	�&		∀�o	, to ∈ np$.	 

 

1.2.13 Tanım (Spacelike, timelike ve null eğri) 

M bir Lorentz manifoldu ve N: H ⊂ ℝ 												_̀ à$		bir eğri olsun. N	eğrisinin teğet vektör alanı T 

olmak üzere 

 \-n, n. > 0 ise N eğrisine spacelike eğri, \-n, n. < 0 ise N eğrisine timelike eğri, \-n, n. 	= 0	 ve n	 ≠ 0 ise N eğrisine null eğri  

 

denir. Eğrinin bir özel hali olan doğru gözönüne alınsın. Doğrunun doğrultman vektörü 

spacelike ise doğru spacelike doğru, doğrultman vektörü timelike ise doğru timelike doğru, 

doğrultman vektörü null ise doğru null doğrudur. 

 

1.2.14 Tanım (Đmmersiyon (daldırma)) $ ve		$ sırasıyla, <	ve -< + �.-boyutlu birer }~ manifoldlar olmak üzere �:$ 												_̀ à$ 

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. ∀qf$	için 
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��o: np$		 												_̀ à			n�-o.$ 

 

türev dönüşümü bire bir ise x fonksiyonuna bir immersiyon (daldırma) denir. 

 

1.2.15 Tanım (Đzometrik immeriyon) $ ve	$, sırasıyla, < ve -< + �.-boyutlu birer }~ manifoldlar ve	�:$ 												_̀ à$ dönüşümü 

bir immersiyon olsun.	$ manifoldu bir Riemann yapıya sahip ise �	yardımıyla $ den 

indirgenen metrik için, ∀qf$	olmak üzere 

 〈�, �〉 = 〈��o-�., ��o-�.〉�-o.		∀�, �	f	np$ 

 

eşitliği sağlandığında � e bir izometrik immersiyon denir. 

 

1.2.16 Tanım (Yarı-Riemann altmanifoldu) 

$s�, I-boyutlu ve � indeksli bir yarı-Riemann manifoldu ve	$�s <-boyutlu ve 3 indeksli 

bir diğer yarı-Riemann manifoldu olsun. 

 

�:$s� → $�s 

 

dönüşümü bir izomerik immersiyon ise -2�<�	� = I. $s�manifolduna $�s nun bir yarı-

Riemann altmanifoldu denir. 

 

Bundan sonraki gösterimlerde $ üzerindeki metrik tensör ile $ üzerindeki metrik tensör   \ ile gösterilecektir  

 

1.2.17 Tanım (Đndirgenmiş konneksiyon) $, $ nin bir yarı-Riemann altmanifoldu ve $ üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu � 

olsun. 

 �: �-$. × �-$. 												_̀ à �-$. 
 

in $ ye indirgenmiş olan 
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�: �-$. × �-$)													_̀ à �-$. 
 

fonksiyonuna $ den $ yarı-Riemann altmanifoldu üzerine indirgenmiş konneksiyon denir. 

Buradaki	�-$., $	nin herbir q noktasına np$ de bir tanjant vektör karşılık getiren vektör 

alanlarının ℑ-$.-modülünü göstermektedir. 

 

1.2.1 Lemma  $, $	nin bir yarı-Riemann altmanifoldu olsun. 

 ��: �-$. × ��$� 												_̀ à 	�-$.� 

     -[,$. 												_̀ à ΙΙ-[,$. = <?2��b 

 

dönüşümü �-$.-bilineer ve simetriktir. Burada �� ye $ nin ikinci temel form tensörü 

denir. 

 

1.2.18 Tanım (Yarı-Riemann hiperyüzeyi) <-boyutlu bir yarı-Riemann manifoldunun -< − 1.-boyutlu bir $ yarı-Riemann 

altmanifolduna $ nin bir yarı-Riemann hiperyüzeyi denir. 

 

1.2.19 Tanım (Şekil operatörü) $ nin bir yarı-Riemann hiperyüzeyi $ ve $ nin birim normal vektör alanı % olsun.      ∀[,$ ∈ �-$. için 

 \-�-[.,b. = \-HH-[,b.,%. 
 

şeklindeki -1,1.-tipinden tensör alanı �’ye, $’nin %’den elde edilen şekil operatörü denir. 

Diğer bir deyişle, � şekil operatörü, % birim normal vektör alanı olmak üzere		$, nin her q 

noktasında 

 �: np-$. 												_̀ à np-$. 												�p 												_̀ à �-�p. = −���% 

 

bir lineer operatördür. 
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1.2.2 Teorem $	nin bir yarı-Riemann hiperyüzeyi $ ve �, $	nin birim normali olan % 

den elde edilen şekil operatörü olsun. Bu durumda [ ∈ �-$. için 

 �-[. = −��% 

 

olur ve ayrıca � şekil operatörü self-adjointdir. $	nin bir yarı-Riemann hiperyüzeyi $ 

olsun. $	nin % birim normalinden elde edilen şekil operatörü � olmak üzere,          ∀	[,b ∈ ��$�	 için 

 HH-[,b. = �\-:-[.,b.% 	
olur. Burada � = \-%,%.	 olarak belirlidir. Yarı-Riemann hiperyüzeyleri için Gauss 

denklemi,  ∀[,b ∈ ��$�		olmak üzere 

 ��b = ��b + �\-�-[.,b.%	
 

biçiminde verilir. 

 

1.2.20 Tanım (Skalar çarpım) )+*, Minkowski 3-uzayında iki vektör �� = -�+, �8, �*. ve t��� = -t+, t8, t*. olmak üzere bu 

iki vektörün skalar çarpımı 

 〈	, 〉�: )+* × )+* 												_̀ à ℝ 
       										-��, t���. 												_̀ à < ��, t��� >�= �+t+ + �8t8 − �*t* 

 

biçiminde tanımlanır. Eğer � = t ise 

 ‖��‖� = |< ��, t��� >�|+/8 

 

eşitliği ile tanımlı ‖��‖� reel sayısına, � vektörünün Lorentz anlamında normu denir. 

Normu 1 olan vektöre de Lorentz anlamında birim vektör denir. 
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1.2.21 Tanım (Vektörel çarpım)  )+*, Minkowski 3-uzayında iki vektör �� = -�+, �8, �*.  ve t��� = -t+, t8, t*. olmak üzere 

 

�&� �&+ &8 &*�+ �8 �*t+ t8 t*� = -�8t* − �*t8, �*t+ − �+t*, �8t+ − �+t8.	
 

vektörüne �� ve t��� vektörlerinin vektörel çarpımı (dış çarpımı) denir. �� × t��� veya �� ∧ t��� 
şeklinde gösterilir. 

 

1.2.22 Tanım (Semi(yarı)-ortogonal matris) )+*, Minkowski 3-uzayında ¡¢�¡ = � eşitliğini sağlayan ¡ matrisine semi-ortogonal matris 

denir. Burada �&�¡ = 1 olup 

 

� = £1 0 00 1 00 0 −1¤ 

 

matrisine işaret matrisi denir. 

 

1.2.23 Tanım (I. Temel form) $ yarı-Riemann manifoldu olarak 3-boyutlu Minkowski uzayı ve $	 yarı-Riemann 

hiperyüzeyi olarak da -¥, ¦. parametrizasyonu ile verilen, ∀�, � ∈ ℝ için 

 ¦:¥ ⊂ ℝ8 												_̀ àℝ+* 														-�, �. 												_̀ à ¦-�, �. = �¦+-�, �., ¦8-�, �., ¦*-�, �.� 
 

ile belirli olan ¦-¥. yüzeyi göz önüne alınsın. Lineer bağımsız §¦¨, ¦z© cümlesi, yüzeyin 

vektör alanlarının bir bazıdır. Yüzeyin birim normali 

 

% = 〈 ¦¨ ∧ ¦z‖¦¨ ∧ ¦z‖〉 
 

ile belirlidir. Yüzeyin H. temel formunu, yani metriğini hesaplamadan önce bazı eşitlikler 

verilecektir. 
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 = 〈¦¨, ¦¨〉	, ! = 〈¦¨, ¦z〉		, "		 = 〈¦z, ¦z〉			 
 

olup 

〈%,%〉� = 〈	 ¦¨ ∧ ¦z‖¦¨ ∧ ¦z‖ , ¦¨ ∧ ¦z‖¦¨ ∧ ¦z‖〉�	,	 
  , !, " ve 

 										‖� ∧ �‖�8 = 〈	� ∧ �, � ∧ �〉� = 〈	�, �〉�	〈	�, �〉� + -〈	�, �〉�.8 

 

Lagrange özdeşliği’nden 

 〈	%, %	〉� = -〈¦¨, ¦z〉�.8 − 〈¦¨, ¦z〉�. 〈¦z, ¦z	〉� 

 													〈	%, %	〉� = !8 −  " 

 

elde edilir. Yüzeyin I. temel formunu hesaplamak için, ¦ nin tam diferensiyeli 

 

�¦ = ª¦ª� �� + ª¦ª� �� 

 

ile belirlidir. Buradan 

 H = -�:.8 = 〈�¦, �¦〉 
											= 〈ª¦ª� , ª¦ª�〉 -��.8 + 2 〈ª¦ª� , ª¦ª�〉 ���� + 〈ª¦ª� , ª¦ª�〉 -��.8 

			=  -��.8 + 2!���� + "-��.8 

 

bulunur. Böylece 

 -��.8-��.8 =  «����¬8 + 2! ���� + " 

 

ve  
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 = ���� , 	HL = -��.8-��.8 

 

olmak üzere 

 	HL =  8 + 2! + " 

 

elde edilir. $	 yüzeyi üzerindeki H = -�:.8 indirgenmiş metriğinin pozitif tanımlı veya 

indefinit olup olmadığını incelemek ile, H = -��.8HL olduğundan, HL yü incelemek aynıdır. 

 

1.2.24 Tanım (Non-dejenere yüzey) )+*, 3-boyutlu Minkowski uzayında bir yüzey $ olsun.∀q ∈ $ ve ∀�o, to ∈ np$ için 

〈�o, to〉 = 0	 ⟹ �o = 0 önermesi sağlanıyorsa  $ ye )+* uzayında bir non-dejenere yüzey 

denir. $ yüzeyi üzerindeki metriğin matris formu 

 

¯ !! "°	 
 

ile belirlidir. $ yüzeyi üzerindeki metriğin non-dejenere olması için gerek ve yeter şart 

 

�&� ¯ !! "° ≠ 0  veya   " − !8 ≠ 0 

 

olmasıdır. 

 

1.2.25 Tanım (Spacelike yüzey) )+*, 3-boyutlu Minkowski uzayında bir yüzey $ olsun. $ yüzeyi üzerine indirgenmiş 

metrik pozitif tanımlı ise $ ye )+* de bir spacelike yüzey denir. 

 

1.2.26 Tanım (Timelike yüzey) )+*, 3-boyutlu Minkowski uzayında bir yüzey $ olsun. $ yüzeyi üzerine indirgenmiş 

metrik Lorentz metriği ise $ ye )+* de bir timelike yüzey denir. 
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1.2.27 Tanım (Gauss eğriliği) )+*, 3-boyutlu Minkowski uzayında bir yüzey $ ve $ nin şekil operatörüne karşılık gelen 

matris � olsun. q ∈ $ için 

 '-q. = ��&��p 

 

ifadesine, $ yüzeyinin q noktasındaki Gauss eğriliği ve 	':$ 												_̀ à ℝ  fonksiyonuna $ 

yüzeyinin Gauss eğrilik fonksiyonu denir. Burada, � = 〈%, %〉 = ±1 ile belirlidir. %, $ 

yüzeyinin birim normal vektör alanıdır. $ yüzeyi spacelike ise � = 〈%,%〉 = −1 olur. Bu 

durumda ' = −�&��	 ile belirlidir. $ yüzeyi timelike ise � = 〈%,%〉 = 1 olur. Bu 

durumda ' = �&��	 ile belirlidir. 

 

1.2.28 Tanım (Ortalama eğrilik) )+*, 3-boyutlu Minkowski uzayında bir yüzey $ ve $ nin şekil operatörüne karşılık gelen 

matris � olsun. q ∈ $ için 

 (-q. = 2y+�	;��p 

 

ifadesine, $ yüzeyinin q noktasındaki ortalama eğriliği ve 	(:$ 												_̀ à ℝ  fonksiyonuna $ 

yüzeyinin ortalama eğrilik fonksiyonu denir. Burada, � = 〈%,%〉 = ±1 olur. %, $ 

yüzeyinin birim normal vektör alanıdır. $ yüzeyi spacelike ise � = 〈%,%〉 = −1 olur. Bu 

durumda ( = −2y+. ;��	 ile belirlidir. $ yüzeyi timelike ise � = 〈%,%〉 = 1 olur. Bu 

durumda ( = 2y+. ;��	 ile belirlidir. ( = 0, yani  % + GL − 2!$ = 0 ve yüzey spacelike 

(timelike) ise bu yüzeye spacelike maksimal (timelike minimal) yüzey denir. 
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BÖLÜM 2 

 

ÜÇ BOYUTLU ÖKLĐD UZAYINDA HENNEBERG YÜZEYĐ 

 

Tez boyunca bir �� vektörü ile ��¢	 transpozu özdeş alınmıştır. 

 

2.1 Weierstrass Gösterimi 

 

2.1.1 Teorem Kabul edelim ki basit bağlantılı bir açık ´ ⊂ ℂ kümesinde tanımlı sıfırdan 

farklı holomorfik bir fonksiyon ¶ ve meromorfik bir fonksiyon \ olsun. Buradan 

 

¶-·. = ¸&JS -1 − \8.;-1 + \8.2\ T¶�·																										 																							-2.1.	 
 

sıfır ortalama eğrilikli bir konformal immersiyon (konformal minimal yüzey) olur. Tersine, 

herhangi bir konformal minimal yüzey yukarıdaki şekilde belirlidir (Weierstrass, 1866). 

 

2.1.1 Uyarı Bir minimal yüzeyin Weierstrass gösterimi üzerindeki meromorfik 	\ 

fonksiyonu ve holomorfik ¶ fonksiyonu için -¶, \. ikilisine Weierstrass data adı verilir. 

 

2.1.1 Lemma Henneberg’in 

 

ℎ-·. =
4
55
6 −13 «·* − 1·*¬ + · − 1· ,; «13 «·* + 1·*¬ + · + 1·¬ ,·8 + 1·8 @

AA
B																																																	-2.2. 

 

eğrisi ℂ* uzayında bir minimal eğridir. Burada · ∈ ℂ , ; = √−1 ile belirlidir. 
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Böylece 

 ℎL ∙ ℎL = 0 

 

eşitliğinden eğrinin minimal olduğu görülmektedir. 

 )*, 3-boyutlu Öklid uzayında Henneberg’in minimal yüzeyi, yukarıdaki eğriyi Weierstrass 

gösteriminde kullanarak 

 

ℋ-·. = ℛ&JℎL-·. �·																																																							-2.3. 
 

olarak elde edilmektedir. 

 

2.2 Henneberg Minimal Yüzeyi 

 

Weierstrass data -¶, \. = -1 − ·y¼, ·. olarak alındığında Henneberg yüzeyi 

 

ℛ&JℎL-·. �· = ℛ&J-	α+, 	α8, 	α*. �· 																																						-2.4. 
	
elde edilir. Böylece, )* uzayında	· ∈ ℂ olmak üzere Henneberg yüzeyi 

 

ℋ-·. = ℛ&
4
55
6 −13 «·* − 1·*¬ + · − 1· ,; «13 «·* + 1·*¬ + · + 1·¬ ,·8 + 1·8 @

AA
B																																								-2.5. 

 

olarak bulunur. 
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Björling gösteriminden farklı olarak Henneberg’in minimal yüzeyi Weierstrass gösterimi 

kullanılarak -�, �. parametreleri cinsinden aşağıdaki teoremde verilmektedir. 

 

2.2.1 Teorem )* uzayında, Weierstrass gösterimindeki Weierstrass data -¶, \. =-1 − ·y¼, ·. ve · = � + ;� olarak alınırsa Henneberg yüzeyi 

 

ℋ-�, �. =
4
555
6� + ��8 − �*3 − ��8 + �8 − ��8-�8 + �8.* + �*3-�8 + �8.*
� − �8� + �*3 + ��8 + �8 + �8�-�8 + �8.* − �*3-�8 + �8.*

�8 − �8 + �8 − �8-�8 + �8.8 @
AAA
B													-2.6. 

 

bir minimal yüzeydir. 

 

Đspat. Henneberg’in ℋ-�, �. yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları 

hesaplandığında 

  = y¼- + 1.87- + 1.8 − 4�8=7�8 + -� + 1.8=7�8 + -� − 1.8= = ", 
 ! = 0 

 

bulunur. Burada  = �8 + �8 ile belirlidir. Yüzeyin Gauss dönüşümü hesaplanırsa 

 

& = « 2� + 1 , 2� + 1 ,  − 1 + 1¬ 

 

olur. Yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları ise 

 # = −2y¼7¼ − -8 − 8�8�8.= = −%,			$ = 8y¼-�8 − �8	.�� 

 

bulunur. Buradan 

 �&�HH = −4y¼7- + 1.8 − 4�8=7�8 + -� + 1.8=7�8 + -� − 1.8= 
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elde edilir. Böylece ℋ-�, �. yüzeyinin ortalama ve Gauss eğrilikleri, sırasıyla, 

 ( = 0, 

 

' = − 4¼- + 1.¼7- + 1.8 − 4�8=7�8 + -� + 1.8=7�8 + -� − 1.8= 
 

bulunur. 

 

2.2.1 Đntegralden Bağımsız Gösterim 

 )* Öklid uzayında minimal yüzeyler için verilen Weierstrass gösteriminin integralden 

bağımsız gösterimi 

 

E���M = ℛℯ S;-1 − À8.ÁLL-À. + 2ÀÁL-À. − 2Á-À.-1 + À8.ÁLL-À. − 2ÀÁL-À. + 2Á-À.27ÀÁLL-À. − ÁL-À.= T = ℛℯ S¶+-À.¶8-À.¶*-À.T										-2.7. 
 

ile belirlidir. Burada À ∈ ℂ olup Á-À. cebirsel fonksiyonu ve ¶x-À. fonksiyonları 

 

Á-À. = 14 -À8 − 1.¶+-À. − ;4 -À8 + 1.¶8-À. − 12À¶*-À.																		-2.8. 
 

bağıntısı ile elde edilmektedir (Weierstrass 1885, 1903). 

 

Đntegralden bağımsız gösterimi kullanarak Henneberg minimal yüzeyinin cebirsel 

fonksiyonu 

 

Á-À. = À¼ + 16À 																																																									-2.9. 
 

olur. 
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2.2.2 Derece ve Sınıf 

 

Bu kısımda, Maple yazılım programı desteği ile Groebner elimine algoritmasını kullanarak ℋ-�, �. Henneberg minimal yüzeyinin cebirsel denklemi, derecesi ve sınıfı elde 

edilecektir.  

 

Bir /-�, �, �. = 0 kapalı polinom denkleminin köklerinin kümesi bir cebirsel yüzey 

belirtir. < = �&2-¶. olmak üzere bir ¶-�, �. = ��-�, �., �-�, �., ·-�, �.� cebirsel 

yüzeyinin derecesi (mertebesi) < ile belirlidir. Bir ¶-�, �. yüzeyi üzerindeki -�, �. 
noktasındaki teğet düzlem denklemi 

 �� + �� + Zz + P = 0																																															-2.10. 
 

biçimindedir. Buradaki �, �, �, yüzeyin 

 & = ��-�, �., �-�, �., �-�, �.�																																								-2.11. 
 

Gauss dönüşümünün bileşenleri olup Å = Å-�, �. ile belirlidir. Homojen olmayan teğet 

koordinatlar 

 � = � Å⁄ , � = � Å,⁄ 	� = � Å⁄ 																																							-2.12. 
 

olarak alındığında 	¶-�, �. yüzeyinin /1-�, �, �. = 0 kapalı denklemi elde edilir. Bu 

denklemin en büyük derecesi ¶-�, �. yüzeyinin sınıfını vermektedir. 

 

Henneberg doktora tezinde, 1. bölümde verilmiş olan ℋ-2, 3. minimal yüzeyinin 

derecesini hatalı olarak �&2-ℋ-2, 3.. = 17 bulmuştur. Ayrıca :<¶-ℋ-2, 3.. = 5 

olduğunu göstermiştir. Böylece ℋ-2, 3. yüzeyi bir cebirsel minimal yüzeydir (Henneberg, 

1875, 1876). 

 ℋ-�, �. Henneberg yüzeyinin, �, �, �, kartezyen koordinatlar cinsinden kapalı denklemi: 
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/-�, �, �. = 64�⁶�⁹ + 192�⁴�²�⁹ + 192�²�⁴�⁹ + 64�⁶�⁹ − 432�⁸�⁶ − 864�⁶�²�⁶− 768�⁴�¹⁰ + 864�²�⁶�⁶ + 432��⁶	 + 768��¹⁰ − 1215�¹⁰�³− 9963�⁸��³ − 3888�⁸�⁵ − 23814�⁶�⁴�³	 − 15552�⁶�²�⁵ + 4320�⁶�⁷− 23814�⁴�⁶�³	 − 23328�⁴�⁴�⁵ − 7776�⁴�²�⁷ − 768�⁴�⁹ − 9963�²�⁸�³− 15552�²�⁶�⁵ − 7776�²�⁴�⁷ + 4608�²�²�⁹ + 2304�²�¹¹	 − 1215�¹⁰�³− 3888�⁸�⁵ + 4320�⁶�⁷ − 768�⁴�⁹ + 2304�²�¹¹ − 729�¹² − 4374�¹⁰�²+ 2187�⁸�⁴ − 13122�⁸�²�² + 7776�⁸�⁴	 − 8748�6�⁴�² + 62208�⁶�²�⁴+ 52032�⁶�⁶ − 2187�⁴�⁸ + 8748�⁴�⁶�² + 10560�4�²�⁶ − 5376�⁴�⁸+ 13122�²�⁸�²	 − 62208�²�⁶�⁴ − 10560�²�⁴�⁶ + 4608�²�¹⁰ + 729�¹²+ 4374�¹⁰�² − 7776�⁸�⁴ − 52032�⁶�⁶ + 5376�⁴�⁸	 − 4608�²�¹⁰+ 8748�¹⁰� − 26244�⁸�²� + 69120�⁸�³ + 17496�⁶�⁴� + 89856�⁶�⁵+ 17496�⁴�⁶� − 511488�4�⁴�³	 − 573696�⁴�²�⁵ − 162816�⁴�⁷− 26244�²�⁸� − 573696�²�⁴�⁵ − 276480�²�²�⁷ − 27648�²�⁹+ 8748�¹⁰� + 69120�⁸�³	 + 89856�⁶�⁵ − 162816�⁴�⁷ − 27648�²�⁹+ 9720�¹⁰ − 79704�⁸�² + 31104�⁸�² + 190512�⁶�⁴ − 248832�⁶�²�²	− 179712�⁶�⁴ − 190512�⁴�⁶ − 1147392�⁴�²�⁴ − 595968�⁴�⁶+ 79704�²�⁸ + 248832�²�⁶�² + 1147392�²�⁴�⁴	 − 55296�²�⁸− 9720�¹⁰ − 31104�⁸�² + 179712�⁶�⁴ + 595968�⁴�⁶ + 55296�²�⁸− 62208�⁸� + 248832�⁶�²� − 416256�⁶�³	 − 373248�⁴�⁴�+ 84480�⁴�²�³ − 651264�⁴�⁵ + 248832�²�⁶� + 84480�²�⁴�³+ 1105920�²�²�⁵ + 110592�²�⁷	 − 62208�⁸� − 416256�⁶�³− 651264�⁴�⁵ + 110592�²�⁷ − 27648�⁸ + 55296�⁶�² − 138240�⁶�²− 248832�⁴�²�²	 − 86016�⁴�⁴ − 55296�²�⁶ + 248832�²�⁴�²+ 221184�²�⁶ + 27648�⁸ + 138240�⁶�² + 86016�⁴�⁴ − 221184�²�⁶	− 49152�⁴�³ − 294912�²�²�³ − 147456�²�⁵ − 49152�⁴�³− 147456�²�⁵ − 32768�⁶ + 98304�⁴�² − 196608�⁴�² − 98304�²�⁴	− 294912�²�⁴ + 32768�⁶ + 196608�⁴�² + 294912�²�⁴ 
 

olur. Buradan �&2�ℋ-�, �.� = 15 olduğu görülmektedir. Böylece /-�, �, �. = 0 kapalı 

denklemi, Henneberg minimal yüzeyi ℋ-�, �. için bir cebirsel minimal yüzey belirtir 

(Şekil 3). 

 ℋ-�, �. yüzeyinin sınıfını hesaplamak için �� + �� + Zz + P = 0 teğet düzlem 

denklemini kullanarak 

 

Å-�, �. = Ñ-�, �.3-�8 + �8 + 1.-�8 + �8.8 
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Şekil 3: Öklidyen kartezyen koordinatlarda Henneberg cebirsel yüzeyi. 

 

 

ve 

 

� = 6�-�8 + �8.8Ñ-�, �. ,			� = 6�-�8 + �8.8Ñ-�, �. ,			� = 3-�8 + �8.8-�8 + �8 − 1.Ñ-�, �. 	 
 

elde edilir. Buradaki 

 Ñ-�, �. = −-�8 + �8 − 1.-� − �.-� + �.7-�8 + �8.8 + 4-�8 + �8. + 1= 
 

ile belirlidir. 

 ℋ-�, �. Henneberg yüzeyinin �, �, � teğet koordinatlardaki kapalı denklemi 

 /1-�, �, �. = −6�¼� − 4�8�* + 6�¼� + 4�8�* − 3�¼ − 6�8�8 − 3�¼ 

 

olur. Bu yüzey (Şekil 4) için sınıfın :<¶�ℋ-�, �.� = 5 olduğu görülmektedir. 
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Şekil 4: Öklidyen teğet koordinatlarda Henneberg cebirsel yüzeyi. 
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BÖLÜM 3 

 

ÜÇ BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA HENNEBERG YÜZEYĐ 

 

Bu bölümde, )+* 3-boyutlu Minkowski uzayında Henneberg’in spacelike maksimal ve 

timelike minimal yüzeyleri elde edilecektir. 

 

3.1 Spacelike Maksimal Yüzeylerin Weierstrass Gösterimi 

 

Spacelike maksimal yüzeyler için Weierstrass gösterimi Kobayashi tarafından elde 

edilmiştir (Kobayashi, 1983). 

 

3.1.1 Teorem Kabul edelim ki basit bağlantılı bir açık ´ ⊂ ℂ kümesinde tanımlı sıfırdan 

farklı holomorfik bir fonksiyon ¶ ve meromorfik bir fonksiyon \ olsun. Buradan 

 

¶-�. = ¸&JS -1 + \8.;-1 − \8.2\ T¶�·																																											-3.1. 
 

sıfır ortalama eğrilikli bir spacelike konformal immersiyon (konformal maksimal yüzey) 

olur. Tersine, herhangi bir konformal maksimal yüzey yukarıdaki şekilde belirlidir. 

 

3.2 Spacelike Maksimal Henneberg Yüzeyi 

 

Henneberg’in ℋ-�, �. spacelike maksimal yüzeyinin Weierstrass datası -¶, \. =-1 − �y¼, �. olarak alınırsa yüzeyin parametrik denklemi 

 

ℋ-�, �. =
4
555
6−

� − ��8 + �*3 + ��8 + �8 − ��8-�8 + �8.* + �*3-�8 + �8.*
� + �8� − �*3 − ��8 + �8 + �8�-�8 + �8.* − �*3-�8 + �8.*

�8 − �8 + �8 − �8-�8 + �8.8 @
AAA
B								-3.2. 
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olur. Bu yüzeyin Gauss dönüşümü hesaplandığında 

 

& = E 2��8 + �8 − 1 , 2��8 + �8 − 1 , �8 + �8 + 1�8 + �8 − 1M 

 

bulunur.  

 

3.2.1 Đntegralden Bağımsız Gösterim 

 )+* uzayında, Weierstrass gösterimini kullanarak bir spacelike maksimal yüzeyin 

integralden bağımsız gösterimi 

 

E���M = ℛℯ S; -1 + À8.ΨLL-À. − 2ÀΨL-À. + 2Ψ-À.-1 − À8.ΨLL-À. + 2;ÀΨL-À. − 2;Ψ-À.27ÀΨLL-À. − 2ΨL-À.= T = ℛℯ S¶+-À.¶8-À.¶*-À.T							-3.3. 
 

şeklindedir. Burada À ∈ ℂ olmak üzere Ψ-À. cebirsel fonksiyonu ve ¶x-À. fonksiyonları 

arasındaki bağıntı	 
 

Ψ-À. = 14 -À8 + 1.¶+-À. − ;4 -À8 − 1.¶8-À. − 12À¶*-À.																							-3.4. 
 

ile belirlidir. Henneberg’in spacelike maksimal yüzeyinin cebirsel ifadesi hesaplanırsa 

 

Ψ-À. = À¼ + 16À 																																																										-3.5. 
 

bulunur (Güler, 2014; Güler, Zambak, 2015). 

 

3.2.2 Derece ve Sınıf 

 

Bu kısımda; )+* uzayındaki spacelike maksimal Henneberg ℋ-�, �. yüzeyinin cebirsel 

denklemi, derecesi ve sınıfı elde edilecektir. 
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Bir ¶-�, �. yüzeyi üzerinde bulunan herhangi bir -�, �. noktasındaki teğet düzlem 

denklemi 

 �� + �� − Zz + P = 0																																																	-3.6. 
 

biçimindedir. Buradaki �, �, �, yüzeyin 

 & = ��-�, �., �-�, �., �-�, �.�																																										-3.7. 
 

Gauss dönüşümünün bileşenleri olup Å = Å-�, �. ile belirlidir. Homojen olmayan teğet 

koordinatlar 

 � = � Å⁄ , � = � Å,⁄ 	� = � Å⁄ 																																											-3.8. 
 

olarak alındığında 	¶-�, �. yüzeyinin /1-�, �, �. = 0 kapalı denklemi elde edilir. Bu 

denklemin en büyük derecesi ¶-�, �. yüzeyinin sınıfını vermektedir. 

 

Henneberg’in ℋ-�, �. spacelike maksimal yüzeyinin kapalı denklemi: 
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/-�, �, �. = 64�⁶�⁹ + 192�⁴�²�⁹ + 192�²�⁴�⁹ + 64�⁶�⁹ − 432�⁸�⁶ − 864�⁶�²�⁶− 768�⁴�¹⁰ + 864�²�⁶�⁶	 + 432�⁸�⁶ + 768�⁴�¹⁰ − 1215�¹⁰�³− 9963�⁸�²�³ + 3888�⁸�⁵ − 23814�⁶�⁴�³ + 15552�⁶�²�⁵	 + 4320�⁶�⁷− 23814�⁴�⁶�³	 + 23328�⁴�⁴�⁵ − 7776�⁴�²�⁷ + 768�⁴�⁹ − 9963�²�⁸�³+ 15552�²�⁶�⁵ − 7776�²�⁴�⁷ − 4608�²�²�⁹ + 2304�²�¹¹ − 1215�¹⁰�³+ 3888�⁸�⁵ + 4320�⁶�⁷ + 768�⁴�⁹ + 2304�²�¹¹ − 729�¹² + 4374�¹⁰�²+ 2187�⁸�⁴ + 13122�⁸�²�² + 7776�⁸�⁴ + 8748�⁶�⁴�² + 62208�⁶�²�⁴− 52032�⁶�⁶ − 2187�⁴�⁸ − 8748�⁴�⁶�² − 10560�⁴�²�⁶ − 5376�⁴�⁸− 13122�²�⁸�² − 62208�²�⁶�⁴	 + 10560�²�⁴�⁶ − 4608�²�¹⁰ + 729�¹²− 4374�¹⁰�² − 7776�⁸�⁴ + 52032�⁶�⁶ + 5376�⁴�⁸ + 4608�²�¹⁰	+ 8748�¹⁰� − 26244�⁸�²� − 69120�⁸�³ + 17496�⁶�⁴�	 + 89856�⁶�⁵+ 17496�⁴�⁶� + 511488�⁴�⁴�³ − 573696�⁴�²�⁵ + 162816�⁴�⁷− 26244�²�⁸� − 573696�²�⁴�⁵ + 276480�²�²�⁷ − 27648�²�⁹	+ 8748�¹⁰� − 69120�⁸�³ + 89856�⁶�⁵ + 162816�⁴�⁷ − 27648�²�⁹− 9720�¹⁰ + 79704�⁸�² + 31104�⁸�²	 − 190512�⁶�⁴ − 248832�⁶�²�²+ 179712�⁶�⁴ + 190512�⁴�⁶ + 1147392�⁴�²�⁴ − 595968�⁴�⁶− 79704�²�⁸ + 248832�²�⁶�² − 1147392�²�⁴�⁴ + 55296�²�⁸+ 9720�¹⁰ − 31104�⁸�² − 179712�⁶�⁴	 + 595968�⁴�⁶ − 55296�²�⁸+ 62208�⁸� − 248832�⁶�²� − 416256�⁶�³ + 373248�⁴�⁴�	+ 84480�⁴�²�³	 + 651264�⁴�⁵ − 248832�²�⁶� + 84480�²�⁴�³− 1105920�²�²�⁵ + 62208�⁸� + 110592�²�⁷ − 416256�⁶�³+ 651264�⁴�⁵ + 110592�²�⁷ + 248832�⁴�²�² − 27648�⁸ + 55296�⁶�²+ 138240�⁶�²	 − 86016�⁴�⁴ − 248832�²�⁴�² − 55296�²�⁶− 221184�²�⁶ + 27648�⁸ − 138240�⁶�² + 86016�⁴�⁴ − 32768�⁶+ 221184�²�⁶ + 49152�⁴�³ + 294912�²�²�³ − 147456�²�⁵+ 49152�⁴�³ − 147456�²�⁵	 + 32768�⁶ − 98304�⁴�² − 196608�⁴�²+ 98304�²�⁴ + 294912�²�⁴ + 196608�⁴�² − 294912�²�.	
 

olur. �&2�ℋ-�, �.� = 15 olduğu görülmektedir. Böylece /-�, �, �. = 0 denklemi ℋ-�, �. spacelike maksimal yüzeyi için bir cebirsel yüzey belirtir (Şekil 5). 

 ℋ-�, �. yüzeyinin sınıfını bulmak için teğet düzlem denklemini kullanarak 
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Å-�, �. = N-�, �.3-�8 + �8 − 1.-�8 + �8.8 

 

ve 

 

� = 6�-�8 + �8.8N-�, �. ,			� = 6�-�8 + �8.8N-�, �. ,			� = 3-�8 + �8.8-�8 + �8 + 1.N-�, �. 	 
 

elde edilir. Buradaki 

 N-�, �. = -�8 + �8 + 1.-� − �.-� + �.7-�8 + �8.8 − 4-�8 + �8. + 1= 
 

ile belirlidir. 
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Şekil 5: Minkowski kartezyen koordinatlarda spacelike maksimal Henneberg cebirsel 
yüzeyi. 

 

 

Henneberg’in ℋ-�, �. spacelike maksimal yüzeyinin �, �, � teğet koordinatlardaki kapalı 

denklemi ise 

 /1-�, �, �. = −6�¼� + 4�8�* + 6�¼� − 4�8�* − 3�¼ − 6�8�8 − 3�¼ 

 

olur (Şekil 6). Böylece cebirsel spacelike maksimal Henneberg ℋ-�, �. yüzeyi için :<¶�ℋ-�, �.� = 5 olduğu görülmektedir. 
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Şekil 6: Minkowski teğet koordinatlarda spacelike maksimal Henneberg cebirsel yüzeyi. 

 

 

3.3 Timelike Minimal Yüzeylerin Weierstrass Benzeri Gösterimi 

 

M. Magid, )+* uzayındaki timelike minimal yüzeyler için aşağıdaki Weierstrass benzeri 

gösterim teoremini vermiştir: 

 

3.3.1 Teorem Kabul edelim ki 	)+* uzayında, �¶+-�., \+-�.� ve �¶8-�., \8-�.� 
fonksiyonları sırasıyla � ve � değişkenlerine bağlı; basit bağlantılı bir ´ açık kümesinde 

tanımlı olsun. Buradan bir timelike minimal yüzeyin Weierstrass benzeri gösterimi 

 

C-�, �. = JS 2\+¶+-1 − \+8.¶+−-1 + \+8.¶+T�� + JS 2\8¶8-1 − \88.¶8-1 + \88.¶8T��																			-3.9. 
 

olur (Magid, 1991). 
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3.4 Timelike Minimal Henneberg Yüzeyi 

 )+* uzayında timelike minimal yüzeyler için Weierstrass benzeri gösterimde 

 �¶+-�., \+-�.� = -1 − �y¼, �.,			�¶8-�., \8-�.� = -1 − �y¼, �. 
 

olarak alınırsa Henneberg’in timelike minimal ℋ-�, �. yüzeyinin parametrik ifadesi 

 

ℋ-�, �. =
4
55
613

�8 + �8 + 1�8 + 1�8«−�* − �* + 1�* + 1�*¬ + � + � − 1� − 1�13 «−�* + �* − 1�* + 1�*¬ − � + � − 1� + 1�@
AA
B = S�-�, �.�-�, �.�-�, �.T							-3.10. 

 

olur. Ayrıca, bu yüzeyin Gauss dönüşümü 

 

& = «�� − 11 + �� , � + �1 + �� ,−� + �1 + ��¬ 

 

bulunur. 

 

3.4.1 Đntegralden Bağımsız Gösterim 

 )+* uzayında timelike minimal yüzeyler için integralden bağımsız Weierstrass benzeri 

gösterim 

 

           E���M = S 2�DLL-�. − 2DL-�.-1 − �8.DLL-�. + 2�DL-�. − 2D-�.−-1 + �8.DLL-�. + 2�DL-�. − 2D-�.T 

+S 2�ÓLL-�. − 2ÓL-�.-1 − �8.ÓLL-�. + 2�ÓL-�. − 2Ó-�.−-1 + �8.ÓLL-�. − 2�ÓL-�. + 2Ó-�.T ≡ Sℎ+-�. + �+-�.ℎ8-�. + �8-�.ℎ*-�. + �*-�.T													-3.11. 
 

biçimindedir. Burada, �, � ∈ ℝ için D-�., Ó-�. cebirsel fonksiyonları ve ℎx-�. + �x-�. 
fonksiyonları arasındaki bağıntı 
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Φ-�, �. = −12�ℎ+-�. + 14 -�8 − 1.ℎ8-�. − 14 -�8 + 1.ℎ*-�. 
																				− 12 ��+-�. + 14 -�8 − 1.�8-�. + 14 -�8 + 1.�*-�.															-3.12. 

 

olarak bulunur. 

 

 

Timelike minimal yüzeyler için integralden bağımsız Weierstrass benzeri gösterim 

kullanılarak Henneberg’in timelike minimal yüzeyinin cebirsel ifadesi hesaplanırsa 

 

Φ-�, �. = �-�¼ + 1. + �-�¼ + 1.6�� 																																								-3.13. 
 

elde edilir (Güler, 2014; Güler, Zambak, 2015). 

 

3.4.2 Derece ve Sınıf 

 )+* uzayında timelike minimal yüzeyin kapalı denklemi 



 
 
 

34 
 

/-�, �, �. = −16�Ö�× + 48�Ö�¼�8 − 48�Ö�8�¼ + 16�Ö�× + 384�+Ø�¼ − 384�+Ø�¼+ 216�×�Ù − 432�⁶�⁶�² + 432�⁶�²�⁶	 − 216�⁶�⁸ − 2304�¹¹�²+ 2304�¹¹�² + 768�⁹�⁴ + 4608�⁹�²�² + 768�⁹�⁴ − 4320�⁷�⁶− 7776�⁷�⁴�² + 7776�⁷�²�⁴	 + 4320�⁷�⁶ + 3888�⁵�⁸ − 15552�⁵�⁶�²+ 23328�⁵�⁴�⁴ − 15552�⁵�²�⁶ + 3888�⁵�⁸ + 1215�³�¹⁰− 9963�³�⁸�²	 + 23814�³�⁶�⁴ − 23814�³�⁴�⁶ + 9963�³�²�⁸− 1215�³�¹⁰ − 9216�¹⁰�² − 9216�¹⁰�² + 10752�⁸�⁴ − 10752�⁸�⁴− 104064�⁶�⁶	 + 21120�⁶�⁴�² + 21120�⁶�²�⁴ − 104064�⁶�⁶− 15552�⁴�⁸ + 124416�⁴�⁶�² − 124416�⁴�²�⁶ + 15552�⁴�⁸+ 8748�²�¹⁰	 − 26244�²�⁸�² + 17496�²�⁶�⁴ + 17496�²�⁴�⁶− 26244�²�²�8 + 8748�²�¹⁰ + 1458�¹² − 4374�⁸�⁴ + 4374�⁴�⁸	− 1458�¹² + 110592�⁹�² − 110592�⁹�² + 651264�⁷�⁴− 1105920�⁷�²�² + 651264�⁷�⁴ − 359424�⁵�⁶ − 2294784�⁵�⁴�²	+ 2294784�⁵�²�⁴ + 359424�⁵�⁶ − 276480�³�⁸ + 2045952�³�⁴�⁴− 276480�³�⁸ − 34992��¹⁰ − 104976��⁸�² − 69984��⁶�⁴	+ 69984��⁴�⁶ + 104976��²�⁸ + 34992��¹⁰ + 442368�⁸�²+ 442368�⁸�² + 4767744�⁶�⁴ − 4767744��⁴ + 1437696�⁴�⁶	− 9179136�⁴�⁴�² − 9179136�⁴�²�⁴ + 1437696�⁴�⁶ − 248832�²�⁸− 1990656��⁶�² + 1990656�²�²�⁶ + 248832�²�⁸	 − 77760�¹⁰− 637632�⁸�² − 1524096�⁶�⁴ − 1524096�⁴�⁶ − 637632�²�⁸− 77760�¹⁰ − 1769472�⁷�² + 1769472�⁷�²	 + 10420224�⁵�⁴+ 17694720�⁵�²�² + 10420224�⁵�⁴ + 6660096�³�⁶ + 1351680�³�⁴�²− 1351680�³�²�⁴ − 6660096�³�⁶	 + 995328��⁸ + 3981312��⁶�²+ 5971968��⁴�⁴ + 3981312��²�⁶ + 995328��⁸ − 7077888�⁶�²− 7077888�⁶�²	 + 2752512�⁴�⁴ − 2752512�⁴�⁴ + 4423680�²�⁶− 7962624�²�⁴�² − 7962624�²�²�⁴ + 4423680�²�⁶ + 884736�⁸	+ 1769472�⁶�² − 1769472�²�⁶ − 884736�⁸ + 9437184�⁵�²− 9437184�⁵�² + 3145728�³�⁴ − 18874368�³�²�² + 3145728�³�⁴	+ 37748736�⁴�² + 37748736�⁴�² + 25165824�²�⁴ − 25165824�²�⁴+ 4194304�⁶ + 12582912�⁴�² + 12582912�²�⁴	 + 4194304�⁶. 
 

bulunur. Buradan �&2�ℋ-�, �.� = 15 olur. Böylece /-�, �, �. = 0, timelike minimal 

Henneberg ℋ-�, �. yüzeyi için bir cebirsel yüzey belirtir (Şekil 7). 

 ℋ-�, �. yüzeyinin sınıfını hesaplamak için teğet düzlem denklemini kullanarak 

 

Å-�, �. = NÚ-�, �.3-�� + 1.�8�8 
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Şekil 7: Minkowski kartezyen koordinatlarda timelike minimal Henneberg cebirsel yüzeyi. 

 

 

ve 

 

� = 3�8�8-�� − 1.NÚ-�, �. ,			� = 3-� + �.�8�8NÚ-�, �. ,			� = 3-� − �.�8�8NÚ-�, �. 	 
 

elde edilir. Buradaki 

 NÚ-�, �. = −-�� − 1.-�8�8 + 4�� + 1.-�8 + �8. 
 

olup Henneberg’in ℋ-�, �. timelike minimal yüzeyinin �, �, � teğet koordinatlardaki 

kapalı denklemi 

 /1-�, �, �. = −8�*�8 − 8�*�8 − 12��¼ + 12��¼ − 3�¼ + 6�8�8 − 3�¼ 

 

olur (Şekil 8). Böylece cebirsel timelike minimal Henneberg yüzeyin sınıfının :<¶�ℋ-�, �.� = 5 olduğu görülür. 
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Şekil 8: Minkowski teğet koordinatlarda timelike minimal Henneberg cebirsel yüzeyi. 
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