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Bu tezde, 3-boyutlu Öklid uzayında, ∆𝐼𝐱 = 𝒜𝐱, 𝒜 ∈ 𝑀𝑎𝑡(3,3), özelliğini sağlayan 𝑟 

yarıçaplı küre yüzeyi incelenecektir. Kürenin I temel formu ve Gauss tasviri elde edilecektir. 

Kürenin, I temel forma bağlı olan Laplace-Beltrami operatörü bulunacaktır. Küre yüzeyine 

ait olan Laplace-Beltrami operatörü, Gauss tasviri ve ortalama eğrilik arasındaki ilişki 

verilecektir. Üstelik, kürenin II temel formu için Laplace-Beltrami operatörü 

hesaplanacaktır. Küre yüzeyi için yapılan işlemler, 3-boyutlu diferensiyel geometrideki ispat 

teknikleri ve formülleri 4-boyuta taşınarak hesaplamalar hiperküre üzerinde yapılacaktır. 4-

boyutlu Öklid uzayında, ∆𝐼𝐱 = 𝒜𝐱, 𝒜 ∈ 𝑀𝑎𝑡(4,4), özelliğini sağlayan 𝑟 yarıçaplı 

hiperküre çalışılacaktır. Hiperkürenin I temel formu ve Gauss tasviri elde edilecektir. 

Hiperkürenin I temel forma bağlı Laplace-Beltrami operatörü bulunacaktır. Ayrıca, 

hiperküreye ait olan Laplace-Beltrami operatörü, Gauss tasviri ve ortalama eğrilik arasındaki 

ilişkiler araştırılacaktır. Daha sonra, hiperkürenin II temel formu için Laplace-Beltrami 

operatörü elde edilecektir. 
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In this thesis, the sphere surface with radius 𝑟, which provides the property ∆𝐼𝐱 = 𝒜𝐱, 𝒜 ∈

𝑀𝑎𝑡(3,3), in 3-dimensional Euclidean space will be examined. The fundamental form I of 

the sphere and the Gauss map will be obtained. The sphere will find the Laplace-Beltrami 

operator, which depends on the fundamental form I. The relations of the Laplace-Beltrami 

operator, Gauss map, and mean curvature of the sphere surface will be given. Moreover, the 

Laplace-Beltrami operator will be calculated for the fundamental form II of the sphere. The 

operations for the sphere surface, the proof techniques and formulas in 3-dimensional 

differential geometry will be carried to 4-dimensional and the calculations will be done on 

the hypersphere. In 4-dimensional Euclidean space, the hypersphere of radius 𝑟, which 

satisfies the property ∆𝐼𝐱 = 𝒜𝐱, 𝒜 ∈ 𝑀𝑎𝑡(4,4), will be studied. The fundamental form I 

and Gauss map of the hypersphere will be obtained. The Laplace-Beltrami operator of the 

hypersphere depending on the fundamental form I will be found. In addition, the relations 

of the Laplace-Beltrami operator, Gauss map, and mean curvature of the hypersphere will 

be investigated. Finally, the Laplace-Beltrami operator will be obtained for the fundamental 

form II of the hypersphere. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

  

𝐱(𝑢, 𝑣) : yüzey 

𝐱(𝑢, 𝑣, 𝑤) : hiperyüzey 

𝐼 : birinci temel form 

𝐼𝐼 : ikinci temel form 

𝐸, 𝐹, 𝐺, 𝐴, 𝐵, 𝐶 : I temel form katsayıları 

𝐿,𝑀,𝑁, 𝑃, 𝑇, 𝑉 : II temel form katsayıları 

𝑒 : Gauss tasviri 

𝐾 : Gauss eğriliği 

𝐻 : ortalama eğrilik 

𝛾(𝑢) : üreteç eğrisi 

𝜑(𝑢) : üreteç eğrisindeki fonksiyon 

𝔼3 : 3-boyutlu Öklid uzayı 

𝔼4 : 4-boyutlu Öklid uzayı 

∆𝐼 : I temel forma bağlı olan Laplace-Beltrami operatörü 

∆𝐼𝐼 : II temel forma bağlı olan Laplace-Beltrami operatörü 
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1. GİRİŞ 

 

Bu bölümde, tez konusu ile ilgili olan ve literatürde yer alan bazı çalışmalara yer verilecektir. 

 

1.1. Literatür Özeti 

 

Küre; alanı, hacmi, eğrilikleri ve daha birçok özelliği ile yüzyıllardır insanoğlunu, özellikle 

de geometricileri hep cezbeden bir yüzey olmuştur. Kökeni çok öncelere dayanan, fakat 18. 

ve 19. yüzyılda Euler (1753, 1754, 1771, 1781, 1782, 1783, 1797, 1815) ’in çalışmaları ile 

önem kazanan küresel geometri üzerine pek çok çalışma, makale yapılmıştır. Küresel 

geometri, daha sonra yapılan çalışmalar ile birlikte diferensiyel geometrideki manifoldlar 

teorisinde yerini almıştır. 

Bour (1862), 𝔼3 uzayında yüzeylerin deformasyon problemini; Moore (1919), 𝔼4 uzayında 

dönel yüzeyleri; ayrıca Moore (1920), 𝔼4 uzayında sabit eğrilikli dönel yüzeyleri; Levi-

Civita (1937), Öklid uzayındaki izoparametrik yüzeyleri; Takahashi (1966), minimal 

immersiyonlar ve Riemannian manifoldları çalışmıştır. 

Cheng ve Yau (1977), sabit skaler eğrilikli hiperyüzeyleri; Lawson (1980), kitabında 

minimal alt manifoldları vermiştir. Do Carmo ve Dajczer (1982), ortalama eğriliği sabit olan 

helikal yüzeyleri; Do Carmo ve Dajczer (1983), sabit eğrilikli dönel hiperyüzeyleri 

incelemişlerdir. 

Sonlu tipten alt manifoldlar kavramı ise ilk defa Chen (1983) tarafından verilmiştir. Chen 

(1984, 1985), Chen ve Piccini (1987) ’nin makalelerinden sonra manifoldlar teorisindeki 

hiper-yüzey kavramı üzerine yapılan çalışmalarda da hızlı bir artış görülmektedir.  

Dillen vd. (1990), 𝔼3 uzayında sonlu tipten yüzeyleri;  Ferrandez vd. (1990), Öklidyen 

hiperyüzeyler için konformal olma şartlarını; Cheng ve Wan (1994), 𝔼4 uzayında sabit 

ortalama eğriliğe sahip tam hiperyüzeyleri vermiştir.  

Verstraelen vd. (1994), Öklid uzayında minimal öteleme hiperyüzeyleri; Magid vd. (1994), 

𝔼4 uzayında afin umbilik yüzeyleri araştırmışlardır. 
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Hasanis ve Vlachos (1995), harmonik ortalama eğriliğe sahip hiperyüzeyleri; Arslan vd. 

(1997), Weyl pseudosimetrik hiperyüzeyleri; Choi ve Kim (2001), noktasal 1-türünden 

Gauss tasvirli helisoidal ve düzgün yüzeyleri çalışmışlardır. 

Ikawa (2000), 𝔼3 uzayında Bour teoremini vermiştir. Aminov (2001), kitabında alt 

manifoldların geometrisini vermiştir. Yoon (2001), 𝔼4 uzayındaki sonlu tipteki Gauss 

tasvirli dönel yüzeyleri; Beneki vd. (2002), Minkowski 3-uzayında helisoidal yüzeyleri 

incelemişlerdir. 

Yoon (2003), dönel yüzey olan Clifford torusunu; Güler ve Vanlı (2006); Minkowski 3-

uzayında Bour teoremini; Alias ve Gürbüz (2006), en yüksek mertebeden ortalama eğriliğe 

sahip olan lineer operatörler için Takashi teoreminin genişletilmiş formunu; Güler (2007), 

Minkowski 3-uzayında lightlike üreteç eğrisi ve Bour teoremini; Dursun (2007), noktasal 1-

türünde Gauss tasvirli hiperyüzeyleri; Scharlach (2007), 𝔼4 uzayında yüzeyler ve 

hiperyüzeylerin afin geometrisini; Arvanitoyeorgos vd. (2009), 𝔼1
4 Lorentz uzayında 𝛥𝐻 =

𝛼𝐻 özelliğini sağlayan hiperyüzeyleri; Dillen vd. (2009), 𝑆𝑛 ×ℝ ve 𝐻𝑛 ×ℝ uzaylarındaki 

dönel hiperyüzeyleri; Dursun (2009), Lorentz-Minkowski uzayında noktasal 1-türünde 

Gauss tasvirli hiperyüzeyleri çalışmışlardır 

Güler vd. (2010), 𝔼4 uzayında Bour teoremi ve Gauss tasvirini; Özkaldı ve Yaylı (2010), 4-

boyuttaki tensor çarpım yüzeyleri ve Lie gruplarını; Stamatakis ve Al-Zoubi (2010), 𝔼4 

uzayında ∆𝑰𝑰𝑰x = 𝐴x eşitliğini sağlayan dönel yüzeyleri; Arslan vd. (2011a), 𝔼4 uzayında 

noktasal 1-türünden Gauss tasvirli Vranceanu yüzeyleri; Arslan vd. (2011b), noktasal 1-

türünden Gauss tasvirli tensör çarpım yüzeyleri;  Arslan vd. (2012), 𝔼4 uzayında genel dönel 

yüzeyleri; Kim ve Turgay (2013), 𝔼4 deki 𝐿₁-noktasal 1-türünden Gauss tasvirli yüzeyleri 

çalışmışlardır. 

Dursun ve Turgay (2013), 𝔼4 deki minimal ve pseudo-umbilik dönel yüzeyleri; Arslan vd. 

(2014), 𝔼4 uzayında noktasal 1-türünden Gauss tasvirli meridyen yüzeyleri; Ganchev ve 

Milousheva (2014), 4-boyutlu Minkowski uzayında genel dönel yüzeyleri vermişlerdir. 

Turgay (2015), Minkowski uzayında sonlu türdeki Gauss tasvirli Lorentz yüzeyleri; 

Senoussi ve Bekkar (2015), 𝔼3 uzayında Δ𝑗𝑟 = 𝐴𝑟 koşulunu sağlayan helisoidal yüzeyleri 

çalışmışlardır. Kühnel (2015), kitabında eğri, yüzey ve manifoldların diferensiyel 

geometrisini vermiştir. 
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Kahraman Aksoyak ve Yaylı (2015), 𝔼2
4 uzayında noktasal 1-türünden Gauss tasvirli genel 

dönel yüzeyleri; Kahraman Aksoyak ve Yaylı (2016), 𝔼4 uzayında noktasal 1-türünden 

Gauss tasvirli flat dönel yüzeyleri; Kim vd. (2016), 𝔼3 uzayında dönel yüzeylerin Cheng-

Yau operatörü ve Gauss tasvirini çalışmışlardır.  

Güler vd. (2016), 𝔼4 uzayında helisoidal hiperyüzeylerde Laplace-Beltrami operatörünü; 

Moruz ve Munteanu (2016), 𝔼4 uzayında minimal öteleme hiperyüzeyleri; Bektaş,vd. 

(2017a), 1-türünde pseudo-küresel Gauss tasvirli yüzeyleri; Bektaş vd. (2017b), 1-türünde 

pseudo-küresel Gauss tasvirli pseudo-küresel altmanifoldları incelemişlerdir. 

Güler vd. (2018), 𝔼4 uzayında dönel hiperyüzeylerin Gauss tasviri ve III Laplace-Beltrami 

operatörünü; Güler ve Turgay (2019), 𝔼4 uzayında dönel hiperyüzeylerin Cheng-Yau 

operatörü ve Gauss tasvirini; Güler ve Kişi (2019), 𝔼1
4 Minkowski uzayında Dini-türündeki 

timelike eksenli helisoidal hiperyüzeyleri çalışmışlardır. 

Dursun ve Turgay (2019), 𝔼1
4 Minkowski uzayında noktasal 1-türünde Gauss tasvirli space-

like yüzeyleri; Güler (2020), 𝔼4 uzayında hiperkürenin 𝐼𝑉 temel formunu; Arslan vd. (2021), 

Öklid uzayında dönel λ-hiperyüzeyleri vermişlerdir. 

Bu tezde, 3-boyutlu Öklid uzayında, ∆𝐼𝐱 = 𝒜𝐱, 𝒜 ∈ 𝑀𝑎𝑡(3,3), özelliğini sağlayan 𝑟 

yarıçaplı küre yüzeyi incelenecektir. Bunun için, kürenin birinci temel formu ve Gauss 

tasviri elde edilecektir. Kürenin, birinci temel forma bağlı olan Laplace-Beltrami operatörü 

bulunacaktır. Kürenin, Laplace-Beltrami operatörü, Gauss tasviri ve ortalama eğriliği ile 

ilgili bulgular verilecektir. Ayrıca, kürenin ikinci temel formu için Laplace-Beltrami 

operatörü hesaplanacaktır 

Daha sonra, küre için yapılan işlemler doğrultusunda, 3-boyutlu diferensiyel geometrideki 

ispat teknikleri ve formülleri 4-boyuta taşınarak hesaplamalar hiperküre üzerinde 

yapılacaktır.  

4-boyutlu Öklid uzayında, ∆𝐼𝐱 = 𝒜𝐱, 𝒜 ∈ 𝑀𝑎𝑡(4,4), özelliğini sağlayan 𝑟 yarıçaplı 

hiperküre çalışılacaktır. Hiperkürenin birinci temel formu ve Gauss tasviri elde edilecektir. 

Hiperkürenin birinci temel forma bağlı olan Laplace-Beltrami operatörü bulunacaktır. 
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Bununla birlikte, hiperkürenin Laplace-Beltrami operatörü, Gauss tasviri ve ortalama 

eğriliği ile ilgili sonuçlar araştırılacaktır. Daha sonra, hiperkürenin ikinci temel formu için 

Laplace-Beltrami operatörü elde edilecektir.  
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, tezde yer alan temel tanım, açıklama, notasyon vb. verilmektedir. Tez boyunca 

bir vektör ile transpozu özdeş alınmıştır. 

 

2.1 Tanım  

 

Simetrik, bilineer, ve nondejenere özelliklerine sahip olan 

 

𝑔:𝒱 × 𝒱
               
→    𝒱 

 

fonksiyonuna, 𝒱 reel vektör uzayında skalar çarpım, 𝒱 ye de skalar çarpım uzayı denir. 

 

2.2 Tanım  

 

𝒱 skalar çarpıma sahip olan bir uzay, 𝑣 ∈ 𝒱 bir vektör için 

 

‖𝑣‖ =  |𝑔(𝑣, 𝑣)|1 2⁄  

 

ile tanımlanan ‖𝑣‖ sayısı 𝑣 nin normu olur. 

 

2.3 Tanım  

 

𝔼3 uzayında 𝑣⃗ = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ve 𝑤⃗⃗⃗ = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) vektörlerinin skalar çarpımı 

 

                                〈. , . 〉: 𝔼3 × 𝔼3
               
→    ℝ 

   (𝑣⃗, 𝑤⃗⃗⃗)  
               
→    〈𝑣⃗, 𝑤⃗⃗⃗〉 = 𝑣1𝑤1 + 𝑣2𝑤2 + 𝑣3𝑤3 

 

ile tanımlıdır. 
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𝔼4 uzayında 𝑣⃗ = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ve 𝑤⃗⃗⃗ = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4) vektörlerinin skalar çarpımı 

 

                                〈. , . 〉: 𝔼4 × 𝔼4
               
→    ℝ 

                   (𝑣⃗, 𝑤⃗⃗⃗)   
               
→    〈𝑣⃗, 𝑤⃗⃗⃗〉 = 𝑣1𝑤1 + 𝑣2𝑤2 + 𝑣3𝑤3 + 𝑣4𝑤4 

 

ile belirlidir. Buradan 

 

‖𝑣‖ = 〈𝑣⃗, 𝑣⃗〉1 2⁄ ∈ ℝ 

 

𝑣 nin Öklidyen normu olur. 

 

2.4 Tanım  

 

𝑛-boyutlu bir 𝑀 Riemann manifoldu için (𝑛 − 1)-boyutlu bir 𝑀̅ altmanifoldu varsa bu 

altmanifold Riemann hiperyüzeyi olarak adlandırılır. 

 

2.5 Tanım  

 

𝑀 nin Riemann hiperyüzeyi 𝑀̅, 𝑁 de birim normal ise ∀𝑉,𝑊 ∈ 𝜒(𝑀̅) için 

 

𝑔(𝑆(𝑉),𝑊) = 𝑔(𝐼𝐼(𝑉,𝑊),𝑁) 
 

biçimindeki (1,1)-tipindeki tensör alanı 𝑆, 𝑀̅ nin 𝑁 ile belirlenmiş şekil operatörü olarak 

tanımlanır. 

 

2.6 Tanım  

 

𝔼3 uzayında 𝑣⃗ = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ve 𝑤⃗⃗⃗ = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) vektörleri ile elde edilen 

 

𝑣⃗ × 𝑤⃗⃗⃗ = (𝑣3𝑤2 − 𝑣2𝑤3, 𝑣1𝑤3 − 𝑣3𝑤1, 𝑣1𝑤2 − 𝑣2𝑤1) 

 

vektörüne bu iki vektörün vektörel çarpımı denir. 

 



 

7 

𝔼4 uzayında 𝑢⃗⃗ = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4), 𝑣⃗ = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ve 𝑤⃗⃗⃗ = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4) vektörleri ile 

elde edilen 

 

𝑢⃗⃗ × 𝑣⃗ × 𝑤⃗⃗⃗ = 𝑑𝑒𝑡 (

𝑒1 𝑒2
𝑢1 𝑢2

𝑒3 𝑒4
𝑢3 𝑢4

𝑣1 𝑣2
𝑤1 𝑤2

𝑣3 𝑣4
𝑤3 𝑤4

) 

 

vektörü üçlü vektörel çarpım olarak tanımlanır. 

 

2.7 Tanım  

 

𝑀, 4-boyutlu Öklid uzayı; 𝑀̅ de 

 

      𝜑: 𝑈 ⊂ ℝ3
               
→    ℝ4 

(𝑢, 𝑣, 𝑤)
               
→    𝜑(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (𝜑1(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝜑2(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝜑3(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝜑4(𝑢, 𝑣, 𝑤)) 

 

olmak üzere (𝑈, 𝜑) ile belirli olan hiperyüzey olsun. Hiperyüzeyin vektör alanlarının bir 

tabanı {𝜑∗ (
𝜕

𝜕𝑢
) , 𝜑∗ (

𝜕

𝜕𝑣
) , 𝜑∗ (

𝜕

𝜕𝑤
)} olup 𝜑∗ (

𝜕

𝜕𝑢
) gösterimini 𝜑𝑢 olarak belirteceğiz. 

Hiperyüzeyin I temel formu için 

 

𝑑𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝑢
𝑑𝑢 +

𝜕𝜑

𝜕𝑣
𝑑𝑣 +

𝜕𝜑

𝜕𝑤
𝑑𝑤 

 

𝜑 nin tam diferansiyeli olur. I temel form 

 

       𝐼 =< 𝑑𝜑, 𝑑𝜑 > 

 

           = 𝐸 𝑑𝑢2 + 𝐺 𝑑𝑣2 + 𝐶 𝑑𝑤2 + 2𝐹 𝑑𝑢𝑑𝑣 + 2𝐴 𝑑𝑢𝑑𝑤 + 2𝐵 𝑑𝑣𝑑𝑤 

 

olarak elde edilir. 
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2.8 Tanım  

 

𝐿 = 〈𝜑𝑢𝑢, 𝑒〉,   𝑀 = 〈𝜑𝑢𝑣, 𝑒〉,   𝑁 = 〈𝜑𝑣𝑣, 𝑒〉 
 

𝑃 = 〈𝜑𝑢𝑤, 𝑒〉,   𝑇 = 〈𝜑𝑣𝑤, 𝑒〉,   𝑉 = 〈𝜑𝑤𝑤, 𝑒〉 
 

katsayıları ile verilen 

 

𝐼𝐼 = 𝐿𝑑𝑢2 + 𝑁𝑑𝑣2 + 𝑉𝑑𝑤2 + 2𝑀 𝑑𝑢𝑑𝑣 + 2𝑃 𝑑𝑢𝑑𝑤 + 2𝑇 𝑑𝑣𝑑𝑤 
 

eşitliğe 𝜑(𝑢, 𝑣, 𝑤) hiperyüzeyinin II temel formu olarak tanımlanır. 

 

𝑒 =
𝜑𝑢 × 𝜑𝑣 × 𝜑𝑤
‖𝜑𝑢 × 𝜑𝑣 × 𝜑𝑤‖

 

 

oranına da hiperyüzeyin Gauss tasviri denir. 

 

2.9 Tanım  

 

𝔼3 uzayında bir yüzey 𝑀̅ ve şekil operatörü matrisi 𝑆 = 𝐼−1𝐼𝐼 olmak üzere, ∀𝑝 ∈ 𝑀̅ için 

 

𝐾(𝑝) = det(𝑆𝑝) =
𝐿𝑁 −𝑀2

𝐸𝐺 − 𝐹2
                                                   (2.1) 

 

oranına, 𝑝 noktasında 𝑀̅ yüzeyinin Gauss eğriliği denir. 𝔼4 de bir hiperyüzey ve ∀𝑝 ∈ 𝑀̅ 

için 

 

𝐾(𝑝) = det(𝑆𝑝) =
(𝐿𝑁 −𝑀2)𝑉 + 2𝑀𝑃𝑇 − 𝑃2𝑁 − 𝑇2𝐿

(𝐸𝐺 − 𝐹2)𝐶 + 2𝐴𝐵𝐹 − 𝐴2𝐺 − 𝐵2𝐸
                     (2.2) 

 

 

oranına hiperyüzeyin Gauss eğriliği denir. 
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2.10 Tanım  

 

𝔼3 uzayında bir yüzey 𝑀̅ ve şekil operatörü matrisi 𝑆 = 𝐼−1𝐼𝐼 olsun. ∀𝑝 ∈ 𝑀̅ için 

 

𝐻(𝑝) =
1

2
𝑖𝑧(𝑆𝑝) =

𝐸𝑁 + 𝐺𝐿 − 2𝐹𝑀

2(𝐸𝐺 − 𝐹2)
                                         (2.3) 

 

oranına 𝑀̅ yüzeyinin 𝑝 noktasındaki ortalama eğriliği denir. 𝔼4 uzayında bir hiperyüzey 𝑀̅ 

ve şekil operatörü matrisi 𝑆 olsun. ∀𝑝 ∈ 𝑀̅ için 

 

𝐻(𝑝) =
1

3
𝑖𝑧(𝑆𝑝) =

{
(𝐸𝑁 + 𝐺𝐿 − 2𝐹𝑀)𝐶 + (𝐸𝐺 − 𝐹2)𝑉 − 𝐴2𝑁 − 𝐵2𝐿

−2(𝐴𝑃𝐺 + 𝐵𝑇𝐸 − 𝐴𝐵𝑀 − 𝐴𝑇𝐹 − 𝐵𝑃𝐹)
}

3[(𝐸𝐺 − 𝐹2)𝐶 + 2𝐴𝐵𝐹 − 𝐴2𝐺 − 𝐵2𝐸]
       (2.4) 

 

oranına hiperyüzeyin ortalama eğriliği denir.  

 

2.11 Tanım  

 

𝔼3 uzayında bir П düzlemindeki bir eğri 𝛾 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ
               
→    П, 𝐼 ⊂ ℝ açık aralık olsun.  Bu 

düzlemde 𝛾 yı (üreteç eğrisi) kesmeyen doğru ℓ (eksen) olsun. 𝛾 nın ℓ çevresinde dönerek 

oluşan yüzeye dönel yüzey denir.  

 

𝑥3 dönme ekseni olduğunda; eksene olan uzaklık 𝑢, eksenden geçen düzlemle 𝑥1𝑥3 düzlemi 

arasındaki açı 𝑣 olmak üzere, 

 

𝑥1(𝑢, 𝑣) = 𝑢 cos 𝑣,   

 

𝑥2(𝑢, 𝑣) = 𝑢 sin 𝑣,    

 

𝑥3(𝑢, 𝑣) = 𝜑(𝑢) 

 

dönel yüzeyi elde edilir.  

 

  



 

10 

2.12 Tanım  

 

𝔼4 uzayında bir П düzlemindeki bir eğri 𝛾 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ
               
→    П, 𝐼 ⊂ ℝ açık aralığı ve bu 

düzlemde 𝛾 yı kesmeyen doğru ℓ olmak üzere; 𝛾 nın ℓ çevresinde dönmesiyle meydana 

gelen hiperyüzeye dönel hiperyüzey denir.  

 

ℓ=(0, 0, 0, 1)𝑡 olsun. 𝑣, 𝑤 ∈ ℝ için 

 

𝑍 = (

cos 𝑣 cos𝑤
sin 𝑣 cos𝑤
sin𝑤
0

   

− sin 𝑣
cos 𝑣
0
0

   

− cos 𝑣 sin𝑤
−sin 𝑣 sin𝑤
cos𝑤
0

   

0
0
0
1

) 

 

ortogonal matris olmak üzere, 𝔗4 birim matrisi için 

 

𝑍. ℓ = ℓ,    𝑍𝑡. 𝑍 = 𝔗4 ,   det(𝑍) = 1 

 

eşitlikleri vardır. 

 

𝔼4 içinde dönme ekseni ℓ ve üreteç eğrisi de ∀𝑢 ∈ 𝐼 için 𝜑(𝑢) ∶  𝐼 ⊂ ℝ ⟶ ℝ türevlenebilir 

bir fonksiyon olmak üzere 𝛾(𝑢) = (𝑢, 0, 0, 𝜑(𝑢)) ile belirli olsun. Böylece, ℓ = (0, 0, 0, 1) 

vektörü ile meydana gelen dönel hiperyüzey 

 

𝐑 = 𝑍. 𝛾 

 

olur. Burada, ∀𝑢 ∈ 𝐼, 𝑣, 𝑤 ∈ [0, 2𝜋] biçimindedir. Kısaca, bu dönel hiperyüzey 

 

𝐑(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (

𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
𝑢 sin 𝑣 cos𝑤
𝑢 sin𝑤
𝜑(𝑢)

) 

 

ile belirlidir. 
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2.13 Tanım  

 

𝐶2 sınıfından bir düzgün 𝜙 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2)|𝐷⊂ℝ3 fonksiyonunun I temel forma bağlı olan 

Laplace-Beltrami operatörü 

 

Δ𝐼𝜙 = −
1

√𝑔
∑

𝜕

𝜕𝑥𝑖

2

𝑖,𝑗=1

(√𝑔 𝑔𝑖𝑗
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑗
) 

 

olarak tanımlıdır. Buradaki, 𝑔𝑖𝑗 = (𝑔
𝑘𝑙)−1 ve 𝑔 = det(𝑔𝑖𝑗) ile belirlidir. 

 

2.14 Tanım  

 

𝐶2 sınıfından bir düzgün 𝜙 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2)|𝐷⊂ℝ3 fonksiyonunun II temel forma bağlı olan 

Laplace-Beltrami operatörü 

 

Δ𝐼𝐼𝜙 = −
1

√ℎ
∑

𝜕

𝜕𝑥𝑖

2

𝑖,𝑗=1

(√ℎ ℎ𝑖𝑗
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑗
) 

 

biçimindedir. Buradaki, ℎ𝑖𝑗 = (ℎ
𝑘𝑙)−1 ve ℎ = det(ℎ𝑖𝑗) ile tanımlıdır. 

 

2.15 Tanım  

 

𝑔 = det(𝑔𝑖𝑗) 

 

    = 𝑔11𝑔22𝑔33 − 𝑔11𝑔23𝑔32 + 𝑔12𝑔31𝑔23 − 𝑔12𝑔21𝑔33 + 𝑔21𝑔13𝑔32 − 𝑔13𝑔22𝑔31 

 

olmak üzere 

 

(𝑔𝑖𝑗)3×3 
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matrisinin tersi 

 

(𝑔𝑖𝑗) =
1

𝑔
(

𝑔22𝑔33 − 𝑔23𝑔32 −𝑔12𝑔33 + 𝑔13𝑔32 𝑔12𝑔23 − 𝑔13𝑔22
−𝑔21𝑔33 + 𝑔31𝑔23 𝑔11𝑔33 − 𝑔13𝑔31 −𝑔11𝑔23 + 𝑔21𝑔13
𝑔21𝑔32 − 𝑔22𝑔31 −𝑔11𝑔32 + 𝑔12𝑔31 𝑔11𝑔22 − 𝑔12𝑔21

) 

 

ile belirlidir. 𝐶3 sınıfından bir düzgün 𝜙 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝐷⊂ℝ4 fonksiyonunun I temel forma 

bağlı Laplace-Beltrami operatörü 

 

Δ𝐼𝜙 = −
1

√𝑔
∑

𝜕

𝜕𝑥𝑖

3

𝑖,𝑗=1

(√𝑔 𝑔𝑖𝑗
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑗
) 

 

ile tanımlıdır. Buradaki, 𝑔𝑖𝑗 = (𝑔
𝑘𝑙)−1 ve 𝑔 = det(𝑔𝑖𝑗) biçimindedir. 

 

2.16 Tanım 

 

ℎ = det(ℎ𝑖𝑗) 

 

    = ℎ11ℎ22ℎ33 − ℎ11ℎ23ℎ32 + ℎ12ℎ31ℎ23 − ℎ12ℎ21ℎ33 + ℎ21ℎ13ℎ32 − ℎ13ℎ22ℎ31 

 

olmak üzere, 

 

(ℎ𝑖𝑗)3×3 

 

matrisinin tersi 

 

(ℎ𝑖𝑗) =
1

ℎ
(

ℎ22ℎ33 − ℎ23ℎ32 −ℎ12ℎ33 + ℎ13ℎ32 ℎ12ℎ23 − ℎ13ℎ22
−ℎ21ℎ33 + ℎ31ℎ23 ℎ11ℎ33 − ℎ13ℎ31 −ℎ11ℎ23 + ℎ21ℎ13
ℎ21ℎ32 − ℎ22ℎ31 −ℎ11ℎ32 + ℎ12ℎ31 ℎ11ℎ22 − ℎ12ℎ21

) 

 

ile belirlidir. 𝐶3 sınıfından bir düzgün 𝜙 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝐷⊂ℝ4 fonksiyonunun II temel 

forma bağlı Laplace-Beltrami operatörü 
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Δ𝐼𝐼𝜙 = −
1

√ℎ
∑

𝜕

𝜕𝑥𝑖

3

𝑖,𝑗=1

(√ℎ ℎ𝑖𝑗
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑗
) 

 

ile tanımlıdır. Buradaki, ℎ𝑖𝑗 = (ℎ
𝑘𝑙)−1 ve ℎ = det(ℎ𝑖𝑗) biçimindedir. 
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3. 3–BOYUTTA ∆𝒋𝐱 = 𝓐𝐱 ÖZELLİĞİNİ SAĞLAYAN KÜRE 

 

Bu bölümde, 3-boyutlu Öklid 𝔼3 uzayında 𝑗 = 1,2 olmak üzere ∆𝑗𝐱 = 𝓐𝐱 özelliklerini 

sağlayan 𝑟 yarıçaplı 

 

 

küre yüzeyi incelenecektir. 

 

3.1  ∆𝑰𝐱 = 𝓐𝐱 Özelliğini Sağlayan Küre 

 

Bu kısımda, 𝔼3 uzayında ∆𝐼𝐱 = 𝒜𝐱 özelliğini sağlayan küre yüzeyi incelenecektir. 

 

𝔼3 uzayında (3.1) ile verilen küre yüzeyinin birinci temel form katsayılarını hesaplamak için 

yüzeyin 𝑢 ve 𝑣 ye göre birinci türevleri 

 

𝐱𝑢 = (
−𝑟 sin 𝑢 sin 𝑣  
 𝑟 cos 𝑢 sin 𝑣

   0
) 

 

ve 

 

𝐱𝑣 = (
𝑟 cos 𝑢 cos 𝑣  
  𝑟 sin 𝑢 cos 𝑣 
   −𝑟 sin 𝑣

) 

 

olur. Böylece, birinci temel form katsayıları 

 

𝐸 = 𝑟2 sin2 𝑣 , 𝐹 = 0, 𝐺 = 𝑟2 

 

elde edilir. Birinci temel form matrisi 

 

𝐼 = (𝑟
2 sin2 𝑣 0
0 𝑟2

) 

𝐱(𝑢, 𝑣) = (
𝑟 cos 𝑢 sin 𝑣
𝑟 sin 𝑢 sin 𝑣
𝑟 cos 𝑣

) (3.1) 
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biçimindedir. Buradan 

 

det 𝐼 = 𝑟4 sin2 𝑣  

 

olarak bulunur. 𝐱(𝑢, 𝑣) küre yüzeyinin Gauss tasvirini hesaplayalım. Türev vektörlerinin 

vektörel çarpımı 

 

𝐱𝑢 × 𝐱𝑣 = |
𝑒1 𝑒2 𝑒3

−𝑟 sin 𝑢 sin 𝑣 𝑟 cos 𝑢 sin 𝑣 0
𝑟 cos 𝑢 cos 𝑣 𝑟 sin 𝑢 cos 𝑣 −𝑟 sin 𝑣

| 

 

= (−𝑟2 cos𝑢 sin2 𝑣)𝑒1 − (𝑟
2 sin𝑢 sin2 𝑣)𝑒2 + ((−𝑟

2 sin2 𝑢 − 𝑟2 cos2 𝑢) sin𝑣 cos 𝑣)𝑒3 

 

   = (−𝑟2 cos 𝑢 sin2 𝑣  , −𝑟2 sin 𝑢 sin2 𝑣  , −𝑟2 sin 𝑣 cos 𝑣) 

 

olarak bulunur. Bu vektörel çarpımın normu ise 

 

‖𝐱𝑢 × 𝐱𝑣‖  =  (𝑟
4 cos2 𝑢 sin4 𝑣 + 𝑟4 sin2 𝑢 sin4 𝑣 +  𝑟4 sin2 𝑣 cos2 𝑣)1/2  

 

= 𝑟2 sin 𝑣 

 

biçimindedir. Buradan, küre yüzeyinin Gauss tasviri 

 

  𝑒 =
𝐱𝑢 × 𝐱𝑣
‖𝐱𝑢 × 𝐱𝑣‖

 

 

 =  
(−𝑟2 cos 𝑢 sin2 𝑣,   − 𝑟2 sin 𝑢 sin2 𝑣,   − 𝑟2 sin 𝑣 cos 𝑣)

𝑟2 sin 𝑣 
 

 

𝑒 = (
 − cos 𝑢 sin 𝑣 
 − sin 𝑢 sin 𝑣
  − cos 𝑣

)  

 

olur. 𝐱(𝑢, 𝑣) küre yüzeyinin ikinci temel form katsayılarını hesaplamak için yüzeyin 𝑢 ve 𝑣 

ye göre ikinci türevleri 
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𝐱𝑢𝑢 = (
−𝑟 cos 𝑢 sin 𝑣
   −𝑟 sin 𝑢 sin 𝑣 

  0
), 

 

𝐱𝑢𝑣 = (
−𝑟 sin 𝑢 cos 𝑣 
  𝑟 cos 𝑢 cos 𝑣

   0
), 

 

ve 

 

𝐱𝑣𝑣 = (
−𝑟 cos 𝑢 sin 𝑣 
  −𝑟 sin 𝑢 sin 𝑣 
  −𝑟 cos 𝑣

) 

 

olur. Böylece, iç çarpım yardımıyla ikinci temel form katsayıları 

 

〈𝐱𝑢𝑢, 𝑒〉 = 𝑟 cos
2 𝑢 sin2 𝑣 + 𝑟 sin2 𝑢 sin2 𝑣 

 

            𝐿 = 𝑟 sin2 𝑣, 

 

〈𝐱𝑢𝑣, 𝑒〉 = 𝑟 sin 𝑢 cos 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 − 𝑟 sin 𝑢 cos 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 

 

          𝑀 = 0, 

 

〈𝐱𝑣𝑣, 𝑒〉 = 𝑟 cos
2 𝑢 sin2 𝑣 + 𝑟 sin2 𝑢 sin2 𝑣 + 𝑟 cos2 𝑣 

 

         𝑁 = 𝑟 

 

bulunur. Buradan, ikinci temel form matrisi 

 

𝐼𝐼 = (𝑟 sin
2 𝑣 0
0 𝑟

) 

 

biçimindedir. Ayrıca 

 

det 𝐼𝐼 = 𝑟2 sin2 𝑣 
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olarak elde edilir. Yüzeyin şekil operatörü 𝑆 olmak üzere 𝑆 = 𝐼−1𝐼𝐼 ile hesaplanır. Küre 

yüzeyinin Gauss eğriliği 

 

𝐾 = det 𝑆 =
1

𝑟2
 

 

olarak bulunur. 𝑟 yarıçaplı küre yüzeyinin ortalama eğriliği ise 

 

𝐻 =
1

2
 𝑖𝑧 𝑆 =

1

𝑟
 

 

olur. Şimdi ise küre yüzeyinin birinci temel forma bağlı Laplace-Beltrami operatörü 

hesaplanacaktır. 

 

𝑈 =
𝐺𝐱𝑢 − 𝐹𝐱𝑣

√|𝑑𝑒𝑡𝐼|
 

 

    =
1

sin 𝑣
𝐱𝑢 

 

olup 

 

𝑈 = (
−𝑟 sin 𝑢
𝑟 cos 𝑢
0

), 

 

ve buradan 

 

𝑈𝑢 = −(
𝑟 cos 𝑢
𝑟 sin 𝑢
0

) 

 

bulunur. Ayrıca 

 

𝑉 =
𝐹𝐱𝑢 − 𝐸𝐱𝑣

√|𝑑𝑒𝑡𝐼|
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olup 

 

𝑉 = (
−𝑟 cos 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣
−𝑟 sin 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣

𝑟 sin2 𝑣
), 

 

ve böylece 

 

𝑉𝑣 = (
−𝑟 cos 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)

−𝑟 sin 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)
2𝑟 sin 𝑣 cos 𝑣

) 

 

elde edilir.  

 

∆𝐼𝐱 = −
1

√|𝑑𝑒𝑡𝐼|
(𝑈𝑢 − 𝑉𝑣) 

 

yardımıyla 

 

∆𝐼𝐱 = −
1

𝑟2 sin 𝑣
{−(

𝑟 cos 𝑢
𝑟 sin 𝑢
0

) − (
−𝑟 cos 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)

−𝑟 sin 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)
2𝑟 sin 𝑣 cos 𝑣

)} 

 

     = −
𝑟

𝑟2 sin 𝑣
(
−cos 𝑢 + cos 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)

− sin 𝑢 + sin 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)
−2 sin 𝑣 cos 𝑣

) 

 

olup 

 

∆𝐼𝐱 =
2

𝑟
(
cos 𝑢 sin 𝑣
sin 𝑢 sin 𝑣
cos 𝑣

) 

 

sonucu elde edilir. Bu sonuçlarla aşağıdaki teoremi verilmektedir. 
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3.1 Teorem 𝔼3 uzayındaki (3.1) ile verilen küre yüzeyi için I temel form ile belirli olan 

Laplace-Beltrami operatörü, ortalama eğrilik ve Gauss tasviri arasında 

 

∆𝐼𝐱 = 2𝐻𝑒 

 

bağıntısı vardır. 

 

3.2  ∆𝑰𝑰𝐱 = 𝓐𝐱 Özelliğini Sağlayan Küre 

 

Bu kısımda, 𝔼3 uzayındaki (3.1) ile verilen küre yüzeyinin ikinci temel forma bağlı Laplace-

Beltrami operatörü hesaplanacaktır. 

 

(3.1) ile verilen küre yüzeyinin ikinci temel form matrisi 

 

𝐼𝐼 = (𝑟 sin
2 𝑣 0
0 𝑟

) 

 

ve 

 

det 𝐼𝐼 = 𝑟2 sin2 𝑣 

 

olarak hesaplanmıştı. Bu sonuçlar ile 

 

𝑈 =
𝑁𝐱𝑢 −𝑀𝐱𝑣

√|𝑑𝑒𝑡𝐼𝐼|
 

 

                                                                        =
1

sin 𝑣
𝐱𝑢 

 

 𝑈 = (
−𝑟 sin 𝑢
𝑟 cos 𝑢
0

), 
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𝑉 =
𝐿𝐱𝑣 −𝑀𝐱𝑢

√|𝑑𝑒𝑡𝐼𝐼|
 

 

                                                                        = sin 𝑣 𝐱𝑣   

 

                 𝑉 = (
𝑟 cos 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣
𝑟 sin 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣

−𝑟 sin2 𝑣
) 

 

𝑈𝑢 = −(
𝑟 cos 𝑢
𝑟 sin 𝑢
0

) 

 

ve 

 

𝑉𝑣 = (
𝑟 cos 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)

𝑟 sin 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)
−2𝑟 sin 𝑣 cos 𝑣

) 

 

bulunur. Böylece 

 

∆𝐼𝐼𝐱 = −
1

√|𝑑𝑒𝑡𝐼𝐼|
(𝑈𝑢 + 𝑉𝑣) 

 

eşitliğini ve bulunanları kullanarak 

 

∆𝐼𝐼𝐱 = −
1

𝑟 sin 𝑣
{−(

𝑟 cos 𝑢
𝑟 sin 𝑢
0

) + (
𝑟 cos 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)

𝑟 sin 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)
−2𝑟 sin 𝑣 cos 𝑣

)} 

 

olur. Düzenlemeler sonrası 

 

                              ∆𝐼𝐼𝐱 = −
𝑟

𝑟 sin 𝑣
(
−cos 𝑢 + cos 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)

− sin 𝑢 + sin 𝑢 (cos2 𝑣 − sin2 𝑣)
−2 sin 𝑣 cos 𝑣

) 
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bulunur. Sadeleşmeler ile 

 

∆𝐼𝐼𝐱 = 2(
cos 𝑢 sin 𝑣
sin 𝑢 sin 𝑣
cos 𝑣

) 

 

elde edilir. Böylece, aşağıdaki teorem ortaya çıkmaktadır. 

 

3.2 Teorem 𝔼3 uzayındaki (3.1) ile verilen küre yüzeyi için ikinci temel forma bağlı 

Laplace-Beltrami operatörü ve Gauss tasviri arasında 

 

∆𝐼𝐼𝐱 = 2𝑒 

 

bağıntısı vardır. 
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4. 4–BOYUTTA ∆𝒋𝐱 = 𝓐𝐱 ÖZELLİĞİNİ SAĞLAYAN HİPERKÜRE 

 

Bu bölümde, 4-boyutlu Öklid 𝔼4 uzayında 𝑗 = 𝐼, 𝐼𝐼 olmak üzere ∆𝑗𝐱 = 𝓐𝐱 özelliklerini 

sağlayan 𝑟 yarıçaplı hiperküre incelenecektir. 

 

𝔼4 uzayında bir 𝐼 ⊂ ℝ açık aralığı için bir П düzlemdeki bir eğri 𝛾 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ → П ve düzlem 

içinde 𝛾 yı kesmeyen doğru ℓ olsun. 

 

𝛾(𝑤) = (𝑟 cos𝑤 , 0,0, 𝑟 sin𝑤) 

 

üreteç eğrisinin, 𝔗4 birim matris olmak üzere 

 

𝑍. ℓ = ℓ,    𝑍𝑡. 𝑍 = 𝔗4 ,   det 𝑍 = 1 

 

özelliklerini sağlayan 

 

𝑍 = (

cos 𝑢 cos 𝑣
sin 𝑢 cos 𝑣
sin 𝑣
0

   

− sin 𝑢
cos 𝑢
0
0

   

− cos 𝑢 sin 𝑣
− sin 𝑢 sin 𝑣
cos 𝑣
0

   

0
0
0
1

) 

 

matrisi yardımıyla ℓ = (0,0,0,1) ekseni etrafında dönmesi ile oluşan bir dönel hiperyüzey, 

hiperküre olarak adlandırılır. 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ için (0,0,0,1) vektörü ile oluşan bir hiperküre 

 

𝐱(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝑍(𝑢, 𝑣)𝛾(𝑤) 

 

olarak tanımlanır. Burada, 𝑟 ∈ ℝ − {0}, 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ [0, 2𝜋] ile belirlidir. Daha açık şekilde 

yazılırsa, hiperkürenin parametrik denklemi 

 

                    𝐱(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (

𝑟 cos 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
𝑟 sin 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
𝑟 sin 𝑣 cos𝑤
𝑟 sin𝑤

) = (

𝐱1
𝐱2
𝐱3
𝐱4

) (4.1) 

 

formundadır.  
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4.1  ∆𝑰𝐱 = 𝓐𝐱 Özelliğini Sağlayan Hiperküre 

 

Bu kısımda, 𝔼4 uzayındaki (4.1) ile verilen hiperkürenin I temel forma bağlı olan Laplace-

Beltrami operatörü hesaplanacaktır. 

 

𝔼4 uzayında 𝑟 yarıçaplı 𝐱(𝑢, 𝑣, 𝑤) hiperküresinin I temel form katsayıları bulunacaktır. 

Bunun için hiperkürenin 𝑢, 𝑣, 𝑤 ya göre birinci türevleri 

 

 

ve 

 

 

 

olarak elde edilir. Bu türevler ve iç çarpım yardımıyla 

 

〈𝐱𝑢, 𝐱𝑢〉 = 𝑟
2 sin2 𝑢 cos2 𝑣 cos2𝑤 + 𝑟2 cos2 𝑢 cos2 𝑣 cos2𝑤 

 

           𝐸 = 𝑟2 cos2 𝑣 cos2𝑤, 

 

〈𝐱𝑢, 𝐱𝑣〉 = 𝑟
2 sin 𝑢 cos 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 cos2𝑤 − 𝑟2 sin 𝑢 cos 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 cos2𝑤 

 

           𝐹 = 0, 
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〈𝐱𝑢, 𝐱𝑤〉 = 𝑟
2 sin 𝑢 cos 𝑢 cos2 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 − 𝑟2 sin 𝑢 cos 𝑢 cos2 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 

 

            𝐴 = 0, 

 

〈𝐱𝑣, 𝐱𝑣〉 = 𝑟
2 cos2 𝑢 sin2 𝑣 cos2𝑤 + 𝑟2 sin2 𝑢 sin2 𝑣 cos2𝑤 + 𝑟2cos2 𝑣 cos2𝑤 

 

           𝐺 = 𝑟2 cos2𝑤, 

〈𝐱𝑣, 𝐱𝑤〉 = 𝑟
2 cos2 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 + 𝑟2 sin2 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 

 

                   −𝑟2 sin 𝑣 cos 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 + 0 

            

           𝐵 = 0, 

 

〈𝐱𝑤, 𝐱𝑤〉 = 𝑟
2 cos2 𝑢 cos2 𝑣 sin2𝑤 + 𝑟2 sin2 𝑢 cos2 𝑣 sin2𝑤 + 𝑟2 sin2 𝑣 sin2𝑤 

 

                     +𝑟2 cos2𝑤 

 

             𝐶 = 𝑟2 

 

katsayıları bulunur. O halde, birinci temel form matrisi 

 

𝐼 = (
𝑟2 cos2 𝑣 cos2𝑤 0 0

0 𝑟2 cos2𝑤 0
0 0 𝑟2

) 

 

elde edilmiş oldu. Burada 

 

det  𝐼 = 𝑟6 cos2 𝑣 cos4𝑤 

 

ile belirlidir. Hiperyüzey için 

 

𝑒 =
𝐱𝑢 × 𝐱𝑣 × 𝐱𝑤
‖𝐱𝑢 × 𝐱𝑣 × 𝐱𝑤‖

 

 



 

25 

Gauss tasviri formülünü kullanarak (4.1) ile verilen 𝐱(𝑢, 𝑣, 𝑤) hiperküresinin Gauss tasvirini 

hesaplanacaktır. 

 

Öncelikle, üçlü vektörel çarpım yardımıyla 

 

olur. Determinantlar açıldığında 

 

 𝐱𝑢 × 𝐱𝑣 × 𝐱𝑤 = 𝑟
3 cos 𝑢 cos2 𝑣 cos3𝑤 𝑒1 + 𝑟

3 sin 𝑢 cos2 𝑣 cos3𝑤 𝑒2 

 

                                +𝑟3 sin 𝑣 cos 𝑣 cos3𝑤 𝑒3 + 𝑟
3 cos 𝑣 sin𝑤 cos2𝑤 𝑒4 

 

elde edilir. Sadeleşmeler sonucunda hiperkürenin Gauss tasviri 

 

𝑒 = (cos 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤, sin 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤, sin 𝑣 cos𝑤, sin𝑤) 

 

olur. 
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(4.1) ile verilen hiperkürenin ikinci temel form katsayılarını hesaplayalım. Öncelikle, 

hiperkürenin 𝑢, 𝑣, 𝑤 ya göre ikinci türevleri 

 

 

 

ve 

 

 

 

elde edilmiş oldu. Hiperkürenin bu türevleri ve Gauss tasviri yardımıyla aşağıdaki ikinci 

temel form katsayıları bulunur.  
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〈𝐱𝑢𝑢, 𝑒〉 = −𝑟 cos
2 𝑢 cos2 𝑣 cos2𝑤 − 𝑟 sin2 𝑢 cos2 𝑣 cos2𝑤 

 

           𝐿 = −𝑟 cos2 𝑣 cos2𝑤, 

 

〈𝐱𝑢𝑣, 𝑒〉 = 𝑟 sin 𝑢 cos 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 cos
2𝑤 − 𝑟 sin 𝑢 cos 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 cos2𝑤 

 

          𝑀 = 0, 

 

〈𝐱𝑢𝑤, 𝑒〉 =  𝑟 sin 𝑢 cos 𝑢 cos
2 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 − 𝑟 sin 𝑢 cos 𝑢 cos2 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 

 

           𝑃 = 0, 

 

〈𝐱𝑣𝑣, 𝑒〉 = −𝑟 cos
2 𝑢 cos2 𝑣 cos2𝑤 −  𝑟 sin2 𝑢 cos2 𝑣 cos2𝑤 −  𝑟 sin2 𝑣 cos2𝑤 

 

          𝑁 = − 𝑟 cos2𝑤, 

 

〈𝐱𝑣𝑤, 𝑒〉 = 𝑟 cos
2 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 + 𝑟 sin2 𝑢 sin 𝑣 cos 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 

 

                   −𝑟 sin 𝑣 cos 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 

 

           𝑇 = 0, 

 

〈𝐱𝑤𝑤, 𝑒〉 = −𝑟 cos
2 𝑢 cos2 𝑣 cos2𝑤 − 𝑟 sin2 𝑢 cos2 𝑣 cos2𝑤 − 𝑟 sin2 𝑣 cos2𝑤 

 

                     −𝑟 sin2𝑤 

 

           𝑉 = −𝑟. 

 

Böylece, ikinci temel form matrisi 

 

𝐼𝐼 = (
−𝑟 cos2 𝑣 cos2𝑤 0 0

0 −𝑟 cos2𝑤 0
0 0 −𝑟

) 
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ile belirlenmiş oldu. Ayrıca 

 

det 𝐼𝐼 = −𝑟3 cos2 𝑣 cos4𝑤 

 

olur. Hiperyüzeyin şekil operatörü 𝑆 = 𝐼−1𝐼𝐼 olmak üzere 

 

𝑆 =
1

det 𝐼
(
𝐺𝐶 − 𝐵2 𝐴𝐵 − 𝐹𝐶 𝐹𝐵 − 𝐴𝐺
𝐴𝐵 − 𝐹𝐶 𝐴𝐶 − 𝐴2 𝐴𝐹 − 𝐸𝐵
𝐹𝐵 − 𝐴𝐺 𝐴𝐹 − 𝐸𝐵 𝐴𝐺 − 𝐹2

)(
𝐿 𝑀 𝑃
𝑀 𝑁 𝑇
𝑃 𝑇 𝑉

) 

 

matris çarpımıyla 

 

𝑆 =
1

det 𝐼
(

𝑠11 𝑠12 𝑠13
𝑠21 𝑠22 𝑠23
𝑠31 𝑠32 𝑠33

) 

 

şekil operatörü bulunur. Buradaki matris bileşenleri hiperküre için hesaplanmış ve aşağıda 

verilmiştir. 

 

𝑠11 = 𝐴𝐵𝑀 − 𝐶𝐹𝑀 − 𝐴𝐺𝑃 + 𝐵𝐹𝑃 + 𝐶𝐺𝐿 − 𝐵
2𝐿 

 

       = −𝑟5 cos2 𝑣 cos4𝑤, 

 

𝑠12 = 𝐴𝐵𝑁 − 𝐶𝐹𝑁 − 𝐴𝐺𝑇 + 𝐵𝐹𝑇 + 𝐶𝐺𝑀 − 𝐵
2𝑀 

 

       = 0, 

 

𝑠13 = 𝐴𝐵𝑇 − 𝐶𝐹𝑇 − 𝐴𝐺𝑉 + 𝐵𝐹𝑉 + 𝐶𝐺𝑃 − 𝐵
2𝑃 

 

       = 0, 

 

𝑠21 = 𝐴𝐵𝐿 − 𝐶𝐹𝐿 + 𝐴𝐹𝑃 − 𝐵𝑃𝐸 + 𝐶𝑀𝐸 − 𝐴
2𝑀 

 

       = 0, 
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𝑠22 = 𝐴𝐵𝑀 − 𝐶𝐹𝑀 + 𝐴𝐹𝑇 − 𝐵𝑇𝐸 + 𝐶𝑁𝐸 − 𝐴
2𝑁 

 

       = −𝑟5 cos2 𝑣 cos4𝑤 

 

𝑠23 = 𝐴𝐵𝑃 − 𝐶𝐹𝑃 + 𝐴𝐹𝑉 − 𝐵𝑉𝐸 + 𝐶𝑇𝐸 − 𝐴
2𝑇 

 

       = 0, 

 

𝑠31 = −𝐴𝐺𝐿 + 𝐵𝐹𝐿 + 𝐴𝐹𝑀 − 𝐵𝑀𝐸 + 𝐺𝑃𝐸 − 𝐹
2𝑃 

 

       = 0, 

 

𝑠32 = −𝐴𝐺𝑀 + 𝐵𝐹𝑀 + 𝐴𝐹𝑁 − 𝐵𝑁𝐸 + 𝐺𝑇𝐸 − 𝐹
2𝑇 

 

       = 0, 

 

𝑠33 = −𝐴𝐺𝑃 + 𝐵𝐹𝑃 + 𝐴𝐹𝑇 − 𝐵𝑇𝐸 + 𝐺𝑉𝐸 − 𝐹
2𝑉 

 

       = −𝑟5 cos2 𝑣 cos4𝑤. 

 

Bu sonuçlar matris formunda yazılırsa  

 

𝑆 =
1

𝑟6 cos2 𝑣 cos4𝑤
(
−𝑟5 cos2 𝑣 cos4𝑤 0 0

0 −𝑟5 cos2 𝑣 cos4𝑤 0
0 0 −𝑟5 cos2 𝑣 cos4𝑤

) 

 

olur. Sadeleştirmeler sonrası hiperkürenin şekil operatörü 

 

𝑆 =

(

 
 
 
−
1

𝑟
0 0

0 −
1

𝑟
0

0 0 −
1

𝑟)

 
 
 

 

 

elde edilir. Hiperkürenin Gauss eğriliği 



 

30 

𝐾 = det(𝑆) = −
1

𝑟3
 

 

ve ortalama eğriliği 

 

𝐻 =
1

3
𝑖𝑧(𝑆) = −

1

𝑟
 

 

olarak bulunur. Dolayısıyla, bu sonuçlarla 4-boyuttaki Laplace-Beltrami operatörü 

hesaplarına geçilmektedir. 

 

  𝒰 =
𝐶𝐺

√|𝑑𝑒𝑡I|
𝐱𝑢 

 

                 =
𝑟4 cos2𝑤

𝑟3 cos 𝑣 cos2𝑤
𝐱𝑢 

 

                = 𝑟2(

−sin 𝑢 cos𝑤
cos 𝑢 cos𝑤

0
0

), 

 

𝒱 =
−𝐶𝐸

√|𝑑𝑒𝑡I|
𝐱𝑣 

 

                      =
−𝑟4 cos2 𝑣 cos2𝑤

𝑟3 cos 𝑣 cos2𝑤
𝐱𝑣 

 

                                      = −𝑟2 cos 𝑣 (

− cos 𝑢 sin 𝑣 cos𝑤
− sin 𝑢 sin 𝑣 cos𝑤
cos 𝑣 cos𝑤

0

), 

 

𝒲 =
𝐸𝐺

√|𝑑𝑒𝑡I|
𝐱𝑤 
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=
𝑟4 cos2 𝑣 cos4𝑤

𝑟3 cos 𝑣 cos2𝑤
𝐱𝑤 

 

              

 

olur. Bulunan bu sonuçları 
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∆𝐼𝐱 = −
1

√|𝑑𝑒𝑡𝐼|
(𝑈𝑢 − 𝑉𝑣 +𝑊𝑤) 

 

eşitliğinde yerine yazarak 

 

∆𝐼𝐱 =
−1

𝑟3 cos 𝑣 cos2𝑤
𝑟2

{
 
 
 
 

 
 
 
 
(

−cos𝑢 cos𝑤
− sin𝑢 cos𝑤

0
0

) + (

cos𝑢 sin2 𝑣 cos𝑤 − cos𝑢 cos2 𝑣 cos𝑤
sin 𝑢 sin2 𝑣 cos𝑤 − sin𝑢 cos2 𝑣 cos𝑤

−2 sin 𝑣 cos𝑣 cos𝑤
0

)

+(

2 cos𝑢 cos2 𝑣 sin2𝑤 cos𝑤 − cos𝑢 cos2 𝑣 cos3𝑤
2 sin𝑢 cos2 𝑣 sin2𝑤 cos𝑤 −sin𝑢 cos2 𝑣 cos3𝑤
2 sin 𝑣 cos𝑣 sin2𝑤 cos𝑤 −sin𝑣 cos 𝑣 cos3𝑤
−2cos 𝑣 sin𝑤 cos2𝑤 −cos 𝑣 sin𝑤 cos2𝑤

)

}
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

olur. Düzenleme sonrası 

 

          =
−1

𝑟 cos𝑣 cos2𝑤

(

 

cos𝑢 cos𝑤 (−1 + sin2 𝑣 − cos2 𝑣 + 2 cos2 𝑣 sin2𝑤 − cos2 𝑣 cos2𝑤)

sin 𝑢 cos 𝑣 (−1 + sin2 𝑣 − cos2 𝑣 + 2 cos2 𝑣 sin2𝑤 − cos2 𝑣 cos2𝑤)

sin𝑣 cos 𝑣 cos𝑤(−1 − 1 + 2 sin2𝑤 − cos2𝑤)

−3cos 𝑣 sin𝑤 cos2𝑤 )

  

 

elde edilir. Sadeleştirme ile 

 

∆𝐼𝐱 =
3

𝑟
(

cos 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
sin 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
sin 𝑣 cos𝑤
sin𝑤

) 

 

bulunur. Böylece, aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

4.1 Teorem 𝔼4 uzayındaki (4.1) ile verilen hiperkürenin I temel form ile belirli olan Laplace-

Beltrami operatörü; ortalama eğrilik ve Gauss tasviri arasında 

 

∆𝐼𝐱 = −3𝐻𝑒 

 

bağıntısı vardır. 
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4.2  ∆𝑰𝑰𝐱 = 𝓐𝐱 Özelliğini Sağlayan Hiperküre 

 

Bu kısımda, 𝔼4 uzayında (4.1) ile verilen hiperkürenin ikinci temel forma bağlı Laplace-

Beltrami operatörü hesaplanacaktır. 

 

𝔼4 uzayında 𝑟 yarıçaplı 𝐱(𝑢, 𝑣, 𝑤) hiperkürenin ikinci temel form katsayılarını kullanarak 
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     = 𝑟3/2 cos2𝑤(

−cos 𝑢 cos2 𝑣 sin𝑤
−sin 𝑢 cos2 𝑣 sin𝑤
−sin 𝑣 cos 𝑣 sin𝑤
cos 𝑣 cos𝑤

), 

 

𝑈𝑢 = 𝑟
3/2(

−cos 𝑢 cos𝑤
−sin 𝑢 cos𝑤

0
0

), 

 

𝑉𝑣 = −𝑟
3/2 {−sin 𝑣 (

−cos 𝑢 sin 𝑣 cos𝑤
− sin 𝑢 sin 𝑣 cos𝑤
cos 𝑣 cos𝑤

0

) + cos 𝑣 (

−cos 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
− sin 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
−sin 𝑣 cos𝑤

0

)}, 

 

𝑊𝑤 = 𝑟
3/2 {−2sin𝑤 cos𝑤(

− cos 𝑢 cos2 𝑣 sin𝑤
−sin 𝑢 cos2 𝑣 sin𝑤
− sin 𝑣 cos 𝑣 sin𝑤
cos 𝑣 cos𝑤

) + cos2𝑤(

−cos 𝑢 cos2 𝑣 cos𝑤
− sin 𝑢 cos2 𝑣 cos𝑤
−sin 𝑣 cos 𝑣 cos𝑤
− cos 𝑣 sin𝑤

)} 

 

olur. Bu sonuçlar 

 

∆𝐼𝐼𝐱 = −
1

√|𝑑𝑒𝑡𝐼𝐼|
(𝑈𝑢 − 𝑉𝑣 +𝑊𝑤) 

 

denkleminde yerine yazıldığında 

 

elde edilir. Düzenlemeler sonrası  
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∆𝐼𝐼𝐱 =
1

cos 𝑣 cos2𝑤

(

 

cos𝑢 cos𝑤 (−1 + sin2 𝑣 − cos2 𝑣 + 2 cos2 𝑣 sin2𝑤 − cos2 𝑣 cos2𝑤)

sin𝑢 cos 𝑣 (−1 + sin2 𝑣 − cos2 𝑣 + 2 cos2 𝑣 sin2𝑤 − cos2 𝑣 cos2𝑤)

sin𝑣 cos 𝑣 cos𝑤(−2 + 2 sin2𝑤 − cos2𝑤)

−3cos 𝑣 sin𝑤 cos2𝑤 )

  

 

olup, sadeleştirme ile 

 

∆𝐼𝐼𝐱 = −3(

cos 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
sin 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
sin 𝑣 cos𝑤
sin𝑤

) 

 

sonucu bulunur. Böylece, aşağıdaki teorem ortaya çıkmaktadır. 

 

4.2 Teorem 𝔼4 uzayındaki (4.1) ile verilen hiperküre için II temel formla ilgili olan Laplace-

Beltrami operatörü ve Gauss tasviri arasında 

 

∆𝐼𝐼𝐱 = −3𝑒 

 

bağıntısı vardır.  



 

36 

5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tezde, öncelikle Öklid 3-uzayında, ∆𝐼𝐱 = 𝒜𝐱, 𝒜 ∈ 𝑀𝑎𝑡(3,3), özelliğini sağlayan 𝑟 

yarıçaplı küre yüzeyi incelenmiştir. Kürenin I temel formu ve Gauss tasviri elde edilmiştir. 

I temel forma bağlı olarak kürenin Laplace-Beltrami operatörü bulunmuştur. Kürenin 

Laplace-Beltrami operatörü, Gauss tasviri, ortalama eğriliğine ait bağıntılar verilmiştir. 

Ayrıca, kürenin II temel formu için Laplace-Beltrami operatörü hesaplanmıştır. 

Küre için yapılan işlemler ışığında, 3-boyutlu diferensiyel geometrideki ispat teknikleri ve 

formülleri 4-boyuta taşınarak hesaplamalar hiperküre üzerinde yapılmıştır. 4-boyutlu Öklid 

uzayında, ∆𝐼𝐱 = 𝒜𝐱, 𝒜 ∈ 𝑀𝑎𝑡(4,4), özelliğini sağlayan 𝑟 yarıçaplı hiperküre çalışılmıştır. 

Hiperkürenin I temel formu ve Gauss tasviri hesaplanmıştır. I temel forma bağlı olarak 

hiperkürenin Laplace-Beltrami operatörü bulunmuştur. Ayrıca, hiperkürenin Laplace-

Beltrami operatörü, Gauss tasviri ve ortalama eğriliği arasında oluşan bağıntılar 

araştırılmıştır. 

Son olarak, hiperkürenin II temel formu için Laplace-Beltrami operatörü elde edilmiştir.  

Tezden elde edilen bulgular ve sonuçlar, başka uzay formlarına da aktarılabilir. Ayrıca, tezin 

bu konuda çalışacak bilim insanlarına yol göstereceği düşünülmektedir. 
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