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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

4-BOYUTTA Ax = Ax OZELLIGINi SAGLAYAN HiPERKURE
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Tez Damismani: Dog. Dr. Erhan GULER
Tez Es Damismani: Prof. Dr. Yusuf KAYA

Bartin-2022, sayfa: 43

Bu tezde, 3-boyutlu Oklid uzayinda, A’x = Ax, A € Mat(3,3), 6zelligini saglayan r
yarigapli kiire yiizeyi incelenecektir. Kiirenin | temel formu ve Gauss tasviri elde edilecektir.
Kiirenin, | temel forma bagli olan Laplace-Beltrami operatorii bulunacaktir. Kiire yiizeyine
ait olan Laplace-Beltrami operatorii, Gauss tasviri ve ortalama egrilik arasindaki iligki
verilecektir. Ustelik, kiirenin 1l temel formu i¢in Laplace-Beltrami operatorii
hesaplanacaktir. Kiire yiizeyi i¢in yapilan islemler, 3-boyutlu diferensiyel geometrideki ispat
teknikleri ve formiilleri 4-boyuta taginarak hesaplamalar hiperkiire tizerinde yapilacaktir. 4-
boyutlu Oklid uzayinda, A’x = Ax, A € Mat(4,4), 6zelligini saglayan 7 yarigaplh
hiperkiire ¢alisilacaktir. Hiperkiirenin | temel formu ve Gauss tasviri elde edilecektir.
Hiperkiirenin | temel forma bagli Laplace-Beltrami operatorii bulunacaktir. Ayrica,
hiperkiireye ait olan Laplace-Beltrami operatorii, Gauss tasviri ve ortalama egrilik arasindaki
iliskiler arastirilacaktir. Daha sonra, hiperkiirenin Il temel formu i¢in Laplace-Beltrami

operatori elde edilecektir.
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Beltrami operatorii.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

HYPERSPHERE SATISFYING Ax = Ax IN 4-SPACE

Kiibra YILMAZ
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Thesis Advisor: Assoc. Prof. Dr. Erhan GULER
Thesis Second Advisor: Prof. Dr. Yusuf KAYA

Bartin-2022, pp: 43

In this thesis, the sphere surface with radius r, which provides the property A’x = Ax, A €
Mat(3,3), in 3-dimensional Euclidean space will be examined. The fundamental form | of
the sphere and the Gauss map will be obtained. The sphere will find the Laplace-Beltrami
operator, which depends on the fundamental form I. The relations of the Laplace-Beltrami
operator, Gauss map, and mean curvature of the sphere surface will be given. Moreover, the
Laplace-Beltrami operator will be calculated for the fundamental form I1 of the sphere. The
operations for the sphere surface, the proof techniques and formulas in 3-dimensional
differential geometry will be carried to 4-dimensional and the calculations will be done on
the hypersphere. In 4-dimensional Euclidean space, the hypersphere of radius r, which
satisfies the property A’x = Ax, A € Mat(4,4), will be studied. The fundamental form |
and Gauss map of the hypersphere will be obtained. The Laplace-Beltrami operator of the
hypersphere depending on the fundamental form I will be found. In addition, the relations
of the Laplace-Beltrami operator, Gauss map, and mean curvature of the hypersphere will
be investigated. Finally, the Laplace-Beltrami operator will be obtained for the fundamental

form 11 of the hypersphere.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

x(u,v) : ylizey

x(u,v,w) : hiperyiizey

I > birinci temel form
11 - ikinci temel form

E,F,G,A, B,C :|temel form katsayilari
L,M,N,P, T,V : Il temel form katsayilari

e : Gauss tasviri

K . Gauss egriligi

H : ortalama egrilik

y(u) . Uireteg egrisi

o(u) : tireteg egrisindeki fonksiyon

E3 : 3-boyutlu Oklid uzay1

E* : 4-boyutlu Oklid uzay

Al . | temel forma bagl olan Laplace-Beltrami operatorii
Al . 1l temel forma bagli olan Laplace-Beltrami operatérii



1. GIRIS
Bu boliimde, tez konusu ile ilgili olan ve literatiirde yer alan bazi ¢alismalara yer verilecektir.
1.1. Literatiir Ozeti

Kiire; alani, hacmi, egrilikleri ve daha birgok 6zelligi ile ylizyillardir insanoglunu, 6zellikle
de geometricileri hep cezbeden bir ylizey olmustur. Kokeni ¢ok oncelere dayanan, fakat 18.
ve 19. ylizyilda Euler (1753, 1754, 1771, 1781, 1782, 1783, 1797, 1815) ’in ¢aligmalari ile
Onem kazanan kiiresel geometri iizerine pek ¢ok c¢alisma, makale yapilmistir. Kiiresel
geometri, daha sonra yapilan ¢aligmalar ile birlikte diferensiyel geometrideki manifoldlar

teorisinde yerini almistir.

Bour (1862), [E3 uzayinda yiizeylerin deformasyon problemini; Moore (1919), E* uzaymda
donel yiizeyleri; ayrica Moore (1920), E* uzaymnda sabit egrilikli donel yiizeyleri; Levi-
Civita (1937), Oklid uzayindaki izoparametrik yiizeyleri; Takahashi (1966), minimal

immersiyonlar ve Riemannian manifoldlari ¢aligsmistir.

Cheng ve Yau (1977), sabit skaler egrilikli hiperyiizeyleri; Lawson (1980), kitabinda
minimal alt manifoldlar1 vermistir. Do Carmo ve Dajczer (1982), ortalama egriligi Sabit olan
helikal yiizeyleri; Do Carmo ve Dajczer (1983), sabit egrilikli donel hiperyiizeyleri

incelemislerdir.

Sonlu tipten alt manifoldlar kavrami ise ilk defa Chen (1983) tarafindan verilmistir. Chen
(1984, 1985), Chen ve Piccini (1987) ’nin makalelerinden sonra manifoldlar teorisindeki

hiper-yiizey kavrami {izerine yapilan ¢alismalarda da hizli bir artis goriilmektedir.

Dillen vd. (1990), E3 uzayinda sonlu tipten yiizeyleri; Ferrandez vd. (1990), Oklidyen
hiperyiizeyler i¢in konformal olma sartlarini; Cheng ve Wan (1994), E* uzayinda sabit

ortalama egrilige sahip tam hiperyiizeyleri vermistir.

Verstraelen vd. (1994), Oklid uzayinda minimal 6teleme hiperyiizeyleri; Magid vd. (1994),

E* uzayinda afin umbilik yiizeyleri arastirmislardir.



Hasanis ve Vlachos (1995), harmonik ortalama egrilige sahip hiperyiizeyleri; Arslan vd.
(1997), Weyl pseudosimetrik hiperyiizeyleri; Choi ve Kim (2001), noktasal 1-tiiriinden

Gauss tasvirli helisoidal ve diizgiin ylizeyleri ¢alismislardir.

Ikawa (2000), E® uzayinda Bour teoremini vermistir. Aminov (2001), kitabinda alt
manifoldlarin geometrisini vermistir. Yoon (2001), E* uzaymndaki sonlu tipteki Gauss
tasvirli donel yiizeyleri; Beneki vd. (2002), Minkowski 3-uzaymnda helisoidal yiizeyleri

incelemislerdir.

Yoon (2003), donel yiizey olan Clifford torusunu; Giiler ve Vanl (2006); Minkowski 3-
uzayida Bour teoremini; Alias ve Gilirbiiz (2006), en yiiksek mertebeden ortalama egrilige
sahip olan lineer operatorler igin Takashi teoreminin genisletilmis formunu; Giiler (2007),
Minkowski 3-uzayinda lightlike iireteg egrisi ve Bour teoremini; Dursun (2007), noktasal 1-
tiirinde Gauss tasvirli hiperyiizeyleri; Scharlach (2007), E* uzaymnda yiizeyler ve
hiperyiizeylerin afin geometrisini; Arvanitoyeorgos vd. (2009), Ef Lorentz uzayinda AH =
aH 6zelligini saglayan hiperyiizeyleri; Dillen vd. (2009), S™ X R ve H" X R uzaylarindaki
donel hiperyiizeyleri; Dursun (2009), Lorentz-Minkowski uzayinda noktasal 1-tiirlinde

Gauss tasvirli hiperylizeyleri ¢aligmiglardir

Giiler vd. (2010), E* uzaymda Bour teoremi ve Gauss tasvirini; Ozkaldi ve Yayli (2010), 4-
boyuttaki tensor ¢arpim yiizeyleri ve Lie gruplarmi; Stamatakis ve Al-Zoubi (2010), E*

Ay = Ax esitligini saglayan donel yiizeyleri; Arslan vd. (2011a), E* uzayinda

uzayinda
noktasal 1-tiirlinden Gauss tasvirli Vranceanu yiizeyleri; Arslan vd. (2011b), noktasal 1-
tiiriinden Gauss tasvirli tensér ¢arpim yiizeyleri; Arslan vd. (2012), E* uzayinda genel donel
yiizeyleri; Kim ve Turgay (2013), E* deki L,-noktasal 1-tiiriinden Gauss tasvirli yiizeyleri

calismislardir.

Dursun ve Turgay (2013), E* deki minimal ve pseudo-umbilik dénel yiizeyleri; Arslan vd.
(2014), E* uzayinda noktasal 1-tiiriinden Gauss tasvirli meridyen yiizeyleri; Ganchev ve

Milousheva (2014), 4-boyutlu Minkowski uzayinda genel donel yiizeyleri vermislerdir.

Turgay (2015), Minkowski uzayinda sonlu tiirdeki Gauss tasvirli Lorentz yiizeyleri;
Senoussi ve Bekkar (2015), E3 uzayinda A’r = Ar kosulunu saglayan helisoidal yiizeyleri
caligmiglardir. Kiihnel (2015), kitabinda egri, ylizey ve manifoldlarin diferensiyel

geometrisini vermistir.



Kahraman Aksoyak ve Yayli (2015), E5 uzayinda noktasal 1-tiiriinden Gauss tasvirli genel
donel yiizeyleri; Kahraman Aksoyak ve Yayl (2016), E* uzayinda noktasal 1-tiiriinden
Gauss tasvirli flat donel yiizeyleri; Kim vd. (2016), E* uzayinda dénel yiizeylerin Cheng-

Yau operatorii ve Gauss tasvirini ¢alismislardir.

Giiler vd. (2016), E* uzayimnda helisoidal hiperyiizeylerde Laplace-Beltrami operatoriinii;
Moruz ve Munteanu (2016), E* uzaymnda minimal &teleme hiperyiizeyleri; Bektas,vd.
(2017a), 1-tiirtinde pseudo-kiiresel Gauss tasvirli yilizeyleri; Bektas vd. (2017b), 1-tiiriinde

pseudo-kiiresel Gauss tasvirli pseudo-kiiresel altmanifoldlar1 incelemislerdir.

Giiler vd. (2018), E* uzayinda donel hiperyiizeylerin Gauss tasviri ve Il Laplace-Beltrami
operatoriinii; Giiler ve Turgay (2019), E* uzayinda donel hiperyiizeylerin Cheng-Yau
operatdrii ve Gauss tasvirini; Giiler ve Kisi (2019), Ef Minkowski uzaymda Dini-tiiriindeki

timelike eksenli helisoidal hiperyiizeyleri ¢alismislardir.

Dursun ve Turgay (2019), Ef Minkowski uzayinda noktasal 1-tiiriinde Gauss tasvitli space-
like yiizeyleri; Giiler (2020), E* uzayinda hiperkiirenin IV temel formunu; Arslan vd. (2021),
Oklid uzayinda dénel A-hiperyiizeyleri vermislerdir.

Bu tezde, 3-boyutlu Oklid uzayinda, A’x = Ax, A € Mat(3,3), 6zelligini saglayan r
yarigapl kiire yiizeyi incelenecektir. Bunun i¢in, kiirenin birinci temel formu ve Gauss
tasviri elde edilecektir. Kiirenin, birinci temel forma bagli olan Laplace-Beltrami operatorii
bulunacaktir. Kiirenin, Laplace-Beltrami operatorii, Gauss tasviri ve ortalama egriligi ile
ilgili bulgular verilecektir. Ayrica, kiirenin ikinci temel formu igin Laplace-Beltrami

operatorii hesaplanacaktir

Daha sonra, kiire i¢in yapilan islemler dogrultusunda, 3-boyutlu diferensiyel geometrideki
ispat teknikleri ve formiilleri 4-boyuta tasinarak hesaplamalar hiperkiire iizerinde

yapilacaktir.

4-boyutlu Oklid uzayinda, A’x = AX, A € Mat(4,4), dzelligini saglayan 7 yarigapl
hiperkiire ¢alisilacaktir. Hiperkiirenin birinci temel formu ve Gauss tasviri elde edilecektir.

Hiperkiirenin birinci temel forma bagl olan Laplace-Beltrami operatorii bulunacaktir.



Bununla birlikte, hiperkiirenin Laplace-Beltrami operatorii, Gauss tasviri ve ortalama
egriligi ile ilgili sonuglar arastirilacaktir. Daha sonra, hiperkiirenin ikinci temel formu igin

Laplace-Beltrami operatorii elde edilecektir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu béliimde, tezde yer alan temel tanim, agiklama, notasyon vb. verilmektedir. Tez boyunca

bir vektor ile transpozu 6zdes alinmistir.

2.1 Tamm

Simetrik, bilineer, ve nondejenere 6zelliklerine sahip olan

gV xXV——>7V

fonksiyonuna, V reel vektor uzayinda skalar ¢arpim, V ye de skalar ¢arpim uzayr denir.

2.2 Tanim

V skalar garpima sahip olan bir uzay, v € V bir vektor igin

vl = 1g(v, v)I*/?

ile tanimlanan ||v|| sayist v nin normu olur.

2.3 Tanim

E3 uzayinda ¥ = (vq, v, v3) Ve W = (wy, Wy, w3) vektorlerinin skalar carpimi

(,.nE3XE*——R

(W, W) —— (D, W) = vyw; + v,w, + v3ws

ile tanimlidir.



E* uzayinda v = (v, v,, V3, vs) Ve W = (Wy, Wy, ws, w,) vektorlerinin skalar carpimi

(,.:E*xE*—R

(1}), W) E— <1}), W) == 7.71W1 + Usz + 7.73W3 + U4W4_

ile belirlidir. Buradan

lvll = (7, 9)/? e R

v nin Oklidyen normu olur.

2.4 Tanim

n-boyutlu bir M Riemann manifoldu icin (n — 1)-boyutlu bir M altmanifoldu varsa bu

altmanifold Riemann hiperyiizeyi olarak adlandirilir.

2.5 Tanim

M nin Riemann hiperyiizeyi M, N de birim normal ise VV,W € y(M) icin

gSV), W) = gUI(V,W),N)

bigimindeki (1,1)-tipindeki tensér alan1 S, M nin N ile belirlenmis sekil operatérii olarak

tanimlanir.

2.6 Tanim

E3 uzayinda ¥ = (v, v,,v3) Ve W = (wy, w,, w3) vektorleri ile elde edilen

VXW= (U3W2 — VW3, UV1W3 — U3Wq, U1 Wy — U2W1)

vektoriine bu iki vektoriin vektorel carpimi denir.



]E4 uZaylnda 1_,[) = (ul, U, us, u4), 1_7) = (171, Uy, U3, 174) ve W = (Wl' Wy, W3, W4) Vekt6r|9r| |Ie

elde edilen

vektori diglii vektorel ¢arpim olarak tanimlanir.
2.7 Tamm
M, 4-boyutlu Oklid uzayr; M de

p:Uc R —— R*

(w,v,w) — o, v,w) = (o1(w, v,w), P, (1w, v, W), Ps (U, v, W), P, (u, v, w))

olmak tizere (U, ¢) ile belirli olan hiperyiizey olsun. Hiperyiizeyin vektor alanlariin bir

tabani {(p* (;—u),<p* (ai),go* (%)} olup o, (aa_u) gosterimini ¢, olarak belirtecegiz.

v

Hiperylizeyin | temel formu i¢in

% dop dop
d§0 = %du+%dv+%dw

@ nin tam diferansiyeli olur. | temel form

I =<dp,de >

= E du® + G dv? + C dw? + 2F dudv + 24 dudw + 2B dvdw

olarak elde edilir.



2.8 Tanim

L= (Qouwe)’ M = <(Puv:e>f N = ((pvv’ e)
P = <(puw:e): T = ((pvw’e): V= <(wa: e>

katsayilar ile verilen

II = Ldu® + Ndv? + Vdw? + 2M dudv + 2P dudw + 2T dvdw
esitlige ¢ (u, v, w) hiperyiizeyinin Il temel formu olarak tanimlanur.

_ _PuX Py X Py
|y, X @y, X @yl

oranina da hiperyiizeyin Gauss tasviri denir.
2.9 Tanim
E3 uzayinda bir yiizey M ve sekil operatdrii matrisi S = 1111 olmak iizere, Vp € M igin

LN — M?

FC—FZ (2.1)

K(p) = det(S,) =

oranma, p noktasinda M yiizeyinin Gauss egriligi denir. E* de bir hiperyiizey ve Vp € M

i¢in

(LN — M?)V + 2MPT — P2N — T2L
(EG — F2)C + 2ABF — A%G — B2E

K(p) = det(S,) = (2.2)

oranina hiperyiizeyin Gauss egriligi denir.



2.10 Tanim

E3 uzayinda bir yiizey M ve sekil operatdrii matrisi S = 1711 olsun. Vp € M igin

EN + GL — 2FM
2(EG — F?)

1
H(p) = EiZ(Sp) = (2.3)

oranina M yiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi denir. E* uzayinda bir hiperyiizey M

ve sekil operatdrii matrisi S olsun. Vp € M icin

{(EN + GL — 2FM)C + (EG — F2)V — A%N — BZL}
—2(APG + BTE — ABM — ATF — BPF)
3[(EG — F2)C + 2ABF — A%G — B2E]

1
H(p) = §iz(5p) = (2.4)

oranina hiperylizeyin ortalama egriligi denir.

2.11 Tanim

E3 uzayinda bir II diizlemindeki bir egri y : | ¢ R——1I, I c R agik aralik olsun. Bu
diizlemde y y1 (tirete¢ egrisi) kesmeyen dogru £ (eksen) olsun. y nin € ¢evresinde donerek

olusan yiizeye donel yiizey denir.

x3 donme ekseni oldugunda; eksene olan uzaklik u, eksenden gegen diizlemle x; x5 diizlemi

arasindaki a¢1 v olmak tizere,
x,(u,v) = ucosv,
x,(u,v) = usinv,
x3(w,v) = ()

donel yiizeyi elde edilir.



2.12 Tanim

E* uzayinda bir IT diizlemindeki bir egri y : ] ¢ R——1I, I € R agik aralig1 ve bu
diizlemde y y1 kesmeyen dogru € olmak {izere; y nin £ g¢evresinde donmesiyle meydana

gelen hiperylizeye donel hiperyiizey denir.
£=(0,0,0,1)¢ olsun. v,w € R igin

cosvcosw —sinv —cosvsinw 0

7 = sinvcosw cosv —sinvsinw 0
sinw 0 cosw 0
0 0 0 1

ortogonal matris olmak tizere, T, birim matrisi i¢in
Zt=¢ 7Z'.72=%,, det(Z)=1
esitlikleri vardir.

E* i¢inde donme ekseni £ Ve iireteg egrisi de Vu € I igin ¢(u) : I € R — R tiirevlenebilir
bir fonksiyon olmak tizere y(u) = (u, 0,0, go(u)) ile belirli olsun. Boylece, £ = (0,0,0,1)

vektorii ile meydana gelen donel hiperyiizey
R=Zy
olur. Burada, Vu € I, v,w € [0, 2] bigimindedir. Kisaca, bu donel hiperyiizey

U COSV COS W
usinvcosw
usinw

o(u)

R(u,v,w) =

ile belirlidir.

10



2.13 Tanim

C? siifindan bir diizgiin ¢ = ¢(x?,x%)|pcgs fonksiyonunun | temel forma bagh olan

Laplace-Beltrami operatorii

olarak tanimlidir. Buradaki, g;; = (¢*) "' ve g = det(gij) ile belirlidir.

2.14 Tanim

C? smifindan bir diizgiin ¢ = ¢p(x1,x2)|pcgs fonksiyonunun 1l temel forma bagl olan

Laplace-Beltrami operatorii

i,j=1
bi¢imindedir. Buradaki, h;; = (h¥)™* ve h = det(h;;) ile tanimlidir.
2.15 Tanim
g = det(g;;)

= 911922933 — 911923932 + 912931923 — 912921933 T 921913932 — 913922931

olmak tizere

(gif)sxs

11



matrisinin tersi

—921933 + 931923 911933 — 913931 —Y911923 T 921913

( ) 1 < 922933 — 923932 —Y12933 + 913932 912923 — 913922 )
g¥) ==
921932 — 922931  —911932 t 912931 911922 — 912921

ile belirlidir. €3 siifindan bir diizgiin ¢ = ¢(x*, x%, x3)|pcge fonksiyonunun I temel forma

bagli Laplace-Beltrami operatorii

ile tanimlidir. Buradaki, g;; = (g*))™* ve g = det(g;;) bi¢imindedir.
2.16 Tanim
h = det(hij)
= hy1haahss — hyghazhsy + Righaihyz — hyghyihas + hyahyshsy — hyzhaohsy
olmak tizere,
(hif)3x3
matrisinin tersi

B h22h33 - h23h32 _h12h33 + h13h32 h12h23 - h13h22
(hl]) = E _h21h33 + h31h23 h11h33 - h13h31 _h11h23 + h21h13
h21h32 - h22h31 _h11h32 + h12h31 h11h22 - h12h21

ile belirlidir. €* smfindan bir diizgiin ¢ = ¢(x?, x2,x3)|pcre fonksiyonunun 11 temel

forma bagli Laplace-Beltrami operatorii

12



3

1 0 . 0¢

g = — — — |V U——

A¢ \/h,_zlax‘( hh axf)
i,j=

ile tamimlidir. Buradaki, h;; = (h*))™* ve h = det(h;;) bigimindedir.
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3. 3-BOYUTTA ANX = Ax OZELLIGINI SAGLAYAN KURE

Bu béliimde, 3-boyutlu Oklid E3 uzaymnda j = 1,2 olmak iizere A/x = Ax 6zelliklerini

saglayan r yarigcapl

rcosusinv
) (3.1)

x(u,v) = (r sinusinv
7 COS U

kiire yiizeyi incelenecektir.
3.1 A'x = Ax Ozelligini Saglayan Kiire
Bu kisimda, [E® uzayinda A’x = Ax 6zelligini saglayan kiire yiizeyi incelenecektir.

[E3 uzayimda (3.1) ile verilen kiire yiizeyinin birinci temel form katsayilarin1 hesaplamak igin

ylizeyin u ve v ye gore birinci tiirevleri
—rsinusinv
X, =| rcosusinv
0
ve
7 COSUCOSV
X, = < rsinucosv)
—rsinv

olur. Boylece, birinci temel form katsayilar

elde edilir. Birinci temel form matrisi

= (rz sgnzv r()z)

14



bi¢imindedir. Buradan
det! = r*sin?v

olarak bulunur. x(u, v) kiire ylizeyinin Gauss tasvirini hesaplayalim. Tiirev vektorlerinin

vektorel ¢arpimi

€ e, €s
Xy XX, = |—rsinusinv rcosusinv 0
rcosucosv rsinucosv -—rsinv

= (—r? cosusin?v)e; — (r?sinusin?v)e, + ((—r?sin?u — 2 cos? u) sinv cos v)e;
= (—r?cosusin?v ,—r?sinusin®v ,—r?sin v cos v)
olarak bulunur. Bu vektorel ¢arpimin normu ise
X, X X,|l = (r*cos? usin*v + r*sin® usin* v + r*sin? v cos? v)/?
= risinv

bicimindedir. Buradan, kiire yiizeyinin Gauss tasviri

Xy X Xy
e =—————————
lIxy X %yl

(=r?cosusin?v, —r?sinusin?v, —r?sinvcosv)

rZsinv

—cosusinv
e=| —sinusinv
—Ccosv

olur. x(u, v) kiire yiizeyinin ikinci temel form katsayilarini hesaplamak igin yiizeyin u ve v

ye gore ikinci tiirevleri

15



—rcosusinv
Xpu = —rsinusinv |,
0

—rsinucosv
Xyup = rCcosSucosv |,
0

ve

—rcosusinv
X,y = | —rsinusinv
—7r CcoSvV

olur. Boylece, i¢ garpim yardimiyla ikinci temel form katsayilari
(Xyu €) = 7 cos? usin? v + rsin? usin? v
L =rsin?v,

(Xy,€) = rsinucosusinvcosv — rsinucos usinvcosv

(X, €) = 7 cos?usin? v + rsin?usin? v + r cos? v

bulunur. Buradan, ikinci temel form matrisi

I = (T‘Si(I)lZU S)

bicimindedir. Ayrica
detll = r?sinv

16



olarak elde edilir. Yiizeyin sekil operatdrii S olmak iizere S = I"1II ile hesaplanir. Kiire

yiizeyinin Gauss egriligi
1
K =detS = -~
r
olarak bulunur. r yarigapli kiire yiizeyinin ortalama egriligi ise
, 1
H=-izS§=

olur. Simdi ise kiire yiizeyinin birinci temel forma bagli Laplace-Beltrami operatorii

hesaplanacaktir.
Gx Fx
U — u v
|detl|
1
= X
sinv™ ¥
olup
—rsinu
U=\ rcosu |,
0
ve buradan

bulunur. Ayrica

Fx, — Ex,

J|detl|

17



olup

—7 cosu sin v cos v
V =| —rsinusinvcosv |,
rsin? v

ve boylece

—r cosu (cos? v — sin? v)
Vo =| —rsinu (cos? v — sin? v)
2r sinv cosv

elde edilir.

A'x Uy = V)

|detl|

yardimryla

L ) _ )
Ax = rsinu —rsinu (cos? v — sin? v)

1 <r cos u> —r cosu (cos? v — sin? v)
0 2r sinv cosv

rZsinv

—cosu + cosu (cos? v — sin? v)
—sinu + sinu (cos? v — sin? v)
—2sinvcosv

r

r2sinv

olup

2 [cosu sinv
A'x = —| sinusinv
cosv

sonucu elde edilir. Bu sonuglarla asagidaki teoremi verilmektedir.
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3.1 Teorem E3 uzayindaki (3.1) ile verilen kiire yiizeyi icin | temel form ile belirli olan

Laplace-Beltrami operatorii, ortalama egrilik ve Gauss tasviri arasinda
A'x = 2He

bagintis1 vardir.

3.2 A"x = Ax Ozelligini Saglayan Kiire

Bu kisimda, E3 uzayindaki (3.1) ile verilen kiire yiizeyinin ikinci temel forma bagli Laplace-

Beltrami operatorii hesaplanacaktir.

(3.1) ile verilen kiire yiizeyinin ikinci temel form matrisi

I = (rsi(r)lzv 2)

ve
detll = r?sin®v
olarak hesaplanmisti. Bu sonuglar ile

Nx, — Mx,

J|detll|

1
" sinv

—rsinu
U=| rcosu |,
0

Xu

19



Lx, — Mx,,
|detll |

V=

=sinvx,

7 COSU SIN V coS v
V =\ rsinusinvcosv
—rsin?v

rcosu
U, =-— <rsinu>
0

ve

r cosu (cos? v — sin? v)
Vo = | rsinu (cos? v — sin? v)
—2rsinvcosv

bulunur. Boylece

esitligini ve bulunanlar1 kullanarak

1 T cosu r cos u (cos? v — sin? v)
Iy, — ] . .
A X=-—— —(rsmu>+ r sinu (cos? v — sin? v)
0 —2rsinv cosv

olur. Diizenlemeler sonrasi

—cosu + cosu (cos? v — sin? v)
—sinu + sinu (cos? v — sin? v)
—2sinvcosv

20



bulunur. Sadelesmeler ile

cosusinv
A'x = 2| sinusinv

Cosv

elde edilir. Boylece, asagidaki teorem ortaya ¢ikmaktadir.

3.2 Teorem E3 uzayindaki (3.1) ile verilen kiire yiizeyi i¢in ikinci temel forma bagh

Laplace-Beltrami operatdrii ve Gauss tasviri arasinda
Allx = 2e

bagntisi vardir.
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4. 4-BOYUTTA Nx = Ax OZELLIGINi SAGLAYAN HiPERKURE

Bu béliimde, 4-boyutlu Oklid E* uzaymnda j = I, 1I olmak iizere A/x = Ax 6zelliklerini

saglayan r yarigapl hiperkiire incelenecektir.

E* uzaymda bir I C R agik aralig1 igin bir IT diizlemdeki bir egri y : I € R - II ve diizlem

iginde y y1 kesmeyen dogru £ olsun.

y(w) = (rcosw,0,0,r sinw)

ireteg egrisinin, I, birim matris olmak iizere

Zo=¢ Z'.Z2=%, detZ=1

ozelliklerini saglayan

cosucosv —sinu —cosusinv 0

7 = sinucosv cosu —sinusinv 0
sinv 0 cosv 0
0 0 0 1

matrisi yardimiyla € = (0,0,0,1) ekseni etrafinda donmesi ile olusan bir donel hiperyiizey,

hiperkiire olarak adlandirilir. u, v € R igin (0,0,0,1) vektori ile olusan bir hiperkiire

x(u,v,w) = Z(u,v)y(w)

olarak tamimlanir. Burada, r € R — {0}, u,v,w € [0, 2] ile belirlidir. Daha a¢ik sekilde

yazilirsa, hiperkiirenin parametrik denklemi

7 COS U COS V COS W X1
rsinu cosvcosw X
x(u,v,w) = . =(2 4.1)
rsinvcosw X3
rsinw X4

formundadir.

22



4.1 A'x = Ax Ozelligini Saglayan Hiperkiire

Bu kisimda, E* uzayindaki (4.1) ile verilen hiperkiirenin | temel forma bagl olan Laplace-

Beltrami operatorii hesaplanacaktir.

E* uzayinda r yaricapli x(u, v, w) hiperkiiresinin | temel form katsayilar1 bulunacaktir.

Bunun i¢in hiperkiirenin u, v, w ya gore birinci tiirevleri

—r sinu cosv cosw
TCOSUWCOsS 1 COs W

X, 0 .
0
=1 cosusin vcosw
—rsinu sin v cos w
Xu = r
" COS UV COS W
0
ve
—Fr CosS U Ccos vsinw
—rsinu cos v sinw
X, =

—rsinrsinw
T COSW

olarak elde edilir. Bu tiirevler ve i¢ garpim yardimiyla
(X, Xy) = 72 sin? u cos? v cos? w + 12 cos? u cos? v cos? w
E =r?cos?vcos?w,

(Xy, Xp,) = r2sinu cosusin v cos v cos? w — r2 sinu cos u sin v cos v cos? w
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(X, Xyy) = 72 sinu cosu cos? v sinw cosw — 72 sinu cos u cos? v sinw cos w

A=0,
= 12 cos? usin® v cos?w + r? sin? usin® v cos? w + r2cos? v cos® w

(X, Xp)

G =r?cos’w,

(X, Xy, = 12 cos? usin v cos v sinw cos w + 2 sin? u sin v cos v sinw cos w
—r?sinvcosvsinwcosw + 0

B =0,

(X, Xyy) = 12 cos? u cos? v sin? w + r? sin? u cos? vsin? w + r? sin? vsin? w

+r?cos?w

a
I
<

N

katsayilar1 bulunur. O halde, birinci temel form matrisi

r? cos?vcos?w 0 0
I = 0 r?cos’w 0
0 0 r?

elde edilmis oldu. Burada

det I = r®cos?vcos*w

ile belirlidir. Hiperyiizey i¢in

Xy X Xy X Xy
e =
lIxy X %y X Xy |
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Gauss tasviri formiiliinii kullanarak (4.1) ile verilen x(u, v, w) hiperkiiresinin Gauss tasvirini

hesaplanacaktir.

Oncelikle, ii¢lii vektdrel ¢arpim yardimiyla

El 92 !?3 €4
% x —rsinuUCcoOSVTCOSW T COSUCOSV COSW 0 0

X X X, =
u v w —recosusinvcosw —rsinusinvcosw rcosv cosw 0

—rcosicostcosw  —rsinucosvsinw —rsinv sinw rcosw

TCOsS U COos U Ccosw 0 0
= |[—rsinusinvcosw rcosvcosw 0 4
—rsinucosvrsinw —rsinvsinw rcosw

—¥ sin i cos 1 cosw 0 0
—|—rcosusinvrcosw rcosvcosw 0 24
=rcosucosvsinw —=rsinvsinw rcosw

—rsinicosrcosw ¥ COSUCOS T COsS W 0
+|—rcosusinvcosw —rsinusinvcosw 0 e;
—rcosucosvsinw —rsinucosvsinw rcosw

—rsinucos v cosw T COSUCOS U COS W 0
—|—rcosusinvecosw —rsinusinvcosw rcosvcosw | e,
—recosucosvsinw —rsinucosvsinw —rsinvsinw

olur. Determinantlar agildiginda
Xy X X, X X, =13 cosucos?vcos®we; +r3sinucos?vcosdwe,
+7r3sinvcosvcos®wez + 13 cosvsinw cos?w e,
elde edilir. Sadelesmeler sonucunda hiperkiirenin Gauss tasviri
e = (cosu cos v cosw, sinu cos v cos w, sin v cos w, sinw)

olur.
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(4.1) ile verilen hiperkiirenin ikinci temel form katsayilarini hesaplayalim. Oncelikle,

hiperkiirenin u, v, w ya gore ikinci tiirevleri

—rsin i cos 1 cos w
ﬂ ]

—FCOS U COS UV COS W
xtu!..l = (
0

0 = HEpur

rsinusinvcosw
_ —r CoOsUu SiIl ' Cos w

Eupw —
0

—¥ cos i cos vrsinw _
= Xyur

(rsin ucosvsinw

—rsinuy cos v Ccos w
—r sin vcosw

"'-..___‘___...-""

<—I" COSUCOSVCOSW

rsinusinvsinw
—rcos vsinw

rcosu sin v sinw
= x'I.UIF"

"'-\..________.___,.,-"

ve

—1 COSU COS IV COS W
—rsinu cosvcosw
Fww = —rsin vcosw
—rsinw

elde edilmis oldu. Hiperkiirenin bu tiirevleri ve Gauss tasviri yardimiyla asagidaki ikinci

temel form katsayilar1 bulunur.
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(Xyr ) = —1 cos? u cos? v cos? w — r sin? u cos? v cos? w

L = —rcos?vcos?w,

(Xyp, €) = T Sinu cos u sin v cos v cos? w — r sin u cos u sin v cos v cos? w

M =0,

(Xyw,€) = T sinucosu cos? vsinw cosw — 7 sinu cos u cos? v sin w cos w

P =0,
(Xyp, €) = —7 cos? u cos? v cos? w — rsin? u cos? v cos?w — rsin?vcos?w
N = —rcos?®w,

(Xyw, €) = 1 cos? usin v cos vsinw cosw + 7 sin? u sin v cos v sinw cos w

—7r sin v cos v sin w cos w

T =0,
(X, €) = —7 cos? u cos? v cos? w — r sin? u cos? v cos? w — r sin? v cos? w
—rsin?w
V=-—r.

Boylece, ikinci temel form matrisi

—r cos® vcos?w 0 0
Il = 0 —rcos’w 0
0 0 —-r
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ile belirlenmis oldu. Ayrica
detll = —r3 cos? v cos*w

olur. Hiperyiizeyin sekil operatdrii S = 1111 olmak iizere

S=—\AB—-FC AC—-A* AF—-EB||(M N T
det!/

1 (GC—B2 AB — FC FB—AG)(L M P>
FB—AG AF—EB AG-F*/\P T V

matris ¢arpimiyla

1 S11 S12 S13
S=——|S21 S22 Sz3
det/

S31  S32  S33

sekil operatorii bulunur. Buradaki matris bilesenleri hiperkiire i¢in hesaplanmis ve asagida

verilmigtir.

s;; = ABM — CFM — AGP + BFP + CGL — B2L
= —r5cos? vcostw,

S1, = ABN — CFN — AGT + BFT + CGM — B*M
=0,

s13 = ABT — CFT — AGV + BFV + CGP — B?P
=0,

oy = ABL — CFL + AFP — BPE + CME — A’M
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S,y = ABM — CFM + AFT — BTE + CNE — AN

= —r>cos?vcos*w

S,3 = ABP — CFP + AFV — BVE + CTE — AT

=0,

s3; = —AGL + BFL + AFM — BME + GPE — F?P

=0,

S3; = —AGM + BFM + AFN — BNE + GTE — F?T

=0,

S33 = —AGP + BFP + AFT — BTE + GVE — F?V

5

= —r°cos?® v cos* w.

Bu sonuglar matris formunda yazilirsa

1 —r5 cos? v cos* w 0 0
S == 2 0 —7r5cos? vcos*w 0
r6 cos? v cos* w _— .
0 0 —7°Cc0S“ v cos*w

olur. Sadelestirmeler sonrasi hiperkiirenin sekil operatorii

-——= 0 0
r
1
S= 0 —— 0
r
1
0 0o —-
r

elde edilir. Hiperkiirenin Gauss egriligi
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1
K = det(.S') = _T'—3

ve ortalama egriligi
1. 1
H==iz(S)=—-
3 r

olarak bulunur. Dolayisiyla, bu sonuglarla 4-boyuttaki

hesaplarina gecilmektedir.

U CcG
= X
|detl| “

r*cos?w

= X
r3cosvcoszw ¥

—sinucosw
> | cosucosw
:T‘ O ,
0

—CE
V= X

\ |detl| Y

—r*cos?vcos?w

X
r3cosvcos?w Y

—cosusinvcosw
—sinusin v cosw
COSV COSW
0

= —r2cosv

EG
W = X

Jldett] "
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r*cos? vcos*w

= X
r3cosvcoszw "

— COS U COS vV sinw

a —sinucosvsinw
=r’cosvcos’w : x 8
—sinvsinw
cosw
— COS U COS
2| —sinucosw
U, =r~ :
0
0

( — cosu sin v cos w\ )
—sinusin v cosw

—-sinv

COS U COS W
0
Vo =—r=< >

— COS U COS ¥V COS W
—~sinu cosvcosw

+cosv >

—sinvcosw
\ 0 J

COS U Sin° ¥ COS W — COS U COS~ 1 COS W
= —p2| Sinusin®vcosw — sin u cos® v cosw
—2sinvcosvcosw
0

§ —cosucosvsinw\
~2cosucoswsinw/| — sinucosvsinw
-sinvsinw

- cosw
Wy =744 >
= COSUCOSVCOSW

- . y
+COS D COsS W sinucosvcosw
—sinvcosw

\ - sinw J

2 cos u cos® vsin® w cosw — cos u cos® v cos® w
= y2| 2sinucos® vsin®w cosw —sinu cos® v cos® w
2 sin v cos v sin® w cos w — sin v cos v cos® w
—2 cos v sin w cos® w — cos v sin w cos® w

olur. Bulunan bu sonuglari
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esitliginde yerine yazarak

-1
Alx =

r3 cosvcos?w

r

2

— COSUCOSW
—sinu cosw

0
0

+

2
2

COS U Sin? v cos W — cos U cos
sinu sin? v cos w — sin u cos

—2sinvcosvcosw
0

vcosw
vcosw

2 cosu cos? v sin® w cosw — cos u cos? v cos3 w

2 sinu cos

2

vsin® w cos w — sinu cos

2

2sinv cosvsin

2WCOSW—SiI’lUCOSUCOS

3

vCcosTw
3

w

\ —2 cosvsinw cos?w — cos v sinw cos?w

olur. Dizenleme sonrasi

cosucosw (—1 + sin? v — cos? v + 2 cos? v sin? w — cos? v cos? w)
sinucosv (—1 + sin? v — cos? v + 2 cos? v sin? w — cos? v cos? w)
sinvcosvcosw(—1—1+ 2sin®? w — cos? w)

2w

-1
T COSV COS2 W \
—3 cosvsinw cos

elde edilir. Sadelestirme ile

cosucosvcosw

Aly = 3 [ sinucosvcosw
T r sin v cosw
sinw

bulunur. Boylece, asagidaki teorem elde edilir.

4.1 Teorem E* uzayindaki (4.1) ile verilen hiperkiirenin | temel form ile belirli olan Laplace-

Beltrami operatdrii; ortalama egrilik ve Gauss tasviri arasinda

A'x = —3He

bagintis1 vardir.
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4.2 A"x = Ax Ozelligini Saglayan Hiperkiire

Bu kisimda, E* uzayinda (4.1) ile verilen hiperkiirenin ikinci temel forma baglh Laplace-

Beltrami operatorii hesaplanacaktir.

E* uzaymda r yaricaph x(u, v, w) hiperkiirenin ikinci temel form katsayilarmni kullanarak

NV
U= —_—Xx,
f
J |detll]
ricosTw
= =T ] - Iu
r3/% cos v cos? w
—sinu cosw
_ .3/2| cosucosw
]
]
=LV
V= /X,
f
Y |detll|
—r®cos” veos®w
= 3.’« -~ KL‘
e COS P COS= W
— cosu sin v cos w
3/2 —sinusinvcosw
=—-r¥<cosv
COSV COS W
0
- LN
S ——.
»-’In‘etIII

r° cos® vcos* w
E.l'ﬁ - x
r3/2 cos v cos® w

w
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—cosu cos®vsinw
—sinu cos? vsinw

=132 cos?w : ,
—sinvcosvsinw
COSV COSW
— COSU COSW
Uu=r3/2 —smzécosw ’
0
—cosusinvcosw — COSUCOSV COSW
. —sinu sin v cosw —sinu cos vcosw
V, = —r3/2{ —sinv + cosv . ,
COSV Ccosw —sin v cosw
0 0
—cosucos?vsinw — cosu cos® vcosw
. 2 . . 2
. —sin in —sin
WW=r3/2 —2sinw cosw S. Uu cos vs: W4 cos?w S. U COS“ V COSW
—sinvcosvsinw —sinvcosvcosw
COSV COSW —cosvsinw
olur. Bu sonuglar
11 1
AN'X=———U, -V, +W,)
J|detll|
denkleminde yerine yazildiginda
i — COSuCosW cosu sin v cosw
—sinucosw + sinu sin? v cos w
0 —sin v cos P cosw
0 0
— cosu cos? v cosw 2 cosu cos® vsin? w cosw
-
Ay = 1 »3/2 +| - sinu cos® v cosw + 2 sinu cos? v sin® w cos w
= :
r3/2 cosvcos? w — sin v cos v cos w 2 sin v cos v sin® w cos w
0 —2cosvsinwcos®w
— COsS U (:EFS2 [F C053 w
+ - sinu cos? v cos? w
—sinvcosvcos®w
\ — cosvsinw cosw

elde edilir. Dizenlemeler sonrast
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/cosu cosw (—1 + sin? v — cos? v + 2 cos? v sin? w — cos? v cos? w)

sinucosv (—1 + sin? v — cos? v + 2 cos? vsin? w — cos? v cos? w)

Allx = 1
- 2 : (02 2
COSV COS* W sinv cos v cosw(—2 + 2 sin“w — cos“ w)

—3 cosvsinw cos?w

olup, sadelestirme ile

COS U COSV COSW
sinu cos v cos w
sinv cosw
sinw

Allx = -3

sonucu bulunur. Boylece, asagidaki teorem ortaya ¢ikmaktadir.

4.2 Teorem E* uzayindaki (4.1) ile verilen hiperkiire i¢in Il temel formla ilgili olan Laplace-

Beltrami operatdrii ve Gauss tasviri arasinda

Allx = —3e

bagntisi vardir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, oncelikle Oklid 3-uzayinda, A’x = Ax, A € Mat(3,3), dzelligini saglayan r
yarigapli kiire ylizeyi incelenmistir. Kiirenin | temel formu ve Gauss tasviri elde edilmistir.
| temel forma bagl olarak kiirenin Laplace-Beltrami operatorii bulunmustur. Kiirenin
Laplace-Beltrami operatorii, Gauss tasviri, ortalama egriligine ait bagintilar verilmistir.

Ayrica, kiirenin Il temel formu i¢in Laplace-Beltrami operatorii hesaplanmistir.

Kiire i¢in yapilan islemler 1518inda, 3-boyutlu diferensiyel geometrideki ispat teknikleri ve
formiilleri 4-boyuta tasmarak hesaplamalar hiperkiire {izerinde yapilmistir. 4-boyutlu Oklid
uzayinda, A’x = AX, A € Mat(4,4), dzelligini saglayan r yaricapli hiperkiire ¢alisiimustir.
Hiperkiirenin | temel formu ve Gauss tasviri hesaplanmistir. | temel forma bagl olarak
hiperkiirenin Laplace-Beltrami operatorii bulunmustur. Ayrica, hiperkiirenin Laplace-
Beltrami operatorii, Gauss tasviri ve ortalama egriligi arasinda olusan bagntilar

arastirilmistir.
Son olarak, hiperkiirenin Il temel formu i¢in Laplace-Beltrami operatori elde edilmistir.

Tezden elde edilen bulgular ve sonuglar, baska uzay formlarina da aktarilabilir. Ayrica, tezin

bu konuda ¢alisacak bilim insanlarina yol gosterecegi diisiiniilmektedir.

36



KAYNAKLAR

Alias, L.J. ve Giirbiiz, N. (2006). An extension of Takashi theorem for the linearized
operators of the highest order mean curvatures. Geom. Dedicata, 121: 113-127.

Aminov, Y. (2001). The Geometry of Submanifolds. Gordon and Breach Sci. Pub.,
Amsterdam.

Arslan K., Bayram, B.K., Bulca, B., Kim Y.H., Murathan, C. ve Oztiirk, G. (2011a).
Vranceanu surface in E* with pointwise 1-type Gauss map. Indian J. Pure Appl.
Math., 42 (1): 41-51.

Arslan, K., Bayram, B.K., Bulca, B. ve Oztiirk, G. (2012). Generalized rotation surfaces in
E*. Results in Math., 61 (3): 315-327.

Arslan, K., Bulca, B., Kili¢ B., Kim, Y.H., Murathan, C. ve Oztiirk, G. (2011b). Tensor
product surfaces with pointwise 1-type Gauss map. Bull. Korean Math. Soc., 48 (3):
601-6009.

Arslan, K., Bulca, B. ve Milousheva, V. (2014). Meridian surfaces in E* with pointwise 1-
type Gauss map. Bull. Korean Math. Soc., 51: 911-922.

Arslan, K., Deszcz, R. ve Yaprak, S. (1997). On Weyl pseudosymmetric hypersurfaces.
Collog. Math., 72: 353-361.

Arslan, K. ve Milousheva, V. (2016). Meridian surfaces of elliptic or hyperbolic type with
pointwise 1-type Gauss map in Minkowski 4-space. Taiwanese J. Math., 20 (2):
311-332.

Arslan K., Siitveren A. ve Bulca, B. (2021). Rotational A-hypersurfaces in Euclidean spaces.
Creat. Math. Inform., 30 (1): 29-40.

Arvanitoyeorgos, A., Kaimakamis, G. ve Magid, M. (2009). Lorentz hypersurfaces in E}
satisfying AH = aH. lllinois J. Math., 53 (2): 581-590.

Barros, M. ve Chen, B.Y. (1987). Stationary 2-type surfaces in a hypersphere. J. Math. Soc.
Japan, 39 (4): 627-648.

Barros, M. ve Garay, O.J. (1987). 2-type surfaces in S3. Geom. Dedicata, 24 (3): 329-336.

Bektas B., Canfes E.O. ve Dursun U. (2017a). Classification of surfaces in a pseudo-sphere
with 2-type pseudo-spherical Gauss map. Math. Nachr., 290 (16): 2512-2523.

Bektas, B., Canfes, E.O. ve Dursun, U. (2017b). Pseudo-spherical submanifolds with 1-type
pseudospherical Gauss map. Results in Math., 71 (3): 867-887.

Beneki, C.C., Kaimakamis, G. ve Papantoniou, B.J. (2002). Helicoidal surfaces in three-
dimensional Minkowski space. J. Math. Anal. Appl., 275: 586-614.

37



Bour, E. (1862). Theorie de la deformation des surfaces. J. Ecole Imp. Polytech. 22: 1-148.
Chen, B.Y. (1983). On submanifolds of finite type. Soochow J. Math., 9: 65-81.

Chen, B.Y. (1984). Total Mean Curvature and Submanifolds of Finite Type. World
Scientific, Singapore.

Chen, B.Y. (1985). Finite type submanifolds in pseudo-Euclidean spaces and applications.
Kodai Math. J., 8 (3): 358-374.

Chen, B.Y. ve Piccinni, P. (1987). Submanifolds with finite type Gauss map. Bull. Austral.
Math. Soc., 35: 161-186.

Cheng, Q.M. ve Wan, Q.R. (1994). Complete hypersurfaces of R* with constant mean
curvature. Monatsh. Math., 118: 171-204.

Cheng, S.Y. ve Yau, S.T. (1977). Hypersurfaces with constant scalar curvature. Math. Ann.,
225: 195-204.

Choi, M. ve Kim, Y.H. (2001). Characterization of the helicoid as ruled surfaces with
pointwise 1-type Gauss map. Bull. Korean Math. Soc., 38: 753-761.

Dillen, F., Pas, J. ve Verstraelen, L. (1990). On surfaces of finite type in Euclidean 3-space.
Kodai Math. J., 13: 10-21.

Dillen, F., Fastenakels, J. ve Van der Veken, J. (2009). Rotation hypersurfaces of S™ x R
and H™ x R. Note Mater., 29: 41-54.

Do Carmo, M. ve Dajczer, M. (1982). Helicoidal surfaces with constant mean curvature.
Tohoku Math. J., 34: 351-367.

Do Carmo, M. ve Dajczer, M. (1983). Rotation hypersurfaces in spaces of constant
curvature. Trans. Amer. Math. Soc., 277: 685-7009.

Dursun, U. (2007). Hypersurfaces with pointwise 1-type Gauss map. Taiwanese J. Math.,
11 (5): 1407-1416.

Dursun, U. (2009). Hypersurfaces with pointwise 1-type Gauss map in Lorentz-Minkowski
space. Proc. Est. Acad. Sci., 58: 146-161.

Dursun, U. ve Turgay, N.C. (2013). Minimal and pseudo-umbilical rotational surfaces in
Euclidean space E*. Mediterr. J. Math., 10: 497-506.

Dursun, U. ve Turgay, N.C. (2019). Space-like surfaces in Minkowski space Ef with
pointwise 1-type Gauss map. Ukrainian Math. J., 71 (1): 64-80.

Euler, L. (1753). Principes de la trigonométrie sphérique tirés de la méthode des plus grands
et des plus petits. Mémoires de l'Académie des Sciences de Berlin, 9: 277-308.

38



Euler, L. (1754). Eléments de la trigonométrie sphéroidique tirés de la méthode des plus
grands et des plus petits. Mémoires de l'Académie des Sciences de Berlin, 9:
258-293.

Euler, L. (1771). De curva rectificabili in superficie sphaerica. Novi Commentarii academiae
scientiarum Petropolitanae, 15: 195-216.

Euler, L. (1781). De mensura angulorum solidorum. Acta academiae scientiarum imperialis
Petropolitinae, 2: 31-54.

Euler, L. (1782). Trigonometria sphaerica universa, ex primis principiis breviter et dilucide
derivata. Acta academiae scientiarum imperialis Petropolitinae, 3: 72-86.

Euler, L. (1783). Problematis cuiusdam Pappi Alexandrini constructio. Acta academiae
scientiarum imperialis Petropolitinae, 4: 91-96.

Euler, L. (1797). Variae speculationes super area triangulorum sphaericorum. Nova Acta
academiae scientiarum imperialis Petropolitinae, 10: 47-62.

Euler, L. (1815). Geometrica et sphaerica quaedam. Mémoires de I'Académie des Sciences
de Saint-Pétersbourg, 5: 96-114.

Ferrandez, A., Garay, O.J. ve Lucas, P. (1990). On a certain class of conformally at
Euclidean hypersurfaces. In Global Analysis and Global Differential Geometry,
Springer, Berlin, Germany, 48-54.

Ganchev, G. ve Milousheva, V. (2014). General rotational surfaces in the 4-dimensional
Minkowski space. Turkish J. Math., 38: 883-895.

Garay, 0.J. (1988). On a certain class of finite type surfaces of revolution. Kodai Math. J.,
11: 25-31.

Garay, O. (1990). An extension of Takahashi's theorem. Geom. Dedicata, 34: 105-112.
Giller, E. (2007). Bour’s theorem and lightlike profile curve. Yokohama Math. J., 54: 55-77.

Giiler, E. (2020). Fundamental form 1V and curvature formulas of the hypersphere. Malaya
J. Mat., 8 (4): 2008-2011.

Giler, E., Hacisalihoglu, H.H. ve Kim, Y.H. (2018). The Gauss map and the third Laplace-
Beltrami operator of the rotational hypersurface in 4-space. Symmetry, 10 (9): 1-12.

Giiler, E. ve Kisi, O. (2019). Dini-type helicoidal hypersurfaces with timelike axis in
Minkowski 4-space. Mathematics, 7 (2): 1-8.

Giiler, E., Magid, M. ve Yayli, Y. (2016). Laplace-Beltrami operator of a helicoidal
hypersurface in four-space. J. Geom. Symm. Phys., 41: 77-95.

Giiler, E. ve Turgay, N.C. (2019). Cheng-Yau operator and Gauss map of rotational
hypersurfaces in 4-space. Mediterr. J. Math., 16 (3): 1-16.

39



Giiler, E. ve Vanli, A. (2006). Bour ’s theorem in Minkowski three-space. J. Math. Kyoto
Univ., 46: 47-63.

Hasanis, Th. ve Vlachos, Th. (1995). Hypersurfaces in E* with harmonic mean curvature
vector field. Math. Nachr., 172: 145-169.

Kahraman Aksoyak, F. ve Yayli, Y. (2015). General rotational surfaces with pointwise 1-
type Gauss map in pseudo-Euclidean space E3. Indian J. Pure Appl. Math., 46 (1):
107-118.

Kahraman Aksoyak, F. ve Yayli, Y. (2016). Flat rotational surfaces with pointwise 1-type
Gauss map in E*. Honam Math. J., 38 (2): 305-316.

Kim, D.S., Kim, J.R. ve Kim, Y.H. (2016). Cheng-Yau operator and Gauss map of surfaces
of revolution. Bull. Malays. Math. Sci. Soc., 39 (4): 1319-1327.

Kim, Y.H. ve Turgay, N.C. (2013). Surfaces in E* with L,-pointwise 1-type Gauss map.
Bull. Korean Math. Soc., 50 (3): 935-949.

Kiihnel, W. (2015). Differential Geometry, Curves-Surfaces-Manifolds. Third ed., translated
from the 2013 German ed. AMS, Providence, RI.

Lawson, H.B. (1980). Lectures on Minimal Submanifolds. 2nd ed.; Mathematics Lecture
Series 9; Publish or Perish, Inc., Wilmington, DE, USA.

Levi-Civita, T. (1937). Famiglie di superficie isoparametriche nellordinario spacio euclideo.
Rend. Acad. Lincei, 26: 355-362.

Magid, M., Scharlach, C. ve Vrancken, L. (1995) Affine umbilical surfaces in R*. Manuscr.
Math., 88: 275-289.

Moore, C. (1919). Surfaces of rotation in a space of four dimensions. Ann. Math., 21: 81-93.

Moore, C. (1920). Rotation surfaces of constant curvature in space of four dimensions. Bull.
Amer. Math. Soc., 26: 454-460.

Moruz, M. ve Munteanu, M.l. (2016). Minimal translation hypersurfaces in E*. J. Math.
Anal. Appl., 6: 798-812.

Ozkalds, S. ve Yayli, Y. (2010). Tensor product surfaces in and Lie groups. Bull. Malays.
Math. Sci. Soc., 2 (1): 69-77.

Scharlach, C. (2007). Affine geometry of surfaces and hypersurfaces in R*. In Symposium
on the Differential Geometry of Submanifolds; Dillen, F., Simon, U., Vrancken, L.,
Eds.; University Valenciennes: Valenciennes, France, 124: 251-256.

Senoussi, B. ve Bekkar, M. (2015). Helicoidal surfaces with A/r = Ar in 3-dimensional
Euclidean space. Stud. Univ. Babes-Bolyai Math., 60 (3): 437-448.

40



Stamatakis, S. ve Zoubi, H. (2010). Surfaces of revolution satisfying A"/ x = Ax. J. Geom.
Graph., 14 (2): 181-186.

Takahashi, T. (1966). Minimal immersions of Riemannian manifolds. J. Math. Soc. Japan,
18: 380-385.

Turgay, N.C. (2015). Some classifications of Lorentzian surfaces with finite type Gauss map
in the Minkowski 4-space. J. Aust. Math. Soc., 99 (3): 415-427.

Verstraelen, L., Valrave, J. ve Yaprak, S. (1994). The minimal translation surfaces in
Euclidean space. Soochow J. Math., 20: 77-82.

Yoon, D.W. (2001). Rotation Surfaces with finite type Gauss map in E*. Indian J. Pure
Appl. Math., 32: 1803-1808.

Yoon, D.W. (2003). Some properties of the Clifford torus as rotation surfaces. Indian J. Pure
Appl. Math., 34 (6): 907-915.

41






